Stroppel Musterlésung 01.09.2025 , 120min

Aufgabe 1 (7 Punkte) Zum Parameter § € R sei die Quadrik
Qs = {x eIR%.?" a2 4+ 202 4+ (1 — B)a + s :0}
gegeben.

(a) Bestimmen Sie Ag € R¥*® a € R? und ¢ € R so, dass fiir alle z € R? gilt:
TA T o2 2 2
r Agx +2a x +c = Tay + 225 + (1 — B)a; + 4

(b) Bestimmen Sie abhéngig von [ eine euklidische Normalform sowie die Gestalt der Quadrik.

(a) Es gilt
70 0 0
Ag=10 2 0 , a=|0|, c=0
00 1-p3 2

(b) Wir machen eine Fallunterscheidung:
B = 1: Wir erhalten
0 = T72% + 23 + 43
bzw. als euklidische Normalform

7
51% + 25 + 223 = 0.

Folglich ist (), ein elliptisches Paraboloid.
B # 1: Wir erhalten

4(1 —
0:7x%+2x§+(1—6)x§+%§)x3
2
=72 + 222+ (1 - B) (x§—|—2—1 _/Bl'g)
2 \* 4
—rd2d 4 (- 9) (4 2g) - g

Mit z; = 21, 20 = 2o und z3 = 13+ ﬁ erhalten wir als euklidische Normalform

_7(14—5)2% B (1;5)23 e —45)2232)—’_ _—

Wegen % >0« 1> ist Qg also ein
e Ellipsoid fiir § € (—o0,1).
e zweischaliges Hyperboloid fiir 5 € (1,00).
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4 4 -3 0 2
Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben seien die Matrix A= [ -1 —1 1 0 —1| € R¥*® sowie der
-3 -2 -3 -2 8
1
Vektor b= | 0 | € R®.
—4
(a) Bestimmen Sie eine Rechtsinverse R von A, also eine Matrix R mit AR = Ej.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge £ des Gleichungssystems Av = b.

(a) Wir berechnen:

4 4 -3 0 2 1 0 0
-1 -1 1 —1 0
| -3 -2 -3 =2 8 0 |
Z1+ 47 : 0 0 1 0 -2 1 4
—Z —1 1 —1 0
Z3—=3Zy: | 0 1 -6 -2 1,0 =3 1 |
Zy 1 1 —1 0 1 0 —1 0
Zs 0 1 -6 -2 11 -3
Zit | 00 1 o -2 1 4 0 |
Zy — Zy — D3 1 0 0 2 0 -5 =18 -1
Zy+ 675 0 1 0 -2 -1 6 21 1 ()
0 0 1 0 -2 1 4 0 |
Hieraus lesen wir
-5 —18 —1
6 21 1
R=1]1 0
0 0
0O 0 0

ab.
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(b) Aus (*) lesen wir
—2

2
0|,
1

_ o N = O

0
als eine mogliche Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Av = 0 ab.

Eine spezielle Losung erhalten wir wegen b = E3b = (AR)b = A(Rb) mittels

-5 —18 -1 -1
6 21 1 1 2
Rb=1]1 4 0 ol=11191,
0 0 —4 0
0 0 0 0
was auf die Losungsmenge
-1 -2 0
2 2 1
L=]|1|+L 01],]2
0 1 0
0 0 1

fiihrt.
Alternativer L6sungsweg:

Wir wenden die in (a) protokollierten Schritte direkt auf b an:

1 Zl—|—4Z22 1 ZQI 0 Zl—Z2—5Z3Z -1
0 — —Z2 : 0 — Zg . —4 — Z2 -+ 6Z3 : 2
—4 Zg — 3Z2 : —4 Zl . 1 1

Somit fithrt GauB angewandt auf [A||b] auf

1 0 0 2 0 —1

woraus wir

S O =N

erhalten.
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Aufgabe 3 (7 Punkte) Gegeben sei die folgende, vom Parameter v € R abhingige Matrix:

4 244 0 0 0
0 4 0

A=|o o 2 -1
0o 0 -1 2 -1
0o 0 0 0 1

(a) Ein Eigenwert ist offenbar A; = 1. Bestimmen Sie eine Basis des zugehorigen Eigenraums.
(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4 ().
(c) Fiir welche v € R ist A, invertierbar?

(d) Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte in Abhéngig-

keit von 7.

(e) Fiir welche Werte fiir v ist A, diagonalisierbar?

(a) Wir losen das lineare Gleichungssystem (A — E5)x = 0:

[ 3 244 0 0 0 |
0 3 0
0 0 -1
0 0 -1 1 -1
| 0 0 0 0 0 |
132 —2+7/3%: [ 1 0o o o 0 |
1/3Z: | 0o 1 0 0 0
0 0 1 -1 1
Zy+ Zs3 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 |
Hieraus lesen wir als mogliche Basis
0
0
v=1]1 , vy = | —1
1 0
0

ab.
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(b) Wir nutzen die Block-Dreiecksgestalt und berechnen:

, 2-x -1
Xa, (M) = det (A, — AEs) = (4 — \) -(1—)\)-det<< B 24))

=(A=X72(1=X)-(N—=4r+3)
=(4=N (10" B -))

wobei wir A2 — 4\ 4+ 3 mittels Mitternachtsformel faktorisiert haben:

_Aeve- N
= 5 = 2= =
Alternativer Losungsweg:

A 1

Wir nutzen mehrfach den Entwicklungssatz, indem wir zunéchst zweimal nach der ersten Spalte,

danach nach der 3. Zeile entwickeln:

=(4—=X)?>(1=X)-(\—4x+3)
=(@4=2)1=0)*-B=N)

Die Matrix A, ist fiir alle v € R invertierbar, da 0 nach (b) kein Eigenwert ist.
Alternativer Losungsweg 1:

Wir nutzen die Block-Dreiecksgestalt und berechnen:

det(A):det<<4 2+7>>-det<<2 _1>>-1:16-3~1:48
0 4 19

Da die Determinante # 0 ist, ist die Matrix fiir beliebige v € R invertierbar.
Alternativer Losungsweg 2:

Wir entwickeln zweimal nach der ersten Spalte.

4.0 0 0
0 2 -1 1 2 b
det(A) 2 4. det . 1_2 ! 216-det | [ -1 2 —1
0 0 1

00 0 1

=16-4+0+0—-0—-0—-1)=48

Da die Determinante # 0 ist, ist die Matrix fiir beliebige v € R invertierbar.
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(d) Aus (b) lesen wir die algebraischen Vielfachheiten
61:2, 63:1, 64:2

ab.
Wir betrachten zunéchst das LGS (A, — 4E5)x = 0:

[ 0 244 0 0 0
0 0 0
0o 0 -2 -1
0 0 -1 -2 -1
0 0 0 o0 -3
0 244 0 0
o 0 0 0 0
—Z3 0 0 2 1 —1
=274+ Z3 : 0 0 0 3 3
-1/3Zs: | 0o 0 0 0

Die letzten drei Zeilen sind offensichtlich linear unabhéngig. Somit kénnen wir hieraus ablesen:

e Ist v = —2, so sind die beiden ersten Zeilen Nullzeilen, es folgt
diy=5—-Rg(A, —4E;) =5-3=2.

o Ist v # —2, so sind die Zeilen 1,3,4,5 linear unabhéngig, es folgt
dy=5—Rg(A,—4E;)=5—-4=1

Mit (a) und den algebraischen Vielfachheiten folgt:

2 yv=-2
dl =2 ) d3 =1 ) d4 =
1 ~v# -2
(e) Aus (d) erhalten wir direkt: A, ist genau dann diagonalisierbar, wenn v = —2.
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Name, Matrikel- Studien-
Vorname: Nummer: gang:
Aufgabe 4 (3 Punkte) Zeigen Sie induktiv:
Fiir alle n € N existiert ein k = k(n) € Z mit n® —n = 3k.
Induktionsanfang: | n=1: 1*-1=0=3-0 , alsoist k(1) =0
@ Fiir ein n € N existiert k(n) € Z mit n®> —n = 3k(n).
@ Induktionsschluss: n —n + 1
n+1)P—(m+1)=n"+3n*+3n+1-n-1
= (n* —n) +3(n* +n)
ez

A
- N

3k(n) + 3(n” +n) = 3- (k(n) +n* +n)

I®

Somit existiert mit k(n + 1) := k(n) +n? +n auch ein k € Z mit (n+1)3 — (n+ 1) = 3k.

1
Aufgabe 5 (5 Punkte) Sei M die Menge M = {z € C‘ 1 < Re(z) < 5 Im(z) —l-g und Im(z) < 2}
und f die Abbildung
fCoC:iz—i-z—1.

Skizzieren Sie M sowie das Bild f(M) in der GauBischen Zahlenebene:

R 3 1Im i

= 2+

=1 — 5 — | = —
SS
Do
wo

~
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—4 1
Aufgabe 6 (3 Punkte) Seivi=| 2 |, va=1] 2 |, vs=|1]. Bestimmen Sie eine
-2 2 0

Orthonormalbasis w1, wy, w3 von R3 mit L (v;) = L (wy) und L (vy,ve) = L (wy, ws).

0 -2 1
1 1 1

w; = — 1 1 Wy = — 1 1 Wy = — 11
1 \/5 2 \/6 3 \/§1

—1 1

Aufgabe 7 (6 Punkte)

(a) Berechnen Sie folgende Grenzwerte. Tragen Sie , divergent“ ein, falls kein Grenzwert existiert.

) i": 2h+2 20 i) lim (VARE 30— VAT TS 11
1 T — 1 nH{.lo < n< —on — n n) = _—
i 3 - 4
l
O o s B . (=D 6n3 -7 3
(iii) nh_{{.lo Vel-n = e ! (iv) nh_}rgo o3 11 = T
- 1 1 1
i — = _
(v) lm <; (k+ 1) + 4k + 6 k3+4k+2> 82
— (1
(b) Bestimmen Sie den folgenden Haufungspunkt: lim <§ + 2cos (%)) = g
n—oo

Aufgabe 8 (3 Punkte) Wir betrachten den R-Vektorraum C mit Basis E:e;=1,e5 =1

sowie die folgende R-lineare Abbildung:

p:C—>C:z—Im(z)+(5b—2i) -z
(a) Geben Sie das Koordinatentupel von w := 5 — 2i beziiglich £ an: L= ( 52>
5 3
(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix _¢ : Q.=
ETE ETE -2 5

(c) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix . (gp‘l)g der Umkehrabbildung ¢~*:

0 (07
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