Stroppel Musterlésung 18.08.2025 , 120min

Aufgabe 1 (6 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) / \/;Q—LHM (c) j e " sin(3z) dx

x—1
b -
(b) /2x2—6$~|—4d$

a) Wir substituieren u = 22 + 4 mit & = 2z:
dz

/\/;;Uﬁda::?)/ﬁdu:S[\/ﬂ]:g[ x2—|—4},

(b) Wir faktorisieren zunichst den Nenner: 222 — 6z +4 = 0 genau dann, wenn 22 — 3z +2 = 0 und

3 19
= _ 44/ —92 =
Z1,2 B 1

Wir erhalten also 222 — 6z +4 = 2(z — 2)(z — 1).

somit gilt

+

| W
N —

Fiir das Integral folgt damit

-1 -1 1 1 1
/x—dx:/ ’ dx:—/ de=|=In|z—2||.
222 — 6z +4 2(x —2)(x — 1) 2) -2 2

(c) Durch zweifache partielle Integration erhalten wir

/ e “sin(3z)dx = [—e ™" sin(3x)}g + 3/ e “cos(3x)da
0 0
=0-3[e" COS(3:C)};F — 9/ e “sin(3x)dz.
0

Addieren von 9 [ e " sin(3z) dx zu beiden Seiten ergibt

10/ e “sin(3r)dzr = -3 [e_m cos(?)x)];r =3(e " +1).
0

Es folgt also [ e *sin(3z)dz = (e +1).
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Aufgabe 2 (3 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

n

@ 2 7 ® 3 5y

(a) Wir wenden das Quotientenkriterium an: Fiir n — oo gilt

2n+1
(n+1)! n!

2
n - 2 =
z n+1)! Vail

—0< 1.

Daher konvergiert die Reihe.

(b) Wir verwenden das Wurzelkriterium:

2 n/2
lm o i Y oo

s o

wegen lim {/n = 1. Daher konvergiert auch diese Reihe.

n—oo
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Aufgabe 3 (2 Punkte) Bestimmen Sie den folgenden Héufungspunkt: lim arctan <cos (%) n) .
n—oo
Es gilt, dass cos(%) zwischen 1, 0 und —1 wechselt. Daher gilt lim,,_, . (cos(%)n) = —oo.

Da arctan: R — (=7, 7) monoton und bijektiv ist, ergibt sich

iy rten s () ) =
1m arctan (cos|—|Jn) = ——.
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Aufgabe 4 (4 Punkte) Gegeben sei die Funktion

(a)
(b)

f R =R: (x) — 2sin(y)e 2"

Y

Berechnen Sie den Gradienten von f und verifizieren Sie, dass (8) eine kritische Stelle ist.

Klassifizieren Sie die kritische Stelle (8) als Minimalstelle, Maximalstelle oder Sattelstelle.

(a)

(b)

Der Gradient von f ist gegeben durch

() (")

An der Stelle (8) gilt

also ist (g) eine kritische Stelle.

Variante 1: Es gilt f (g) = 0. Wir bestimmen also in einer Umgebung von (8) die Punkte, wo f

positiv, negativ oder gleich 0 ist. Zunéchst stellen wir fest, dass f (z) = (0 genau dann gilt, wenn
x =0 oder y = kmr fiir ein k € Z gilt.

Also wird z.B. die Umgebung (—2,2) x (—2,2) von () von den Koordinatenachsen, an denen f

gleich 0 ist, in vier Bereiche geteilt. Wir setzen einzelne Werte ein, um das Vorzeichen von f in

diesen vier Bereichen zu bestimmen:

f(i) — () - (. f ist positiv in (0,2) x (0,2),

e2

o (1) =201 <0: f ist negativ in (0,2) x (—2,0),

(4
i f(_ll) = %’;(1) < 0: f ist negativ in (—2,0) x (0,2),
o f(CH) =20 > 0: fist positiv in (—2,0) x (—2,0).

Da also in jeder Umgebung des Punktes (g) sowohl Punkte, in denen f positiv also auch Punkte,

an denen f negativ ist, liegen, muss (8) eine Sattelstelle sein.

Variante 2: Wir berechnen die Hesse-Matrix von f:

Py _ (1658 = 120)siny) (1~ 2% cos(y)|
i (y) N ( ) |

(1 — 42?) cos(y) —zsin(y)

An der Stelle (g) erhalten wir also

(o) =(1 )
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Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist A2 — 1, folglich hat sie die Eigenwerte 1 und —1.

Da es mindestens einen positiven und mindestens einen negativen Eigenwert gibt, ist die Matrix

0

0) ein Sattelpunkt vor.

indefinit und es liegt an der Stelle (
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Aufgabe 5 (5 Punkte)

(a) Finden Sie ein Potential fiir folgendes Vektorfeld:

x yze™
u: R =R |y | = | zze™ + 22

z e™ + 2yz

(b) Gegeben sei das Vektorfeld

vi(0,1) % (0,1) > R (z) Hex29<

< = 8 [N
v

Besitzt v ein Potential?

(a) Wir integrieren die dritte Komponente von u beziiglich z:
/e’”y +2yzdz = ze™ 4+ y2? + c(x,y).

Wir leiten dies jeweils nach z und y ab:

d - ey OC
dz (2e™ +y2° + c(z,y)) = yze™ + pe

d 0
1y (ze™ + y2® + c(z,y)) = zze™ + 2* + 8_;

Durch Vergleichen mit den ersten beiden Komponenten des Vektorfelds konnen wir % = g—; =0

folgern, also hingt ¢ nicht von z und y ab. Somit ist U(x,y, z) = ze™ + y2? ein Potential.

(b) Ja. Der Definitionsbereich (0, 1) x (0,1) ist einfach zusammenhéngend. Es geniigt daher zu tiber-

priifen, dass die Jacobi-Matrix symmetrisch ist:

Jv(x,y):ey< o 1).

2z r_—=
Yy y?

Alternativ kann man auch iiberpriifen, dass die Rotation des Vektorfeldes verschwindet:

0 0 2 2
rot v(zx,y) = % — % _ Y ety 2 ety )
z Y ) T
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

2
Aufgabe 6 (5 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R: z — (cos(x)) :
eI

(a) Geben Sie die folgenden Ableitungen an.

f(z) = —2e~% cos(z)(sin(z) + cos(z)) | f'(z) = 2¢72%(1 + 4 cos(z) sin(z))

(b) Geben Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 im Entwicklungspunkt zo = 7 an.

B 1 2 1 )
TQ(fvaﬂ->_ eTﬂ—eTW(I'—TF)—FeTﬂ_(CL’—TF)

T
2
Aufgabe 7 (5 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R: 2 — ¢ cos (7;_x> falls —1 <z <1 -

(x+1) falls . < —1

—2?2 +6x—5 fallsxz =1

(a) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

. / o z . / - E . / — _E . ! —
xilgrllf()f (CL') - 2 ’ :p~l>lfnll+0f (fL’) N 2 ’ :EEIIIEOf (x) 2 ’ zEIlrJerf (fL‘) 4

(b) Skizzieren Sie den Graphen von f im Bereich —2 < = < 4:

N 4..y -

= 3¢ -

(c) Fiir welche z € R ist f nicht differenzierbar? T € { 1 }
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Aufgabe 8 (4 Punkte) Bestimmen Sie:

(a) lim 15n* —30n* +1 5
n—00 377,(77, + 1)(2n — 1)2 N Z
(b) lim (\/n2—|—4n—\/n2—3n> = T
n—oo 2
d 43 — 1 d 1
(et — a4 1) = et = 1) = S —
() dzx n(zt -z +1) x4 1 dz tan(z — 1) (cos(z —1))?

In(z* —z+1)
o1 tan(z —1)

Aufgabe 9 (6 Punkte) Gegeben sei die Potenzreihe

n

D g2

n=0

(a) Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt zg € C sowie den Konvergenzradius p der Reihe:

0 +1 P 5
(b) Skizzieren Sie zy, den Konvergenzkreis der Potenzreihe sowie die Punkte z; = —2i + 1 and
2y = —5 + 1 in der Gauflschen Zahlenebene:
N 34 Im -
- 24 -
RS SR i
Sar . Re
30 -2 -l 1 2 3
- _1 4 -
i L1 |
n 34 i

(c) Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz fiir die folgenden Werte von z € C (Schreiben Sie fiir

jeden der zwei Punkte entweder ,konvergiert“ oder ,divergiert“):

71 = =21+ 1: divergiert 29 = 5 +1i: konvergiert
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