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Aufgabe P 57. Reihenwerte bestimmen
Bestimmen Sie die Werte der folgenden Reihen.

O JES I P © > o

Aufgabe P 58. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren.

= 2k =17 =\ (=1)F
() ,;(kﬂ)! (b) ;7+9k () ;\/7]{;—1—15

Aufgabe P 59. Leibnizkriterium

(d) i (V- VE+1)

@3 (2+(5;1) )
k=1

Keine der folgenden Reihen erfiillt die Bedingungen zur Anwendung des Leibnizkriteriums.

Welche Bedingungen sind jeweils erfiillt, welche verletzt?

(a) Z * cos(k) (b) Z k+1 (©) 22(2(:(%
k=1

Welche der obenstehenden Reihen konvergieren?

Aufgabe P 60. Stetigkeit
Fiir welche Werte von a € R ist f, : R — R stetig?

r+a®—a | firz=<0,

fa(m) = { %(xQ + 2a2x) , fur x > 0.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 57. Reihenwerte
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte

= 1 k:+2
@ X reer ® 3

Aufgabe H 58. Konvergenzuntersuchung
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

—(5°)

@) i(l+%> © Yot
(b) gcos (%) (d) g(—nm (Vim+1- Vi)

Aufgabe H 59. Konvergenzkriterien

(a) Betrachten Sie fiir a € R die Reihe > O 72€ (a+ 3)5.

k=1
(i) Bestimmen Sie alle Werte von a, fiir die die Reihe absolut konvergiert.
(ii) Bestimmen Sie alle Werte von «, fiir die die Reihe konvergiert.

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes a € R mit |a] < e™! (an)

eine Nullfolge.

ist die Folge (an)nen mit a, =

n!

Aufgabe H 60. Stetigkeit, £-0-Kriterium
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) = {

(a) Zeichnen Sie den Graphen von f im Bereich [—4,4].

(b) Berechnen Siefiir e € {1,1, 1} jeweils das groBte 6 > 0, fiir das gilt | f(z)— f(1)| < e
fir alle z € [1 — 0,14 6].

N
8
I
—

’2’4

Online-Aufgabe.

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 30.04. — 06.05.)
auf folgender Webseite: E_ﬁ o |:]

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/ El-_?_i_] ﬂl_

Bitte geben Sie dort zunachst lhre Matrikelnummer ein. I:E il

Die Losungen sind als ganze Zahlen oder als Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt einzu-
geben. Sonstige Zeichen, wie zum Beispiel Klammern oder Operatoren wie * und /, diirfen
nicht benutzt werden.

AnschlieBend miissen Sie Ihr Passwort fiir die Onlinelibungen eintragen, das Sie per Email
an lhre studentische Adresse (<stx * * x s*@stud.uni-stuttgart.de>) erhalten haben.

Innerhalb des Bearbeitungszeitraums konnen Sie lhre Eingaben beliebig oft wiederholen, wo-
bei die letzten Eingaben gewertet werden. Der Bearbeitungszeitraum endet mittwochs, nach
der Abgabe der schriftlichen Ubungen in den Ubungsgruppen, um 24:00 Uhr. Sie erhalten
fiir die Bearbeitung der Online-Aufgabe 0, 1, oder 2 Punkte.
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Aufgabe P 61. Funktionsgrenzwerte
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.
(a) lim Va2+1—+/322 -2
T—>+00

222 -5 3

(b) lim 2L7 = OT + 5

z—+o00 312 — b + 2
202 — bxr + 3

z—1 322 — g + 2

Aufgabe P 62. Gleichheitsproblem

Gegeben sind die Funktionen
fTR—=>R:z+—e", g R—=->R:z—z+2.

Skizzieren Sie die Funktionen mit Hilfe einer geeigneten Wertetabelle im Intervall [—2,2].
Begriinden Sie mit Hilfe der Funktionswerte, wie viele Schnittpunkte die beiden Graphen
mindestens aufweisen.

Aufgabe P 63. Nullstellen von Polynomen
Sei ein Polynom p: R — R: x — ap+a1z+- - -+ a,x" mit reellen Koeffizienten und a,, # 0
gegeben.

(a) Begriinden Sie: Ist n ungerade, so hat p mindestens eine reelle Nullstelle.

(b) Begriinden Sie: Ist n gerade, a,, > 0 und ay < 0, so hat p mindestens zwei verschie-
dene reelle Nullstellen.

(c) Wie viele reelle Nullstellen hat das Polynom p(z) = x*+2%—62>—5x+57 Untersuchen
Sie dazu die Vorzeichenwechsel von p. Geben Sie ein Intervall an, das mindestens eine
Nullstelle enthilt.

Aufgabe P 64. Beispiele von stetigen und unstetigen Funktionen

Uberlegen Sie sich Beispiele von Funktionen f: D — R, die die folgenden Bedingungen
erfiillen (Skizzen der Graphen sind ausreichend).

(a) D ist beschriankt und f ist stetig und unbeschrénkt.

(b) f ist beschrankt und an drei Stellen unstetig.

(c) f ist in O nicht stetig, aber es gilt D = [—-1,1], f(0) = 0, lim f(1/n) = 0,
Jim f(~1/n) = 0. o

(d) f ist auf R~ {—1,0,1} definiert und stetig und nirgends stetig erganzbar.

(€) Zum Abschluss noch ein faszinierendes Beispiel, auf das Sie nicht selbst kommen
mussen:
D =R und f ist an keiner einzigen Stelle stetig (Dirichlet-Funktion).
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 61. Einseitige Funktionsgrenzwerte

Gegeben sei die Abbildung

ot — 2% —T2? + 132 — 6
(23 — b2 4+ 8x — 4)|x + 3|

fiRN{-3,1,2} 2 R:z—

(a) Ist f stetig?
(b) Zerlegen Sie Zahler und Nenner soweit wie moglich in Faktoren.

(c) Bestimmen Sie jeweils die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken des
Definitionsbereiches. An welchen Stellen ist f stetig erganzbar?

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Aufgabe H 62. Funktionsgenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (ohne Verwendung der Regel von I'Hospital).

. Tot 4 4a® — 922 4+ 10 . sin(e®) — 13 arctan(z)
(a) lim 2 2 —5z (C) lim z7—9 324419z
z—too (22 +1)(222% 4 e75%) z—-+00 5326 T 5134
3w

(b) i

m
22040 \/Txd 4 202 — \/Txt + 1322

(d) ilir(l] cos(mx) In(|In|z||)

Aufgabe H 63. Gleichheitsproblem, Intervallhalbierung

(a) Es seien f,g: [a,b] — R stetig. Weiter sei f streng monoton fallend und ¢ streng
monoton wachsend mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Begriinden Sie, dass dann das
Gleichheitsproblem fiir f und g auf [a,b] genau eine Losung besitzt.

(b) Nach (a) hat die Gleichung 16™* = z*® auf [0,1] genau eine Lésung. Bestimmen
Sie diese ndherungsweise, indem Sie die ersten drei Schritte der Intervallhalbierungs-
methode mit @y = 0 und by = 1 anwenden. Wie viele Schritte miisste man mindestens
durchfiihren, um zu garantieren, dass die Niherungslosung nicht mehr als 1075 von
der tatsachlichen Losung abweicht?

Aufgabe H 64. Zwischenwertsatz

Die Zugstrecke zwischen zwei Stadten sei 800 km lang. Ein Zug fahrt die Strecke innerhalb
von vier Stunden und hat diese somit mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 200 km /h
zuriickgelegt. Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass es einen Zeitraum von einer
Stunde gibt, in dem der Zug genau 200 km der Strecke gefahren ist.

Hinweis: Sei s(t) die nach ¢ Stunden zuriickgelegte Strecke (in km). Betrachten Sie s(t +
1) — s(t) fir t €0, 3].

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 07.05.-13.05.) auf folgender Webseite:

Bl el
http: //mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/ 3 ]
&
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Aufgabe P 65. Konvergenz von Potenzreihen |
_ - z—1+4+i\"

G b — 217n . - - .

egeben sei f(z) nz:; < 5 )

(a) Zeigen Sie, dass sich f(z) als komplexe Potenzreihe der Form > a,(z — 25)" mit

n=0

geeigneten a,, € C und 2y € C schreiben lasst.
(b) Skizzieren Sie den Konvergenzkreis der Potenzreihe in der komplexen Zahlenebene.

(c) Zeichnen Sie die Stellen z = —2+3i, 2=3—1, 2=5—1bzw. z =4 +1i in lhre
Skizze ein.

(d) Untersuchen Sie, an welchen dieser Stellen die Potenzreihe konvergiert. Zeichnen Sie
in allen Fallen, in denen Konvergenz vorliegt, auch den Punkt f(z) in lhre Skizze ein.

Aufgabe P 66. Konvergenz von Potenzreihen 11
Bestimmen Sie die Entwicklungspunkte und Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen.

(a) f: (z;;)n (b) i () (c) i (2:!)! (++3-1v2)"

n=1 n=17

Geben Sie an, fiir welche z € C die Reihen absolut konvergieren.
Geben Sie an, fiir welche z € R die Reihen konvergieren.

Aufgabe P 67. Konvergenzaussagen durch geometrische Uberlegungen

(a) Die Potenzreihe 204_” (27?) (z—1i)™ ist fir z = —1+ 3i divergent und fiir z = £ +3i

konvergent.
Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Potenzreihe an den Stellen z = 1 + 2i
_ 1 3:
und z = —3 + 3i.
(b) Eine Potenzreihe > a,(z—20)™ mit z; € C und komplexer Koeffizientenfolge (a,,)nen
n=0

sei fiir z =4 — 2i konvergent und fiir z = 3 — i divergent.
Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten dieser Potenzreihe an der Stelle z = 1 +i.

Aufgabe P 68. Formel von Euler und de Moivre
(a) Berechnen Sie Re(e™®+/3) und Im(sin(i)) .
(b) Schreiben Sie f(z) als Linearkombination von Funktionen der Form e mit n € Z.

Schreiben Sie sodann f(z) als Linearkombination von Funktionen der Form sin(ax)
und cos(bz) mit a, b € Np.

(i) f(z) = (cos(z))? (ii) f(z) = sin(5z) cos(2x)

(c) Seien z, w € C. Bestdtigen Sie mittels der Formel von Euler und de Moivre das
Additionstheorem

sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) .
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 65. Konvergenz von Potenzreihen

(a) Schreiben Sie die Reihen als Potenzreihe > a,(z — z9)™ mit geeigneten a,, € C und

n=0
Entwicklungspunkt zy € C. Bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius.

(i) Z\/WCJTZ)” (ii) i(é<z2—2z—3+(1—z)41>2)n

(b) Untersuchen Sie, fiir welche z € R die Potenzreihen in (a) konvergieren.

Aufgabe H 66. Potenzreihe mit Parameter

00 k
Wir betrachten die Potenzreihe Z cos(;mi) n
n4o
k=1

(a) Bestimmen Sie fiir n = 2 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

(z4in)* fiir n € {—5,2}.

(b) Bestimmen Sie fiir n = —5 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

Aufgabe H 67. Produkt von Potenzreihen
Seien die Abbildungen f: U, (0) = C und g: U, (0) — C gegeben durch

o0 n (e}

z

f(z) := 2 Fr und  g(z) := ; 2"

(a) Bestimmen Sie die Konvergenzradien p; von f und p, von g.

(b) Schreiben Sie f - g als Potenzreihe und geben Sie deren Konvergenzradius an.
Was hat die Potenzreihe zu tun mit der Funktion

3
hC\{%,S}—)CZHm?

Aufgabe H 68. Logarithmische Spirale

Gegebensei f: R—>C: t— <\/§ exp (1%)) t
Die Abbildung f beschreibt eine logarithmische Spirale. Beispiele aus der Natur finden sich
unter https://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmische Spirale .
(a) Zeichnen Sie die Punkte f(—2), f(—1), f(0), f(1), f(2) in die komplexe Zahlene-
bene ein und skizzieren Sie die Menge f ([—2,2]).

(b) Wir benutzen jetzt nur die Werte von f an besonderen Stellen.

Berechnen Sie Z lf(n+1)— f(n)].

(c) Fir zp = \/_exp( )und z€C~{z}sei g: Ng—C: t+—(2—20)7".

Fiir welche z € C ist die Reihe <g(k +1)— g(k)) absolut konvergent?
k=0

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 14.05.-20.05.) auf folgender Webseite:

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/ E% §ff
s
£
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Aufgabe P 69. Ableitungen

Bestimmen Sie im Folgenden jeweils ein maximales Intervall Dy & R so, dass der gegebene
Term eine Funktion f: Dy — R: x +— f(x) definiert.

Bestimmen Sie die Menge aller Stellen in Dy, an denen die Funktion f differenzierbar ist.
Berechnen Sie f’.

(a) f(z) = {/cos(w) (b) f(x) = wsin(*)

— 1+ (COS(JJ))2 (d) f(ZL') — (\/E) (\/5)

(€) flz) =17 (sin(z))?

Aufgabe P 70. Differenzen- und Differentialquotient
(@) Sei f: R — R: x> 22
Berechnen Sie f’(1) mit Hilfe des Differenzenquotienten.
Berechnen Sie f’(1) erneut mit der Ableitungsregel fiir Polynome.
(b) Sei
9 (_Oo’g)_”&: xH{fan(x) E:ifg’

Skizzieren Sie den Graphen von g.
Untersuchen Sie mit Hilfe des Differentialquotienten, ob g an der Stelle xq = 0 diffe-
renzierbar ist.

Aufgabe P 71. Differentiation von Umkehrfunktionen

Gegeben sei die Funktion
r+1

r+2
(a) Bestimmen Sie den Wertebereich W := f(R™) und skizzieren Sie den Graphen von f.

(b) Berechnen Sie die Umkehrfunktion f~1: W — R*.
(c) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! mittels Satz 2.3.1.

(d) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! direkt, also unter Verwendung
von (b) und ohne Satz 2.3.1.

f: R" = R: 2+

Aufgabe P 72. Funktionsgrenzwerte

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital.

x x? 1
. T T B
(l) a:—l>£I-1c>o et (") :cl—% (111(1‘) ID(IL‘))
(b) Gegeben ist die Funktion ¢: Rt — R: x — J/x.
Berechnen Sie ¢'(z). Begriinden Sie mit dem Mittelwertsatz, dass zu jedem z € R*
ein {, € (z,z + 1) existiert mit ¢’({,) = g(z + 1) — g(=) . Bestimmen Sie damit

(Va+1-¥a).

lim
Tr—-+00

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 69. Differenzierbarkeit
(a) Seien a, b € R mit a < b gegeben. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion

(x —a)*(x—b)* fira<az<bh,

f:R_”R:xH{ 0  fir x ¢ a,bl].

Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob f an den Stellen a und b
differenzierbar ist.

(b) Wir betrachten die Funktion

atsin(L) fir x#£0,

g:]R—>]R:x»—>{ 0 fir x=0.

Berechnen Sie ¢'(x) und ¢"(x) fir « # 0.
Beweisen Sie, dass g an der Stelle o = 0 zweimal differenzierbar, aber nicht dreimal
differenzierbar ist.

Aufgabe H 70. Umkehrfunktion
Gegeben seien die Funktionen

2

f: R—R: x> sinh(2z) und g: R—>R: xr—>1+$2.

(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g und bestimmen Sie jeweils die Ableitung.

(b) Finden Sie die maximalen Intervalle, in denen f und ¢ differenzierbare Umkehr-
funktionen haben. Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Umkehrfunktion.

Aufgabe H71. Mehrfaches Ableiten

Finden Sie jeweils eine Formel fiir die angegebene n-te Ableitung, wobei n € Nj .
Beweisen Sie anschlieBend diese Formel mit vollstandiger Induktion.

@ (1) () ()) o) (1) reostze)

Aufgabe H 72. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

. arctan(z? — 4) . sin(2%) + 2° , 1 1
(a) 2 sinh(3z — 6) (b) :1:1—1>I}rloo x5 + el=2%) () P 22 el —1

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 21.05.-27.05.) auf folgender Webseite:

B ]

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/ gg ﬂ:
- T
EzrEs
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Aufgabe P 73. Extrema
Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen an der Stelle o = 0 ein lokales Extremum haben:

@ [fR—-R:z— 2 (c) ffR>R:z+— a8 —2°
(b) fR>R:z—2°—2* (d) f[fR>R:z—2%(x—1)(z+2)

Aufgabe P 74. Taylorpolynome

Bestimmen Sie T,,(f, x, xo) fur
(@) frR—=R:z—e*cos(2z), n=2, z0=0
(b) A RoR:x—2% n=3, x9=-3

Aufgabe P 75. Taylorentwicklung und Fehlerabschatzung
1
Gegeben ist die Funktion f: Rt - R: 2z — — .

x

(a) Bestimmen Sie die ersten vier Ableitungen von f. Formulieren Sie eine Vermutung, wie
man die n-te Ableitung f™ (x) durch eine Formel fiir allgemeines n € N beschreiben
kann.

(b) Beweisen Sie lhre (gegebenenfalls korrigierte) Vermutung mit vollstandiger Induktion.
(c) Geben Sie das Taylorpolynom T5(f,z,1) und die Taylorreihe T'(f,z,1) von f an.
(d) Skizzieren Sie die Graphen von f(z) und Ty (f,x,1) in ein Koordinatensystem.
(e) Finden Sie eine Abschitzung fiir [f®)(x)| im Intervall [1,3].
(f) Schatzen Sie den Fehler |f(%) — T (f, %, 1)| mit Hilfe des Restglieds nach oben ab
und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem tatsachlichen Fehler.
Aufgabe P 76. Kurvendiskussion

Gegeben sei f: R — R: x +— 2® — . Fiihren Sie eine Kurvendiskussion durch, d.h.
(a) Geben Sie den maximalen Wertebereich an.

(b) Testen Sie auf Symmetrie.

(c) Bestimmen Sie die Nullstellen.

(d) Berechnen Sie mogliche lokale Extrema.

(e) Gibt es Wendepunkte?

(f) Wie ist das Verhalten an den Randern des Definitionsbereiches?
(g) Fertigen Sie eine Skizze an.

Aufgabe P 77. Kurvendiskussion
Wie betrachten die Funktion f: R — R: z +—

x2+1

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

(b) Bestimmen Sie f’(z) und f"(z).

(c) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und die Wendepunkte von f.
Skizzieren Sie die Tangenten in den Wendepunkten.

(d) Machen Sie eine bessere Skizze des Graphen.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H73. Monotonie via Ableitung

Bestimmen Sie die maximalen Intervalle, auf denen die gegebenen Funktionen monoton sind.
(@) f:RN{0} = R: 2+ 2? —In(z?);
(b) g: R — R: ng—i

Aufgabe H 74. Kurvendiskussion
Gegeben sei

fiM—->R:z— und ¢g: N = R: 2z zsin(ln(z)) mit M,N SR

x? 4+ 49

Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f und ¢ durch, wobei Sie mindestens die folgenden
Punkte bearbeiten sollen:

maximaler Definitionsbereich, maximaler Wertebereich, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Null-
stellen, lokale Extrema, Verhalten an den Randern des Definitionsbereichs, Skizze.

Aufgabe H 75. Taylorentwicklung und Fehlerabschitzung
Wir betrachten die Funktion

h: R—>R: zx |—>xsin(x2).

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom Ty (h, z, /7).

(b) Finden Sie eine reelle Zahl a so, dass

|h(l’) _TZ (h7$7ﬁ)’ g a’x— ﬁ’g
fir alle z € [0, 2] gilt.

(c) Finden Sie Koeffizienten a; € R so, dass > apz® = xsin(2?) fiir alle € R gilt.

k=0
Aufgabe H76. Taylorpolynome
Bestimmen Sie T5(f, z, zo) fiir
(@) f:R—=R:z— e gy=0;
(b) f:(—5,5) = R: x> 1In(cos(x)), xo= 3.

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 28.05.-10.06.) auf folgender Webseite:

Bl
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de /tests/test431/ E% ﬂ:
B
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Prasenziibungen

Aufgabe P 78. Ein niitzlicher Integrationstrick

Zeigen Sie durch partielle Integration, dass fiir jede differenzierbare Funktion f die Formel

/f(x) de = [xf(a:)] —/xf’(x) dx

gilt. Berechnen Sie:
(a) / In(z) da (b) %m(ux?) ©) / arctan(z) dz

Aufgabe P 79. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

2 1
(a) /5(3””4) dz (b) /a:elﬂd:c
1 S

(©) /tan(x)da: (d) /mdx

Hinweis fiir (d): Substitution = = sinh(¢).

Aufgabe P 80. Bestimmte Integrale

Berechnen Sie:

(a) /24x_2dx (b) /2 s

(c) /Oﬂxcos(a:) de  (d) /1 In(vz) da

Aufgabe P 81. Partialbruchzerlegung
Fiihren Sie jeweils eine reelle Partialbruchzerlegung fiir die folgenden Ausdriicke durch.

1 1 51

@ g ®) ZohE—9 © @i E—s
322 — 37 — 2 25

(@) (z+1)(22 + 22+ 2) (¢) (22 + 1)(z — 2)?

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

1 1
—d d d
/x2—6x+5 v /(x+1)(x2+2x+2) v

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 77. Partielle Integration

Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

(a) /og r?sin(27) d x (b) /xarctan(m)dx

©) / mdx (d) / cos(In(z)) d z

Aufgabe H 78. Universalsubstitution fiir trigonometrische Integrale

(a) Rechnen Sie nach, dass fir x € R~ {(2k + 1)7| k € Z} bei Verwendung der ,, Uni-
versalsubstitution t: x — tan (%) gilt:

") = ————— sinx:ﬂ cos(z) =
)= TG i) = T ot

1— (t(x))” |
1+ (t(x))?

(b) Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Teilaufgabe (a), um folgende
Integrale zu berechnen:

/ m i / sin(x) + ios(x) 14 / Sin(:p)(ios(x))Q dz.

Aufgabe H79. Integration durch Partialbruchzerlegung
(a) Bestimmen Sie den Quotienten (2° + 2t + 23 —2? —x — 1) : (2 + 2 + 1).
2432 -2
(b) Berechnen Sie das folgende Integral: / vt dx.

w4t -2 -z -1

Aufgabe H 80. Integration durch Substitution
Bestimmen Sie folgende Integrale.

(a) /(5 —22)e” T4z (b) / @dx
(c) /Q(x—\/—fl)dm (d) /sin(2x) ((cos(22))® 4 (cos(2x))* — 17 cos(2z)) d

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 11.06.-17.06.) auf folgender Webseite:

et
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/ 3 1
£
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Prasenziibungen

Aufgabe P 82. Integrale und Flicheninhalte

Gegeben seien die Funktion f: [2,4] > R: z+— —|z —3|+1,
sowie zwei Partitionen P, = {2,3,4}, P, = {2,2,3, 4} des Definitionsbereichs von f.

’y 9995 9
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

(b) Berechnen Sie die zugehdrigen Ober- und Untersummen S(f, P;) bzw. S(f, P;) fiir
j = 1,2 und bestatigen Sie damit die Aussagen in Lemma 3.5.3.

4
(c) Bestimmen Sie / —|x — 3] + 1dx und vergleichen Sie das Ergebnis mit (b).
2

(d) Bestitigen Sie das Integrationsresultat in (c) durch eine geometrische Uberlegung.

Aufgabe P 83. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie
gegebenenfalls den Wert.

(a) /:O\/;Tldx ® [ L ar (o) /2+oo32xd:c

140 (z —1)2

Aufgabe P 84. Konvergenzkriterien

Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren. Verwenden Sie dazu jeweils eine
Majorante, eine Minorante oder das Grenzwertkriterium.

(a)/Qoox;/_Eldx (b)/oo rortlis (9 OjOSin(a:)da:

x4 4 222

Aufgabe P 85. Ober- und Untersummen-Challenge

Verwenden Sie zur Bearbeitung das interaktive Extra zu Ober- und Untersummen auf
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /vorlesungsmaterial /3-05.html .

Dargestellt finden Sie dort die Funktion f: [1,13] — R: z +» 22 4 o
sowie eine Ober- und eine Untersumme fiir eine Partition P = {x, xl, . x7}
des Intervalls [1,13]. Die Teilungspunkte zi,...,x¢ von P kdnnen dabei
interaktiv verandert werden.

(a) Versuchen Sie die Teilungspunkte von P so zu verschieben, dass die Differenz zwischen
Ober- und Untersumme moglichst klein wird.
Kdnnen Sie einen geringeren Wert als 3 erreichen?

(b) Arbeiten Sie als Gruppe zusammen: Ermitteln Sie, wer die kleinste Differenz erzielt hat.
Halten Sie das beste Resultat per Screenshot fest und senden Sie dieses an lhren Tutor.

Auf der Vorlesungshomepage https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel/ wird
zeitnah bekannt gegeben, welche Gruppe die Siegerin dieser Challenge ist.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H81. Obersumme und Untersumme

27x% + 322 + 3

Wir betrachten die Funktion f: [-1,1] > R: z —
922 4+ 1
(a) Berechnen Sie nach Polynomdivision fz)dzx

(b) Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung der Ableitung f’ und finden Sie das Maximum
und Minimum von f auf [—1,1]. Skizzieren Sie anschlieBend den Graphen von f.

(c) Sei P = { 1,—3, %,%,%,1} eine Partition des Intervalls [—1, 1].
Stellen Sie die Unter— und Obersumme S(f, P) bzw. S(f, P) graphisch als Flichen-
inhalt dar.

(d) Berechnen Sie S(f, P) und S(f, P) fiir P aus (c).
SchlieBen Sie daraus auf eine untere und obere Schranke fiir den Wert von arctan(3).

Aufgabe H 82. Mittelwertsatz bei uneigentlichen Integralen
Gegeben seien die Funktionen f,¢g: R — R mit f(x) :=sin(z) und g(x) :=e™*.
(a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral
+oo

i f(x)g(x) da

absolut konvergent ist und berechnen Sie seinen Wert.
(b) Bestimmen Sie alle £ € [0, +00), fiir die gilt

400 +o0
f(@)g(x) dz = () / o(z) du.

0

Aufgabe H 83. Berechnung uneigentlicher Integrale
Berechnen Sie den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale.

oo 4 ™ (cos(\/T 2
@ [ et (b) %d

Aufgabe H 84. Uneigentliche Integrale
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

o /! C;ff o [

0+0 0+0
arctan(z 20— 3
dzx d T “dx
© / (@ / m
+

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 18.06.-24.06.) auf folgender Webseite:

L
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/ E% §ﬂ;
=5 ]

%
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Prasenziibungen

Aufgabe P 86. Folgen in R

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen in R™ auf Konvergenz. Berechnen Sie die Grenz-
werte, falls sie existieren.

:fil cos(mk) Ek
ap = b bk Cr. — n —1In
@ o= (2 ) @ n=(50) @ (o i

Aufgabe P 87. Zu Beispiel 4.1.5
In dieser Aufgabe untersuchen wir die Funktion aus Beispiel 4.1.5 genauer, also

. 0 [z T+y
f.RQ\{(O)}—HR . (y) -

(a) Zeigen Sie, dass alle Niveaulinien N, von f zu Niveaus ¢ # 0 Kreise sind und bestim-
men sie Mittelpunkt M; und Radius 7; des Kreises in Abhangigkeit von t.

(b) Zeichnen Sie die Niveaulinien N; zu t € {—3, 1 ,0, }1, %} in ein gemeinsames Koor-
dinatensystem ein.

c) Lisst sich die Funktion f stetig in den Punkt (°) fortsetzen?
(c) g 0

Aufgabe P 88. Geschlossene Darstellung von Potenzreihen

Wir betrachten die durch eine Potenzreihe definierte Funktion
f:(1—=p,1+p) —R: xHZk(l—x)kil.
k=2

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe.

(b) Finden Sie eine Reihendarstellung fiir die Stammfunktion F' von f mit F(1) = 0.
Ermitteln Sie daraus eine geschlossene Darstellung fiir F'.

(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

Aufgabe P 89. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

n? 1 =1 > 1
Opore ® 2 © 2 St

Hinweis: Wenn Sie das Integral-Vergleichskriterium benutzen, miissen Sie auch die Giiltigkeit
der Voraussetzungen liberpriifen!
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 85. Integral-Vergleichskriterium

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
Ist es sinnvoll, das Integral-Vergleichskriterium 3.8.1 anzuwenden?

(@) X ne (b) Z%sin (%) (c) Zh\l/(nﬁg.

Aufgabe H 86. Geschlossene Darstellung von Potenzreihen
Wir betrachten die durch eine Potenzreihe definierte Funktion

i (_1)k’+1
f:(2—p,2+p)—>R:x»—>Z ok
k=1

(22 — 4)".

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe.
(b) Finden Sie eine Reihendarstellung fiir die Ableitung f’ von f.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f’.

(d) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

Aufgabe H 87. Stetigkeit und Folgen

1 fur (%) = (Y),
Wir betrachten f: RZ = R: (') > { 22 4 (a2 + 2,)? ) =)
ir betrachten f: A 2+ (25 + 22)° () £ ()
2 x? 4 a3 2 07
2 2 2
(a) Stellen Sie Zahler und Nenner von i 29:1_4'2332) in der Multi-Index-Notation von
Ty T T3

Lemma 4.2.10 dar. Geben Sie jeweils alle nichtverschwindenden Koeffizienten an.
(b) Beweisen Sie, dass f im Punkt (J) stetig ist.
Hinweis: Zeigen Sie lim f(a,) =1 fiir jede Folge (a,)neny mit lim a, = (0).
n—oo

n—o0 0

Aufgabe H 88. Untersuchung einer Funktion in mehreren Variablen
4q% —
Gegeben seien die Funktion f: R\ {(J)} = R : (;) — J?:J?Tyﬂy
und dazu die Funktionenschar g;: R — R: y — f(;) fir s € R~ {0}. Der Graph von g;
ist also der achsenparallele Schnitt des Graphen von f mit der Ebene E: z = s.

(a) Zeichnen Sie die Niveaulinien NV, von f zu t € {0,2,4} in ein gemeinsames Koordi-
natensystem.

(b) Skizzieren Sie den Graphen von ¢; im Bereich —6 < y < 6.
(c) Bestimmen Sie das globale Minimum von g, in Abhangigkeit von s.
(d) Bestimmen Sie das globale Minimum von f auf R? \ {(8)}

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 25.06.-01.07.) auf folgender Webseite:

e ]
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/ 3 1
£
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Prasenziibungen

Aufgabe P 90. Partielle Ableitungen

Bestimmen Sie fiir die Funktion
1
frR* = R:w e f(2) = f(ar, 2,23, 74) = sin ($1 + 2xy + 5 + Zm)

die partiellen Ableitungen

(@) ful@) . (b) ~2

55 @), () DU ), (d) DI (DO f) (@)

Aufgabe P 91. Taylorpolynom

Sei
f:{(x>eR2 2x+y>0}—>R: (I)Hf(x>:ln 2ty
Y Y Y 3

(a) Bestimmen Sie die Taylorpolynome T} (f, (z), G)) und T3 (f, (;), (}))

(b) SkizzierlentSieldie Graphen von f(ﬁz) Ty (f, (}ii), G)) und
T (f (5 (1)

Aufgabe P 92. Modell: Schmiegquadriken

] A u] !1-.-& 1;["
Sei f:[—m x| X [-m, 7] = R: (y) — cos(z) cos(y). iirs . 'HE
Ein interaktives Modell des Graphen von f finden Sie auf wgit'ﬁ I:-lgn
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05/ I"Igiul'-.-i

(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge von f.
Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung von f und notieren Sie diese in Ihrer Skizze.

(b) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

(c) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f im Punkt P, = (g).

(d) Bestimmen Sie die Schmiegquadrik an f im Punkt P, und eine euklidische Normalform.
(e) Wie ist diese Schmiegquadrik im Modell dargestellt?

Aufgabe P 93. kompakt, beschrankt, abgeschlossen, offen, konvex

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Teilmengen A, B und C' des R? jeweils
abgeschlossen, beschrankt, offen, kompakt bzw. konvex sind:

={() eR?| 2 +y* < 4},
B={() eR| 2+ 4}~ {(}) € R?| 2+ < 1},
={() eR [y =27}
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 89. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen
Betrachten Sie die Abbildung f: R®> — R gegeben durch

f(z,y, z) = arctan(sinh(zyz)),
den Punkt P = (F,Q,O)T und den Vektor v = 1(v/2,1, 1)T. Bestimmen Sie

(a) grad f(z,y,2), (b) 0uf(P), (c) Hf(z,y,2), (d) Hf (P).
Hinweis. Mit der Formel 1 + (sinh(az;))2 = (cosh(ac))2 konnen Sie grad f vereinfachen.

Aufgabe H90. Satz von Taylor in Dimension 2
Es sei a = () € R?. Betrachten Sie die Abbildung f: R? — R gegeben durch

f(z) = sin(xy) sin(xs).
(a) Bestimmen Sie Ty(f,z,a).
(b) Finden Sie eine Abbildung g: R? — R mit Ty(g,z,a) = T,(f,x,a) und g(g) =4.
(c) Bestimmen Sie Ty(f, z,a).
(d) Essei v = (”/2) Schitzen Sie den Fehler
[f(a+v) = Ti(f,a+v,a)

mit Hilfe des Restglieds aus 4.4.12 nach oben ab. Vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem tatsachlichen Fehler.

Aufgabe H91. Modell: Schmiegquadriken
Seien f: [~m, 7] x [=m, 7] = R: (}) = cos(z)cos(y) und P, = T2y, Py = (7).

w/2 w/4
Ein interaktives Modell des Graphen von f finden Sie auf "1531355 1;["
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05/ $ﬂ '--|1 !E
In den Prasenziibungen haben Sie Gradient und Hesse-Matrix von f berechnet. i|'|§ , j
i

(a) Bestimmen Sie jeweils das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f in P und P;.

(b) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung fiir die Tangentialebene an den Graphen von f
in den Punkten P, und Ps.

(c) Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Schmiegquadrik an den Graphen von f in P,
und geben Sie eine euklidische Normalform an. Welche Gestalt hat die Quadrik?

Aufgabe H92. Mengen

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen M; des R? in ein gemeinsames Koordinatensystem
und untersuchen Sie jeweils, ob diese beschrankt, kompakt bzw. konvex sind.

My = {(2) GRZ‘ (e 1P+ -1 <1}, M= (13 x (-1,1),

M; ::{(g)eRQ 2\x!§|y\}, My = M, U M, .
Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 02.07.-08.07.) Eﬂ%‘q 'i'[EI
auf folgender Webseite: il,_,.;'!ﬁ
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/ EEI'E'L i
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Prasenziibungen

Aufgabe P 94. Singulire Hesse-Matrix
Fiir n € N definieren wir die Funktion f,,: R*> — R durch fn( ) =a"+y".

y
Berechnen Sie grad f, (5) und an(z).
Entscheiden Sie dann, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

(a) Der Ursprung (8) ist eine kritische Stelle von f,, genau dann, wenn n = 2.
(b) Falls n = 3 ist die Matrix Hf,, (8) gleich der Nullmatrix.

c) Die Funktion f, besitzt bei (°) ein globales Minimum.
0

(d) Die Funktion f; besitzt bei (J) einen Sattelpunkt.

Aufgabe P 95. Kettenregel

Bestimmen Sie die Jacobimatrix fiir f = f; o f1, jeweils auf zwei Arten, einmal direkt und
einmal unter Verwendung der Kettenregel,

(a) mit fl(;’j) =22+ y? und fo(t) = cost.
(b) mit fi(t) = (%) und fo(%) = (ay.a®.97) .
(c) mit fi (é) = (i:;g) und fo(7) = exp(rs).

Aufgabe P 96. Extrema unter Nebenbedingungen

Berechnen Sie die Extrema der Funktion
f: R?2 5 R: (;j) r—>m2—y2

unter der Nebenbedingung
2?4y =1.
Gehen Sie dazu folgendermaBen vor:

(a) Die Nebenbedingung kann als y> = 1 — 2 geschrieben werden. Ersetzen Sie »? im
Funktionsterm von f und untersuchen Sie die entstehende Funktion in einer Verander-
lichen auf Extrema.

(b) Benutzen Sie die Multiplikatormethode von Lagrange.
(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 93. Kiritische Stellen
Betrachten Sie die Funktion f: R? — R: @) > f(z) = (z* + 9" (x - 3)(y — 3).
(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge und die Vorzeichenverteilung von f.

(b) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f.

Syt — 1292 + a2t =0
Szt — 1223 + ¢ =0

genau zwei reelle Losungen besitzt, namlich (gy”) = (8) und (z) = (g)
(d) Bestimmen Sie den Typ jeder kritischen Stelle.

(c) Finden Sie die kritischen Stellen von f.
Hinweis: Benutzen Sie die Tatsache, dass das Gleichungssystem {

Aufgabe H94. Optimierung
Wir betrachten f: R? — R: (z) — 3zy — 42 und g: R? — R: (;) =y —
(a) Berechnen Sie die Gradienten von f und g¢.
(b) Skizzieren Sie M = {(?) € R?| ¢g(*) = 0,z € [—1, 8]} und die Nullstellenmenge von f.

y y
(c) Finden Sie die kritischen Stellen von f auf M, d.h. die Punkte Cj) € M, die die
Lagrange-Multiplikator-Bedingung erfiillen.

(d) Finden Sie das Minimum und das Maximum von f auf M.

Aufgabe H 95. Extremalstellen

Betrachten Sie die Funktion f: R? — R gegeben durch f@) = 32%y + 42% — 19x.
(a) Berechnen Sie den Gradienten von f.
(b) Finden Sie die kritischen Stellen von f auf R?.

(c) Skizzieren Sie die Menge M := {(Zj) € R? ‘ r20ANzy 21A3y < -3+ 10}.

(d) Finden Sie das Minimum und das Maximum von f auf M.

Aufgabe H 96. Verlauf einer beriihmten Kurve
Betrachten Sie die Funktion f:R* — R: () = f(}) = (z* +4%)* — 2(2* — *) und die

Kurve B ={(}) € R?| f(;) = 0}.
(a) Finden Sie die Schnittpunkte von B mit den Koordinatenachsen und mit dem Ein-
heitskreis.

(b) Berechnen Sie die zugehorigen Tangenten mittels des Gradienten, wo mdglich.
(c) Versuchen Sie mit diesen Informationen eine Skizze der Kurve zu entwerfen.

(d) Esseien Iy = (') und F5 = (;). Uberpriifen Sie, dass jeder Punkt P auf der Kurve
B die folgende Bedingung erfiillt: |Fy, — P|- |F, — P| = 1.

Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 09.07.-15.07.) auf folgender Webseite:

et
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/ 3 ﬂ:
£
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Prasenziibungen

Aufgabe P 97. Parametrisierungen

Skizzieren und parametrisieren Sie die folgenden Kurven.
(a) Einheitskreis, einmal gegen den Uhrzeigersinn umlaufen.
(b) Einheitskreis, dreimal im Uhrzeigersinn umlaufen.

(c) Kreis um den Punkt (}) mit Radius 1, einmal im Uhrzeigersinn umlaufen.

(d) Ein Weg, der den Punkt (;) mit dem Punkt (
zu laufen.

2

:2) verbindet, ohne durch den Ursprung

Aufgabe P 98. Vektorfelder

Bestimmen Sie, welche der folgenden Vektorfelder quellen- bzw. wirbelfrei sind. Entscheiden
Sie auch, welche davon ein Potential besitzen.

@ g(;) =)

(b) 9(;) = (%)

() 9(;) = ().

(d) ) =grad f(z,y,2) mit f(z,y,2) = exp(z? + y* + 2?).
)

(e) — (sin z,cos y, tanz)"

g9(z,y, 2
g9(z,y, 2

Aufgabe P 99. Differentiationsregeln

Es sei D € R™, und es seien f,g: D — R zwei stetig differenzierbare Funktionen mit
Definitionsbereich D. Die Funktion g habe keine Nullstelle in D, weiter sei a ein Punkt im
Inneren von D. AuBerdem sei h: R3 — R3 ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld,
und sei b € R3.

Rechnen Sie folgende Gleichungen nach.

(a) grad(f + g)(a) = grad f(a) + grad g(a)
f _ g(a)grad f(a) — f(a) grad g(a)
() e (£) (0) = T
Ahy(b)
(c) graddiv h(b) — rotrot h(b) = | Ahg(b)
Ahg(b)
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25. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 97. Parametrisierungen
(a) Geben Sie eine Parametrisierung der folgenden blauen Kurve an.

Y

(b) Geben Sie eine Parametrisierung der folgenden blauen Kurve an.

Y

S

(c) Leiten Sie aus dem Bild die Parameter a und b der blauen Kurve S her.
(Die Kurve heiBt archimedische Spirale.)

S:[0,0) - R*: ¢+ (at@st)
atsint

Y

AN
T

(d) Leiten Sie aus dem Bild die Parameter a und n der blauen Kurve R her.
(Die Kurve heiBt Rosette.)

R:[0,7] = R*: tw (a cos(nt) COSt).

acos(nt)sint

Y
%1
x
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25. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 98. Kurvenintegrale
Gegeben ist das Vektorfeld

T x3 cos(zy)
g: R* - R%: zy | = | exp(zs)
T3 T3
und die Kurven K, und K5, die durch
Cy: [0,27] — R?: t— (t, 27rt,O)T,
Cy: [0,27] - Rt (4,2, 4(t —2m))

parametrisiert werden.
(a) Entscheiden Sie, ob das Vektorfeld g wirbelfrei ist.

(b) Berechnen Sie jeweils den Anfangs- und den Endpunkt der durch C} bzw. Cy para-
metrisierten Kurve K1 bzw. K.

(c) Berechnen Sie [, g(z)edu.
(d) Berechnen Sie [, g(x)eda. Stimmt das Ergebnis iiberein mit dem aus[(c)[?

Aufgabe H 99. Kurvenintegral einer reellwertigen Funktion (Pascalsche Schnecke)
Betrachten Sie die Kurve K mit der folgenden Parametrisierung:

2 1
C: [-m, 7] = R?: t— (2cost + )C?St :
(2cost+1)sint

(a) Finden Sie alle t € [—m,x], fiir die der Bildpunkt C(t) auf der x;- bzw. auf der
xo-Achse liegt. Ist die Parametrisierung C' doppelpunktfrei?

(b) Berechnen Sie |C'(1)].
(c) Zeigen Sie, dass die Kurve symmetrisch beziiglich der x;-Achse ist.

(d) Berechnen Sie [, f(s)ds mit f: R* = R: (7!) > z,.

Hinweis: Statt die ubllche Formel 5.4.1 zu verwenden (sieche Bemerkung 5.3.3) kann
man auch die Symmetrie der Kurve ausnutzen.

Aufgabe H 100. Potential

T Tol3y — 1
Gegeben ist das Vektorfeld ¢g: R? — R3: Ty | = | 23— 1
T3 T1T9 — 1

Wir betrachten die Kurven K; und K5, die durch
Cr:[0,1] > R%: s (2t,—t,—1)
Cy: [0,27] — R®: t— ((2cost + 1) cost, (2cost + 1) sint, ¢(t — 27T))T.

parametrisiert werden.
(a) Entscheiden Sie, ob das Vektorfeld g quellen- bzw. wirbelfrei ist.

(b) Besitzt g ein Potential? FaIIsja, finden Sie eines.
(c) Berechnen Sie [, g(z)edz.

(d) Bestimmen Sie fK edz.
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Aufgabe H101. Wirbelfeld
Betrachten Sie fiir a € R das Vektorfeld

wms o) () wre()

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von w,, .
(b) Fiir welches a € R ist das Vektorfeld w, quellen- bzw. wirbelfrei?

Wir setzen nun @ = 1 und schreiben w statt w,. Es sei X der Kreis um (8) mit Radius 1,
einmal gegen den Uhrzeigersinn umlaufen.

(c) Berechnen Sie ¢, w(x)e+dz.
(d) Besitzt das Vektorfeld w ein Potential? Falls ja, finden Sie eines.

[Das Integral in ist gleich einer ganzen Zahl. Das Vektorfeld w ist tatsachlich ein spezielles
Vektorfeld und heiBt Wirbelfeld. Fiir jede Parametrisierung C', deren Bild den Ursprung
nicht enthalt, ist das Integral fcw o dx eine ganze Zahl und hangt nur davon ab, wie oft
die Parametrisierung C' um den Ursprung umlauft. Deshalb wird sie auch Umlaufzahl der
Parametrisierung C' genannt.]

Aufgabe H 102. Quellenfeld
Betrachten Sie fiir ¢ € R das Vektorfeld

s {(o)) 2 () @)

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von g, .
(b) Fiir welches a € R ist das Vektorfeld g, quellen- bzw. wirbelfrei?
Sei K der Einheitskreis (einmal gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen).
(c) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g,, K) von g, langs K in Abhangigkeit von a.
(d) Berechnen Sie den Ausfluss A(g,, i) von g, durch K in Abhangigkeit von a.
Zusatz: Fiir welches a € R besitzt das Vektorfeld g, ein Potential?

Aufgabe H 103. Potential und Kurvenintegral

In Abhéangigkeit von b € R und v € R" sind das Vektorfeld v, und die durch C., parame-
trisierte Kurve K, gegeben:

T 2%1
Vp - Rg —>R3 Ty | — 3$§+$3
T3 1+ 6[1)21’3 + bl’g

C.:[0,9] = R*: t— (2 sint,cos(2t),cost)T :
(a) Finden Sie ein b so, dass v, ein Potential besitzt und berechnen Sie ein Potential.
(b) Finden Sie das kleinstmdgliche (positive) « so, dass die Kurve K, geschlossen ist.

(c) Berechnen Sie/ vi(z)edux.

™

(d) Berechnen Sie/ vo(z) ed .

™

Hinweis: Die ldentititen sin 2t = 2sintcost und cos 2t = 2cos?>t — 1 kdnnten helfen.
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Aufgabe H 104. Harmonische Funktionen

(a) Finden Sie jeweils das groBte Definitionsgebiet D € R? fiir die reellwertigen Funktio-
nen, die durch die folgenden Funktionsterme gegeben sind:

(i) H(Z) = exp(z) sin(y).

(i) L(Z) = In(2? + y?).
(b) Entscheiden Sie, ob die Funktion H aus [(a)] harmonisch ist.
(c) Entscheiden Sie, ob die Funktion L aus [(a)] harmonisch ist.

(d) Verwenden Sie die Parametrisierung C: [—7,7] — R?: ¢ — (<)) des Einheits-

. sint
kreises K, um
1

o | H(s)ds
zu berechnen.
Online-Aufgabe.
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