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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Vereinfachen
Seien n € N, n =22 und a,b € R, a # —b. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke.

a* 4+ 2b(b(b(b + 2a) + 3a?) + 2a®) — b*
a(a? +b(3a+ 1)) — b(a(l — 3b) — b?)

(a) Tyt (c)

6+2
+1_32 1

o 000

sin(%) + 0! (d) /28%(n — 1)+ (VID)i(n - 2)?
Losungshinweise hierzu:
(a)
—(333)# wmmts i+s 05 518 3 3
3 478 _ 1 1649 25 = =10
(b)

8 7 N8 T
(4>+(4>+<3)_4!4!+3!4!+4!3!
/8 1 1
Zz(z+§+§)
7 /8
_Eiﬂ(l_l—i_Q)
4T 7-6-5-4
S30-4-30 3131 3.2-1

(4) 7(r) (2) _ 110 _ o,

=7-5-4=140.

SchlieBlich ist sin(§) + 0! = 1 4+ 1 = 2, daher ist sin(z) + 0! 5

(c)

a* +20(b(b(b + 2a) + 3a*) + 2a*) — b*  a* 4 2b(b(b* + 2ab) + 3a®b) + 4a*b — b*
a(a® +b(3a+1)) —bla(l —3b) —b2)  a(a®+ 3ab+b) — b(a — 3ab — b2)
at + 2b(b® + 2ab* + 3a?b) + 4a®b — b*
a3 + 3a%b + ab — (ab — 3ab? — 1?)
a* + 2b" + 4ab® + 6a*b* + 4a®b — b*
a3 + 3a?b + ab — ab + 3ab? + b3
a* 4+ b* + 4ab® + 6ab* + 4a®b
a3 + 3a?b + 3ab? + b3
at + 4ab + 6a*b* + 4ab® + b*
(a+0)3

B (a+ b)* B
= CEE =a+b.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d)

\/282(n —1)+ \/144(n —2)2 = /22142(n — 1) + 142(n — 2)2
= /142(4(n — 1) + (n — 2)?)
= 14v4n — 4 +n2 — 4n + 4 = 14vV/n2 = 14n.

Aufgabe H 2. Teleskopsummen
Berechnen Sie

(a) 24:35-62”. (b) Z( ) n+1 _\/E(n-]:1)_

n=—4

Berechnen Sie @ fiir n = 143.
Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist 35- 6> = (36 — 1)36" = 36™"! — 36™. Sei a;, = 36"5. Mit Hilfe der Aufgabe
P3 folgt

9
1
Z 35-62" = Z 36" —36™ = 236k_4—36k_5 = ayp—a; = 36°—36"% = 60— —.

68
n=—4 n=—4 k=1

(b) Es ist:

(i) i)

B (n+1)! n+1
CEl(n+1-(1+k)) !k+1 ( )\/E
(n+1)! n+1
S GrDmrioara VR ( i’ )‘/E

() ()

Sei aj, 1= ("Zl)\/E Dann ist

B () g

k=1

und mit Hilfe der Aufgabe P3 (mit s = 1) folgt

é<z)\7k+—+11_\/%<nzl>=an+l (n+1)\/T_(nJlr1)ﬁ
=vVn+1-(n+1).

Fiir n = 143 ist die Summe daher gleich /144 — 144 = 12 — 144 = —132.
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Aufgabe H 3. \Volistindige Induktion mit Produkten

Analog zur Summenschreibweise fiihren wir das Produktsymbol ein: H A; bedeutet, dass man

den Term A; fiir alle ¢ von 1 bis n auswertet und die entstandenen Zahlen zusammenmulti-
pliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:

(a) H 2] +] (m!)2 fur alle m € N mit m = 2.

(b) H (1—7)sin ((2k + 3) 7) = ;2 fir alle n € N mit n 2 3.
k=3

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Zuerst bemerken wir, dass der Ausdruck neben dem Produktsymbol vereinfacht werden
kann: , ,
7 —1 Jj—1 1

P#-27+ G- GG -1)
Wir zeigen die Aussage fiir m = 2: Es ist

2 1 1 2
H]j—l 2.(2—-1) 2 (2

Jj=2

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein m € N mit m = 2 gilt, d.h., es ist

@Wir zeigen die Aussage fiir m + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir

m+1 1 m
jzzj(j—l) m+1szJJ—1
©) 1
B (m+1)m(m!)
1 m+1

T mnm)?2 (m+ D)2
Damit ist die Behauptung fiir alle m € N mit m = 2 bewiesen.

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 3: Es ist

ﬁ3<1%>sin<<2k+;>w>1<3§>sm<<6+;>w>
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@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 3 gilt, d.h., es ist
- 2 1 2
1 — =] si 2 - = —
H( k)“(( o 2)”) n(n—1)
k=3

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

I (-5)((2+5)7)
() (o 0 3) ) T (- 5 (2 5) )

2
k=3
wmn-—1 ( 7T> 2
S Mn+)r+ =) —=2
nt1o (n+ )W+2 n(n —1)
2 us 2

et n " (5) CES(CESV )

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 3 bewiesen.

Alternativ: Man beachtet, dass fiir alle n € N sin (2n7r—i— g) gleich sin (%) =1 ist,
dann beweist man [] (1 — %) = ﬁ durch vollstandige Induktion.
E=3

Aufgabe H 4. \olistindige Induktion mit Ungleichungen

Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:

n! 2"
a) — > fur alle n € N mit n = 2.
(a) 47 (n+2)(n+1) =
n—1
(b) a"—2" 2= Za”_l_ka fir alle n € N und a € R mit a = 3.
k=0

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 2: Es ist

2!
1

2 1
3 3

N | —

22
4.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 2 gilt, d.h., es ist

n! n

1 2t 1)

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

(n+1)! 1 @ (n41)2" " ontl
=—(n+1n! > = > :
4 4 n+2)(n+1) n+2 (n+3)(n+2)
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DA 2n 2 2

= d < 1.
(n+3)(n+2) nt2nt3 " nr3
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 2 bewiesen.

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Wegen a = 3 gilt

a—22>a"2"=1.

Die letzte Ungleichung gilt, wegen

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n—1

a® — on z Z a1 kok.
k=0

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

n n—1 n—1 @
Z an—ka — Za . CLn—l—ka + a02n = azan—l—k2k é " a(an o 271)
k=0 k=0

k=0

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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Aufgabe Hb5. Skizzen von Funktionsgraphen

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.

(@) f:R—R:z > cos(3) (c) h:R—R:z— Lcos(3z)cos(3)
(b) g: R — R: z+— 1 cos(3z)

Hinweis: Eine solche Skizze beinhaltet immer eine Achsenbeschriftung mit Pfeilen und eine
sinnvolle Achsenskalierung. Wir erwarten von Hand gefertigte Skizzen.

Losungshinweise hierzu:

A
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H6. Polynome, Binomischer Lehrsatz

(a) Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von (z* + 2)(2® — 922 + 27z — 27).

(b) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Gleichung x? — 2022 + 5 = 422 + 30.

(c) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Ungleichung (22 4 8z + 16)(42? +4x — 3) < 0.
(d) Zeigen Sie, dass 22'%%* + 322 — 30x + 81 keine reellen Nullstellen besitzt.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach dem Satz vom Nullprodukt geniigt es, die beiden Faktoren getrennt zu untersuchen.
Der zweite Faktor lasst sich mit dem Binomischen Lehrsatz schreiben als

23— 92% + 270 — 27 = (x — 3)°

Wir erhalten also 3 als einzige Nullstelle des ersten Faktors.

Der verbleibende Faktor z* + 1 besitzt hingegen keine reelle Nullstellen: In der Tat gilt
fir z € R stets 2* = 0 und somit 2% +2 = 2 > 0. Somit ist 3 die einzige reelle
Nullstelle von (z* + 2)(2% — 922 + 27z — 27).

(b) Die Gleichung z* —20x2+5 = 422+ 30 ist dquivalent zu der Gleichung z* —242% —25 =
0. Diese Gleichung lasst sich schreiben als (22 —25)(2%+1) = (z—5)(z+5)(2®>+1) = 0.
Der Faktor 22+ 1 hat keine reellen Nullstellen. Daher hat die Gleichung z* — 322 +4 =
322 — 1 nur zwei reelle Lésungen: z = —5 und = = 5.

(c) Esist (2248z+16)(4z*+4x—3) = (z+4)?(2x—1)(2x+3). Firalle z € R ist (z+4)?
nicht-negativ, daher sind die reellen Lésungen der Ungleichung (z+4)%(22z—1)(22+3) <
0 genau die Losungen der Ungleichung (22 — 1)(2x + 3) < 0. Als Lésung erhalten wir
deshalb —2 <z < 1.

(d) Fiir x € R liefert quadratisches Erganzen die Ungleichung

2$1984+3$2—303§+81:21‘1984+3({17—5)2+6§6>0o
—— S/, —

0 0

v
v

Somit besitzt 22198* 4+ 322 — 302 + 81 keine reellen Nullstellen.

Aufgabe H7. Ungleichungen und Beitrige
Bestimmen Sie jeweils die Menge aller reellen Zahlen, die die folgenden Ungleichungen erfiillen:
(@) 2|z —2| <2z —2)
(b) 22— 2x — 2 él
3x2+4r—4~ 3
(c) |22 +2x—3|+1>|z+3|+|x—1]

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 7



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu:

(a) Fir x = 2 ist die Ungleichung nicht erfiillt. Es bleiben noch die folgenden zwei Fille zu
betrachten:

1. Fall: x < 2: In diesem Fall ist |x — 2| =2 — 2 > 0 und daher
2r—2/=-22-2)<s?(z—2) <= 2> = —V2 <z < V2
2. Fall: x > 2: In diesem Fall ist |z — 2| = x — 2 > 0 und daher
=2z —2| = -2(x —2) < 2¥(z — 2) = -2 < 2’

Diese Ungleichung ist immer erfiillt, da 22 > 0 fiir alle 2 € R gilt.

Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle x € R, die —V2<x<
V2 oder x > 2 erfiillen. Also fiir alle z € (—v/2,v/2) U (2,00) ist die Ungleichung
erfillt.

(b) Die Nullstellen von 32 + 4z — 4 sind 21 = 2 und 25 = —2, da 32” + 40 — 4 =

(3x — 2)(x + 2) ist. Fiir diese beiden Punkte ist die linke Seite der Ungleichung nicht
definiert und wir betrachten die iibrigen reellen Zahlen.
1. Fall: x < —2: In diesem Fall gilt (3xz — 2) (z + 2) > 0 und damit

—_—— ——

<0 <0
x2—2x—2 1
322 +4x —4 = 3

A

1
2 —2r—2< §(3x2+4:1:—4)
<— —6xr—6=4r—4
<~ 10z = -2
1
x> 5 > —2.
Deshalb gibt es in diesem Fall keine Losung.
2. Fall: =2 < 2 < %: In diesem Fall gilt (3z —2) (z +2) < 0 und damit
—_—— —
<0 >0
2?2 — 21— 2
3x2 +4x —4

A

1 1
§<:>:1:2—2x—2§§(3x2+4x—4)
— —6r—6=4r—4

< 10z £ -2

1
xS ——.
T="%

Als Losung erhalten wir deshalb —2 < 2 < —1.

1. Fall: > %: In diesem Fall gilt (3z —2) (2 +2) > 0 und damit
w—/

——
>0 >0

ot

x?—2r —2 1 1

T <=t 2025 (3P + 4 —4

P dr_d=3 T 200 de—d)
1

=S ar2—-<

ot
Wl N

In diesem Fall erhalten wir x > %

Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle z € R, die —2 < 2z < —

oder z > 2 erfiillen. Also fiir alle z € (—2, —1] U (2,00) ist die Ungleichung erfiillt.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c) Die Nullstellen von z? + 2z — 3 sind —3 und 1, wobei 2% + 2z — 3 fir -3 <z < 1
negativ ist. Fiir alle anderen z € R ist 22 + 22 — 3 positiv oder gleich Null.
1. Fall: x < —3:
22422 = 3| +1> |z +3|+ |z -1 <= 2> +20 —3+1>—(2+3) — (z— 1)
=420 -2>-—ar-3—2+1
2’ +4x>0
= z(r+4) >0
— (r < —4)V(x>0).
Daher erhalten wir in diesem Fall x < —4.
2. Fall: x = —3:
|22 +22 = 3|+ 1> |z + 3|+ |z -1 <= 0+1>0+| —4| <= 1> 4.
Dies ist ein Widerspruch, also ist die Ungleichung fiir x = —3 nicht erfiillt.
3. Fall: -3 <z<1:
|22+ 20 = 3| +1> 243 +|jz -1 = —(2*+22-3)+1>x+3—(z— 1)
= 2" —2z+3+1>x+3-z+1
= 2> - 22 >0
— —z(x+2)>0
— —2<x<0.

Daher erhalten wir in diesem Fall —2 < 2 < 0.
4. Fall: x =1:

22 4+20 3|+ 1> |z +3|+|jr—1<=0+1>4+0 1> 4.

Dies ist ein Widerspruch, also ist die Ungleichung fiir x = 1 nicht erfiillt.
5 Fall: x > 1:
22 4+20 3|+ 1> |z +3|+|z—1|<=2°+22-3+1>z+3+v—1

P+ 20 —-2>2r+2
=22 —4>0
— (r—-2)(z+2)>0
— (< =2)V(x>2).

Daher erhalten wir in diesem Fall z > 2.

Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle x € R, die z < —4

oder —2 < z < 0 oder x > 2 erfiillen. Also fiir alle z € (—o0,—4) U (—2,0) U (2, 00)
ist die Ungleichung erfiillt.

Aufgabe H8. Mengen
(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen:

My = {(z,y) € R*| |y| > 1}, My :={(z,y) €R* | (x + 1) + (y — 1)> £ 9},
My :={(z,y) e R* |y +2> =3z},  My:={(z,9) eR* | (2® =y SV (y+2> S 1)}.

(b) Skizzieren Sie die Schnittmenge M; N My N M.
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Lésungshinweise hierzu:

(@) M : ly > 1= (y<-1)V(y>1)
Die Menge M, ist R? ohne den Streifen, wobei der Rand y = &1 nicht zu der Menge
gehort.
. 4’ cli G N B W
M, - y+2>-3r<=y>-2-3z

M, ist die graue Halbebene, wobei die Gerade y = —3x — 2 nicht zu der Menge gehort.

Die Menge M3 ist eine Kreisscheibe mit Radius 3 und dem Mittelpunkt (—1, 1), wobei
der Rand Bestandteil der Menge ist.

gl

My : (?—ySl)<=yz2’—1lund (y+22S1) <=y < —a2?+ 1.
Die Menge M, ist die Fliche zwischen die Parabeln 4y = 22 — 1 und y = —2% + 1.
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R
\ 2 +l
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(b) Wir miissen nur die Menge zeichnen, die von jeder der Mengen M;, M, und Ms;

abgedeckt wird.

\
173
\ %2 /
- < - : 7 3 it :
; - y, x|
N\ 5 P
[ .
ST
\“m

Aufgabe H9. Ungleichungen

(a) Fiir welche (7,3, 2) € R? gilt (5z + y® 4+ 22%)2 < 30(2® + ¥ + 24)?

Hinweis: Schwarzsche Ungleichung.
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(b) Zeigen Sie, dass 2zy < (z + y)/zy fiir alle z,y € R} gilt.

(c) Seien y1,ys, ... positive reelle Zahlen und sei puy := + Zjvzl y; fir alle N e N.
Zeigen Sie, dass yn.1(un)N < (uny1)VH fiiralle N € N gilt.

Hinweis: Benutzen Sie die Bernoulli-Ungleichung mit n =N + 1 und = = % —

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Schwarzsche Ungleichung 1.5.11 lautet

(5) =(£9) (52)

fiir beliebige Zahlen a;,b; € R. Einsetzen von n = 3 und a; = 5, ax = 1, ag = 2
sowie by = x, by = y®, by = 2?2 liefert, dass fiir beliebige x,y, 2 € R die Ungleichung

(Gr+y° +2:0)2 < (52 + 12+ 22) (a2 4+ 95 + 24) = 30(2® + ¢° + =)

erfiillt ist. Also gilt die Ungleichung fiir alle (z,y,2) € R3.

(b) Fiir z = 0 oder y = 0 ist die Ungleichung trivial. Fiir z,y € R benutzen wir die
Monotonie des Quadrierens (1.5.7):

20y < (z +y)yay < 42°y° < (z +y)*(ay)
< 4oy < (2% + 2zy +y7)
= 0 < 2% — 22y + o7
«— 0= (v —y)

Da 0 < (z — y)? eine wahre Aussage darstellt, haben wir die Ungleichung bewiesen.

(c) Sei N € N beliebig. Wir betrachten die Bernoullische Ungleichung mit der in dem
Hinweis angegebenen Wahl fiir z und n, um die Ungleichung umzustellen.

N+1
1+ (N +1) (NN+1_1) < (1+NN+1_1)

HN KN
N+1
(N+1) (:u/N+1) _N< (IMN+1>
N O\ AN
(da p, > 0 fiir alle n € N ist) = (N + Dpygr () = N(un)V < (uye)VH
= ()" (N + Dpnver = Npw)) = ()™

N+1
Zy] Z%) /~LN 1) N+1

N+1

[IA

(MN) YN+1 (MN+1>
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Aufgabe H 10. Volistindige Induktion

Zeigen Sie die folgende Aussage mittels vollstandiger Induktion:

n . 27'74 2n
HCOS(Qka‘) = sin( x)‘cos( 7) fir alle n € Ny.
P 27 sin(x)

Hinweis: Dabei diirfen Sie die folgende Gleichung, die fiir alle € R gilt, ohne Beweis benut-
zen: sin(2z) = 2sin(x) cos(z).

\.

Loésungshinweise hierzu:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 0: Es ist

H cos(2Fx) = cos(2°z) = cos(x) =
k=0

sin(z) cos(x) _ sin(2%z) cos(2%x)
sin(z) 20sin(x)

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € Ny gilt, d.h., es ist

- K\ sin(2"x)cos(2"x)
Hcos(? x) 37 sin(z) :

k=0

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir n:

n+1 n

H cos(2x) = cos(2"x) H cos(2F )
k=0 k=0

@ cos(2"+17) Sin(Z”x)' cos(2™x)
27 sin(x)
:sin(2 - 2"x)
27 sin(z)
sin(2"z)
2 - 27 sin(x)
cos(2" ) sin(2" 1 x)
- 2n+1lsin(x)

= cos(2"x)

= cos(2"2)

(x) Mit Hilfe des Hinweises bemerken wir, dass

sin(2z) = 2sin(z) cos(z) <= sin(z) cos(z) = %sin(2x).

Damit ist die Behauptung fiir alle n € Ny bewiesen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H11. Abbildungen
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.
(@) f: R — R*: x> (—3cos(bz),2sin(x))
(b) g R>R:x— —T72°+3
(c) h:[1,2] = [0,51]: 2+ (22— 1)+ 1
(d) u: R? = R?: (z,y) — (32 — y,2z + 2y)
Loésungshinweise hierzu:
(a) fist nicht injektiv, weil (z.B.) f(0) = (=3,0) = f(27).
Weil |cos(x)| = 1 fir alle z € R, gilt (z.B.), dass es keine reelle Zahl = gibt mit
f(x) = (—4,0), und deshalb ist f nicht surjektiv.

Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv sowohl als auch surjektiv ist. Es
folgt damit, dass f nicht bijektiv ist.

(b) Seien x;,z5 € R mit g(x1) = g(x2). Dann gilt

—T72) +3=-Tr5+3 = -T2l =-Ta}

und deshalb ist g injektiv. Sei weiter y € R. Dann gilt, fiir x € R, dass

3
y=-T1"+3 = —==ux

5/3—x
7
sowohl als auch surjektiv ist, ist es auch bijektiv.

Es folgt, dass g( ) =z fiir alle z € R, und deshalb ist g surjektiv. Weil ¢ injektiv

(c) Fir 1 Sz <22 £2gilt 0= (23 — 1) < (23 — 1) und damit wegen der Monotonie
des Quadrierens 1.5.7

h(zy) = (23 =12+ 1< (25— 1)* + 1 = h(zy).

Also ist h injektiv.
h ist nicht surjektiv. Wegen h(2) = 50 < 51 und obiger Uberlegung, gibt es kein
z € [1,2] mit h(z) = 51.
h ist nicht bijektiv, da nicht surjektiv.

(d) Um die Surjektivitat nachzuweisen, sei (a,b) € R? beliebig. Wir miissen zeigen, dass
(z,y) € R? existiert mit u(z,y) = (a,b). D.h. wir suchen eine Lésung des Gleichungs-
systems

3r—y=a
20 +2y =0
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Dazu l6sen wir die erste Gleichung nach y auf und erhalten y = 3z — a. Eingesetzt

ergibt sich
20+
xr =
8
_3b—2a
Y= s

Fiir diese Wahl von (x,y) gilt also u(z,y) = (a,b). Da (a,b) € R? beliebig war, ist u
surjektiv. Fiir die Untersuchung auf Injektivitdt nehmen wir an, dass

u(r1,y1) = u(za, y2) = (a,b) € R?

gilt. Obige Umformung zeigt, dass dann

20+ b
I =
8
_3b—2a
Yy = 3 .
und
20+ b
To =
8
_3b—2a
Yo = 3 .

gelten muss. Also ist ©; = x5 und y; = y; die Abbildung ist also injektiv. Bijektivitat:
Da w injektiv und surjektiv ist, ist u bijektiv.

Aufgabe H12. Abbildungen Il
(a) Finden Sie eine Abbildung f; : R* — R, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.
(b) Finden Sie eine Abbildung fs : Z~{—1} — Q, die injektiv ist. Ist lhr Beispiel surjektiv?
(c) Gegeben seien die Funktionen
f R=RS 2 (z—2) und go :R—=R:x—ar—2 mitaecR.
Bestimmen Sie die Menge der a € R, die f(x) > g,(x) fiir alle x € R erfiillen.
Hinweis: Sei b,c € R. Es gilt 2% + bz + ¢ > 0 fiir alle € R, wenn b? — 4c < 0 ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Abbildung f; : R* — R{ : (z,y) — /2% + y? ist surjektiv aber nicht injektiv.

Esist fi(—z,y) = /22 + y?> = fi(x,y) und damit ist f; nicht injektiv.

Nun zeigen wir, dass f; surjektiv ist. Sei dazu r € R beliebig. Dann gilt fiir jeden Punkt
(x,y) auf dem Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r auch fi(z,y) = 22+ 4% =
Vr2 = r. Damit ist die Abbildung surjektiv.
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(b) Die Abbildung f>:Z ~\ {—1} — Q: z — 5 ist injektiv aber nicht surjektiv.

Zuerst zeigen wir, dass fy injektiv ist. Seien dazu z,y € Z ~ {—1} mit fo(z) = fo(y)
beliebig. Dann gilt z(y + 1) =2y +x =2y +y = y(x + 1) und somit z = y.

Nun zeigen wir, dass fo nicht surjektiv ist. Es gibt z.B. kein x so dass fy(z) = a € Q,

wobei 0 < o < % Um das zu zeigen, nehmen wir an, dass f(z) = -2 = «.

~
Im Fall x < —1:
T 1

1
= < =< x> = 1) <— z > 1.
| « 5 x 2(x+ ) x

Diese Aussage steht im Widerspruch zu x < —1.
Im Fall z > —1:

- <1<:> <1(+1)<:> <1
=« - T —\x i
r+1 2 2

und
=a>0<«<=x>0.

r+1
Also muss x € (0,1) sein. Daher gibt es kein « € Z, so dass f(z) = «.

(c) Fiir alle x € R ist es
(x—2P>ar—2<=a>—dax+4d>ar—2<= 2" — (4+a)r+6>0.
Es gilt 22 — (4 +a)x + 6 > 0 fiir alle z € R, wenn (—(4+a))? —4-6 < 0 ist. Also
(—(4+a))*—4-6 <0< (4+a)* <24
— V24 <4dta< V2
= —4-2V6<a<—4+2V6.
Die Ungleichung f(x) > g,(x) ist fiir beliebig
a€{aeR|—4—-2V6 <a<—4+2V6}

fir alle x € R erfiillt.

Aufgabe H13. Komplexe Zahlenebene
Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.

A:={z2€C| (Re(z+2) —Im(2) 2 3) A (Re(z + 2) —Im(z — 2) =2 3)}

B:={z€C| 3Im(z*) — 3Re(2)* = 2Im(2)* — Re(z%)}

C:={z€C| (4Re(z) + 5Im(z) < 15) A (3Re(z) — 7Im(z) > 22) A (TRe(z) + 2Im(z) < 6)}
D :={z € C| 3|Re(z)| +4|Im(z)| = 5} .
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Lésungshinweise hierzu:

(@) Esist A :={z€C| (Re(z+2) —Im(2) 2 3) A (Re(z + 2) — Im(z — 2) = 3)}. Sei
Re(z) = a und Im(z) =0,
dann Re(z) = a und Im(z) = —b.
Re(z+2) —Im(2) =2a+b=23<b=3—2a.
Re(z—l—Z)—Im(z—2:2a—2623(:)a—b§%@bga—%.
Damit wird die Menge nach unten durch die Gerade b = 3 — 2a und nach oben durch
die Gerade b =a — % begrenzt, dabei ist der Rand der Flache auch ein Teil der Menge.

—r }- qp S ol 'Tf SIBERRRT
= /Al za
- ERNT T T T A7 %
e B T \\ / ;,f Ay i
T Apie: /1‘%“?} AT
— A i ,L,‘:I-' F gl Lol I
PN LT
e /. JJAI i 4'— - _— —
1 NI 4 N
¥ \@//¢/7A®
% \ 'Y, I-'-’]/
\ 1)1/
[ LW/
{ e
| i 2] i
(b) Esist B := {z € C| 2Im(z*) — 3Re(z)* = 2Im(2)? — Re(z?)}. Sei Re(z) = a und

Im(z) =0,

dann 22 = (a + bi)? = (a® — b?) + 2abi & Re(2?) = (a* — b*) und Im(2?) = 2ab.

5ab — 3a* = 2b* — a® + b? & 5ab — 3a® = 3b? — a® & 3b* — S5ab+2a® =0

D = 250> —24a* = a® & b =22 — g und b = %% = 20 = 2q. Damit ist die
Menge die Geraden b =a und b = %a.

o
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- B S 44

5

N
AR

=%

NI

Pl 0 S O
7

P
7

(c) Sei Re(z) =a und Im(z) = b.
4a+5b <15 b<3—z1a
3a—Thb>2eb<2a—2
7a+2b<6<:>b<3—%a

Damit wird die Menge nach oben durch die Geraden b = 2a — 2 und b = 3 — La

begrenzt,
mit der Spitze in (1.564, —2.473). Dabei ist der Rand der Flache kein Teil der Menge.
= \
)
~d 0
o
VAN
| \ N = ,"'
| 51": T Yle -’q‘ i
\ e ER g
A | 0 v 5~ —~ )
JEiEaRaSaRgL
) PN
) \ = B

¥ ateld 8

| | et ,"‘L' v ] N a [
- \ v -
2 o ]/ l/: :\3 '
TE - B el
1T &= 312 q
1 v 7;_,& : K

Lo @ s

== ‘|{ ‘—.T/ /\/: ~ Y 1 [z I 0

(d) Esist D := {z € C| 3|Re(z)| +4|Im(z)| Z5}. Sei Re(z) = a und Im(z) = b. Es
sind vier Falle zu unterscheiden.
Fall a>0,0>0:3a+4b 25« b= 02
Fall a>0,0<0:3a—4b 25« b< e
Fall a<0,0>0: —3a+4b2 5 b2 B3
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Fall a<0,0<0: —3a—4b2 5 b < 225

Damit wird die Menge nach oben durch die Geraden b = @ und b = @
begrenzt, sowie nach unten durch die Geraden b = @ und b = @, die Spitzen
sind (2,0), (0,2), (—32,0) und (0,—32). Dabei ist der Rand der Fliche auch ein Teil
der Menge.

% i | L1 T
+— : } il =
t B AP ¥ o e
* i l{/ v o [ L --//&Z — — 1] 7/‘ A
ERRZEZeZ 4P AP N h T P
r 7 ' i a4 ] p—
/ 4/ ! /‘;///7 —P u ‘; /// // |~
| A e araP = E P =N
. e - g =
‘ L 1T = I 13
'i T { ~— /——"7 ‘-’_ﬁ ﬂ‘/
4 1 =~
I ,// L.-r// 2 ]
= 4=

Aufgabe H 14. Komplexe Zahlen
(a) Seia,b € R. Zeigen Sie Re((a+bi)*) = a*—6a*0?+b* und Im((a+bi)*) = 4ab(a®—1?).

(b) Skizzieren Sie z = 1 ++/3i, z* und (2)* in der komplexen Zahlenebene. Wie ist das
Verhiltnis zwischen (2)* und 2*?

(c) Berechnen Sie den euklidischen Abstand zwischen z und 0 und zwischen z* und 0.

(d) Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen den folgenden Strecken 0A und 0B:
(i) A=z, B=1 (i) A=2* B=1 (i) A=2* B=(2)1*

Geben Sie diese Winkel sowohl im BogenmaB als auch im GradmaB an.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Esist

(a+bi)* = (a® + 2abi — b*)?
= a* + 2a°bi — a®b® + 2abi — 4a2V? — 2ab%i — a®b® — 2ab’i + b*
= a* — 6a%V” 4+ b* + 4a3bi — 4ab®i.

Alternativ benutzen wir den Binomischen Lehrsatz:
(a+ bi)* = a* + 4a®bi + 6a°b*° + 4a’bi + bYi* = a* — 6a°b* + b* + 4a’bi — 4a’bi.

Daher ist Re((a + bi)*) = a* — 6a?b* + b* und Im((a + bi)*) = 4ab(a® — b?).

(b) Esist
Re(z") = 1" —6-13(V3)* + (V3)'=1-6-3+3% = -8

und

Im(z%) = 4 1v3(12 = V3") = 4v/3 - (—2) = —8V/3.

Ahnlich ist es
Re(z!) = Re((1 — v3i)") =1 = 6- 12(—V3)2 + (—V3) =1 -6-3+ 3% = -8

und

Tm(z*) =4-1- —V3(1% = (=V3)?) = —4V3 - (=2) = 8V/3.

Wir stellen fest, dass (2)* = —8 4 8v/3i = —8 — 8/3i = 24 ist.
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(c) Nach Pythagoras ist den euklidischen Abstand zwischen z und 0 gleich

V/(Re(2))? + (Im(2))2 = /12 + (V3)? = V4 = 2.

Ebenfalls ist den euklidischen Abstand zwischen z* und 0 gleich

VRGN + (m(z)? = 1/ (—8)? + (~8v3)? = \/3(1 + 3) = 8V = 16.

Anmerkung: Der Abstand zu 0 ist der Betrag der komplexen Zahl und |21 = 16 = 2* =
|2[*.
(d) Wir kénnen einfache Trigonometrie verwenden.
(i) Sei ¥ der zu berechnende Winkel. Die Ankathete von den Winkel ist Re(z) = 1 und
die Gegenkathete ist Im(z) = /3. Daher ist tan(1)) = @ Also ¥ = tan~'(v/3) =
7 =60°.
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(ii) Der zu berechnende Winkel ist m (oder 180) plus der Winkel ¥ zwischen den
Strecken von 0 bis 2% und von 0 bis —1. Die Ankathete von o ist |Re(z%)| =

| — 8| = 8 und die Gegenkathete ist |Im(z*)] = | — 8v/3| = 8v/3. Daher ist
tan(d) = %g. Also ¥ = tan~'(v/3) = Z = 60° und der zu berechnende Winkel
ist 4% = 240°.

Anmerkung: Dieser Winkel ist das Argument der komplexen Zahlen 2* und arg(z?) =
i =4darg(z).
(iii) Aus der Skizze ist ersichtlich, dass der Winkel das Doppelte des in Teil (ii) gefun-

denen Winkels ¢ ist. Daher ist der zu berechnende Winkel %’r im BogenmaB oder
120° im GradmaB.
Anmerkung: ¢ = 2 = 2arg(z) = arg(z) + arg(2).

Frischhaltebox ~

Aufgabe H 15. Elementares Rechnen ohne Taschenrechner
Vereinfachen Sie:

207 — 8al + 17a® — 28a* + 3202 — 2002 + 5«
at —4a? — 4o+ 1 + 602

— (2a° +5).

Wir erwarten nicht nur die Losung als a(b + ¢), sondern auch vollstandige Berechnungen.

Lésungshinweise hierzu:

2a" — 8ab + 17a° — 28a* + 3202 — 200? + S«
a* —4a3 — 4o+ 1 + 602
_ 22" —8a% +17a° — 280 4 320 — 200 + 5
N ot —4a? — da + 1 + 602 +
—2a” 4+ 8a% — 12a° + 8a* — 202 — 5a* + 200 — 30a? + 20a — 5
at —4a3 — 4o + 1 + 602
_5a” — 250 4 500 — 500% + 2500 — 5
N ot —4a3 — 4o + 1 + 602
5(a® — 5a* +10a® — 10a? + ba — 1)
ot — 403 — 4o+ 1+ 602
5(ac — 1)°
= (<a_—1)>4 =5(a —1).

— (2a® +5)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 16. Polarkoordinaten

Seien ' V3 i

z17=—1—1 und 2y =

Berechnen Sie jeweils die Polarkoordinatendarstellung der folgenden komplexen Zahlen und
zeichnen Sie diese Zahlen in die komplexen Zahlenebene ein.

(@ = (c) = (e) ~

(b) 2 (d) 212 (f) 2°

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zuerst

z1] = V(Rez1 )2 + (Im21)2 = /(=12 + (- 1)? = V2

und nach 1.8.1 gilt damit

21:—1—i—f<

% \/_) V2(cos(ip1) +isin(e1))

fir ein ¢y € [0,27). Durch Betrachtung der Werte der Funktionen cos und sin finden

wir, dass 1 = 5—” sein muss.

(b) Wir gehen genau wie in Teil (a) vor. Es gilt
2
V3 1\°
g —_— —_— g 1

3 —1
22:1-<§+17>:1-<cos<¢2>+ism<soz>> fir o0 =~

und damit

(c) Mit den Rechenregeln aus 1.8.2 gilt

= |21 (cos(3¢1) + isin(3p1)) = (V2)? ( (1?7”) +isin (%f)) _

a6 (5) 10 ()

(d) Wir benutzen wieder 1.8.2 und erhalten

21 - 2 = |21]]22(cos(p1 + @2) +isin(pr + 2)) =

(5 -5) (5 7)-
oo () e ()
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(e) Esgilt
_ ;?QP = L (cos(ipa) + isin(ps)) = 1- (cos (1%) +isin (%”)) |

| 22|

-

(f) Es gilt

440 440
2" = |22l (cos(40p2) + isin(40¢2)) = cos ( _aﬂ) e ( 6W> B

B 2207 s 2207 B 47 s A7
= COoS 3 isin 3 = CoS 3 isin 5 )

H?v Ty 1 | -\L 1 I 1 I 1 !
‘1366 = (’ Q
{ e S j ‘ S ‘/i E 3 ) : 0 {
T LA L O NN ] e 7
=05 & =
" + -0k
-—
a [ N
a = N
C
I T

Aufgabe H 17. Polarkoordinaten und komplexe Wurzeln
Stellen Sie die nachfolgenden komplexen Zahlen z in Polarkoordinaten dar und bestimmen Sie
jeweils alle komplexen Losungen der Gleichung w? = 2.
(a) z = 2i, (b) z=1-4,
(c) 2= (V3+i)(vV3—1), (d)z=cos(v2m)+1isin(—v27).
Lésungshinweise hierzu:
(a) Wie in der vorherigen Aufgabe berechnen wir

|z| = V02422 =2
und erhalten damit
2=21=2(0+1i-1)=2(cos(p) +1isin(p)) fir ¢= g

Nach 1.8.4 sind die 3-ten komplexen Wurzeln von 2z dann gegeben durch

w, = %(cos(z + l2?7r) "‘iSin(% - lz%)) far 1€{0,1,2};

6

oder
Wy = \3/5(008(%) + 1sm(%)) (1)
wy = \3/5(608(5%) + 1sm(5§)) (2)
wy = \/5(008(3?71-) + 1sm(3§)) (3)
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(b)

(d)

Es gilt
2l = V(1?2 + (-1)2 = V2
und damit
-1 . . i
2=12 (E - 13) = V/2(cos(p) +isin(p)) fir o= R
Damit gilt
w; = \/5((308(% + Z%T) + ism(7—2 + ZQ?W)) fuir 1€{0,1,2}
oder
6 7T T
wy = \/i(cos(ﬁ) + 15111(5)) (4)
wy = %(COS(%) + 1sm(¥)) (5)
6 23T 23T
wy = \/i(cos(ﬁ) + 1sm(ﬁ)) (6)
Es gilt
2=(WV3+1)(V3—1)=(V3)?-()’=3—(~1)=4
und damit offenbar |z| =4 bzw.
z=4(1+1-0) =4(cos(p) +isin(p)) fir ¢ =0.
Die 3-ten komplexen Wurzeln von z sind daher
w; = \R’/ZL(COS(Z%T) —|—isin(l2§)) fur 1€{0,1,2};
oder
wo = \S/Z(COS(O) +isin(0) = V4 (7)
wy = \3/4_1(003(2%) + isin(%)) (8)
wy = ﬂ(cos(%r) + isin(%)) 9)
Es gilt
z = cos(V/2m) — isin(v2r) = cos(—v/2r) + isin(—v/27)
~1. (cos((z — V2)m) +isin((2 — \/i)m)
und damit
w; = 005(% + lzg) + isin(% + Z%T) fir 1€ {0,1,2};
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oder
Wy = (:os((2 _?:/5)%) + isin((2 _g/ﬁ)ﬁ)
wy = cos( 1 _3\/5)7) + isin((4 _3\/§)F)
We = cos((6 _g/ﬁ)ﬂ) +isin(( _g/ﬁ)ﬂ)

Aufgabe H 18. Polynomdivision

Verwenden Sie Polynomdivision mit Rest, um fiir die nachfolgenden Polynome f(X') und g(X)
jeweils Polynome p(X) und 7(X) mit f(X) = p(X)g(X)+r(X) zu bestimmen, wobei r(X)

kleineren Grad besitzt als g(X).

(@) f(X)=XT—30X%+4X®+3X2—90X + 12 und g(X) = X + 3;

(b) f(X)=X"-5und g(X)=X3-2;

(€) f(X) = 15X7 + 10X% — 5X5 + 12X* — 3X3 + 12X2 — 36X + 23 und g(X) =

5X* —6X +3;

(d) f(X) = X? — 6X7 — 5X6 — 6X° — 5X* + X3 — 6X2 — 56X — 54 und g(X) =

X0+ X%+ X2 +38.

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Wir berechnen:
(X7 —30X% +4X° +3X? —90X +12) + (X°+3) = X? - 30X +4

- X" - 3X?
—30X6 4+ 4X5° — 90X
30X° +90X
4X5 +12
—4X° — 12

0
Die gesuchten Polynome sind somit p(X) = X% — 30X + 4 und r(X) =0.

(b) Wir berechnen:

4X —
X7 C5) s (XP-2) = Xt ax 4 D
- X7 42x¢ X7 =2
2X1
— X4 44X

4X -5
Die gesuchten Polynome sind somit p(X) = X* +2X und r(X) =4X — 5.

(c) Wir berechnen:

15X7 +10X° —5X° +12X* —3X® +12X? —36X +23 = (5X* —6X +3) (3X*+2X2 - X +6) +3X +5

—15X7 +18X4 —9x3
10X —5X° +30X% —12X° +12X2
—10X6 +12X3 —6X?
—5X° +30X* +6X2 —36X
5X° —6X? 43X
30X4 — 33X +23
—30Xx* +36X —18

3X +5
Die gesuchten Polynome sind somit p(X) = 3X?+2X? — X +6 und r(X) = 3X + 5.

(d) Wir berechnen:

X9 —6X7 —5X% —6X° —5X' + X% —6X% —56X —54 = (XC+ X1+ X2+8) (XP-T7X-5) - X214

- X9 —XT - X5 —8X3
—7X7 —5X6 —7X® —5X* —7X? —6X% — 56X
X7 +7X° +7X3 + 56X
—5X6 —5X* —6X? — 54
5X6 +5X14 +5X2 +40

- X2 —14

Die gesuchten Polynome sind somit p(X) = X? —7X —5 und 7(X) = —X? — 14.

Aufgabe H 19. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen jeweils auf Monotonie und Beschrénktheit.
Bestimmen Sie gegebenenfalls eine obere Schranke, eine untere Schranke bzw. beides.

(@) a, = n;f () an =1+ (_z)n
(b) a, = ncos(mw(n+1)) (d) a, = cos <%> sin (%) .
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Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt a, = %2 = 4+ 2 und wegen > >
fallend.
Weiter gilt 0 <
(a

i) +1 fir alle n € N ist (a,)neny monoton

< 3 fir alle n € N. Damit ist 5 eine untere und 2 eine obere

N =

Schranke von
(b) Es gilt

e

1 firn=2k—-1
cos (w(n +1)) = {—1 fir n = 2k

Wir betrachten nun die zwei Teilfolgen

(a2k—1)ken = (2k + ey und  (a2i)keny = (—2k)ken-

Die erste Teilfolge ist monoton wachsend und nach oben nicht beschrankt, die zweite
Teilfolge ist monoton fallend und nach unten nicht beschrankt. Damit ist (a,),en weder
monoton noch beschrankt.

(c) Esgilt
la,| <1+ (Z) S1+1"=2.

Damit ist die Folge (a,)nen nach oben un nach unten beschrankt durch 2 bzw. —2.

Weiter gilt a, =1 — (%)n < 1 fiir ungerade n € N und a, =1+ (%)n > 1 fiir gerade

n € N. Damit ist die Folge (a,)nen nicht monoton.

(d) Es gilt cos (%) = \/75 und daher

V3 V3
la,| = — - |sin (—)’ < —.
2 2 2
Damit ist die (a,)nen nach oben un nach unten beschrankt durch ‘/7?: bzw. —‘/73.
Weiter gilt
V3 )
5 fir n =4k +1 1 firn =4k +1
= V3 wegen  sin <@> =< -1 firn=4k+3
MY -0 firn=4k+3 0 2 )~ urn = '
2 0 fiirn = 21
0 fir n = 21

Damit ist die Folge (a,)nen nicht monoton.

s

Frischhaltebox ~

Aufgabe H 20. Komplexe Zahlenebene
Skizzieren Sie die folgende Menge in der komplexen Zahlenebene:

A::{ZEC

<(2Re( ) +3Im(2) £4) A (2Re(2) —3Im(2) £ 4) A (Re(z) = —1)) }
V (Re(2)? +Im(2)? = 9)
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Losungshinweise hierzu:
Die Menge konnen wir alternativ schreiben als

A:{a+ibecc( ((2a+3b§4) A (2a—3b<4) A (@—1)) v (a2+b2:9)}
:{a+ib€(C‘ (b<4-20) A B23a—1) A (@2-1) v (@+12=9)}

Damit ist die Menge ein Abspielsymbol. Genauer ist Sie in Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt
in (0,0) und ein Dreieck mit den Spitzen in (—1,2),(—1,—2) und (2,0).

| < | =N |
T om\P/
/N
) N
AR N\
[TV
& l—h 4 4 T a
X Vil i ' ald)
] 7
A /J
N
\
.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie, falls
moglich, eine obere bzw. untere Schranke an.

(@) (n(cos(5m(2n = 5)))") en
Losungshinweise hierzu: Wir nutzen die 27-Periodizitdt cos(z + 27k) = cos(z) fiir
k € Z, um die Folge besser zu verstehen. Es ist

cos (gﬂ(Qn - g)) = cos(3mn — 27)) = cos(3mn)

cos(67rk) fur n = 2k
coS 67Tk:+27r+7r) firm=2k+1

(
cos(O) =1 fir n = 2k
cos(7r) =-1 firn=2k+1

Insgesamt ist

3 4\" 1 fir n = 2k
o8 (5”(2”’ N 5)) B {—1 fiirn=2k+1
Also ist (ap)n, = (n(—=1)"),.
Die Folge ist nicht monoton, da sie zwischen positiven und negativen Zahlen hin und
her springt. Sauberer notiert: ag, = 2k > —(2k+1) = agxs1 und ager1 = —(2k+1) <
2k +2= agk1-2 -

Die Folge ist nach unten und oben unbeschrankt, denn ag, 1 = —2k — 1 — —oo fiir
k — oo, wahrend ag, = 2k — 400 fir k£ — o0.

(b) (v/19(n +5) —V19n),

Losungshinweise hierzu: Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im
Skript zu finden ist, bei der wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel
verwenden zu kdnnen.

(v/19(n +5) — v191) (1/19(n + 5) + v/19n)
V19(n +5) ++/19n
B 19-5
V190 +5) + V190
- 19-5
V19((n+1) +5) + /19(n + 1)
wobei wir verwendet haben, dass ein Bruch kleiner wird, wenn wir bei gleichem Zahler
den Nenner vergroBern. Unsere Folge ist also monoton fallend. Somit erhalten wir sofort

5-4/19
V6+1

an =/19(n +5) — V19n =

- an+1 )

die obere Schranke a; = . AuBerdem ist a, > 0 und somit 0 eine untere

Schranke.
(C) (W - \?/_ - 8)n€N
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Lésungshinweise hierzu: Es ist a, = Vn?> — yn —8 = J/n(Yn—1) —8 <
vn -+ 1(\3/71 +1-— 1) — 8 = a,41, wobei wir die Monotonie der Wurzelfunktion nut-
zen. Die Folge wachst also monoton. Somit ist eine untere Schranke a; = —8. Wegen

ap =Vn?—Yn—8=Yn(¥Yn—1)—8= Yn fiir n 264 und wegen ¢/n — oo gilt

a, — 00. Es existiert also keine obere Schranke.
(d) (Ge(sin(3(2n—1)))"), ey

Lésungshinweise hierzu: Wir gehen vor wie in (a).

sin(Z(2n — 1)) =sin(mn — Z

) B sin(?wk’ + 3—”) fir n = 2k

B sin(27rk+7r—£) firm=2k+1
B {sin(?’—”) =—1 firn=2k
- | sin(

2
%):1 firm=2k+1

Also ist (ay), = (#)n welche wegen a, = # > ﬁ = a,y1 ebenfalls monoton

fallend und dariiberhinaus positiv ist. Wir erhalten die obere Schranke a; = 1 und die
untere Schranke 0.

Aufgabe H 22. Haiufungspunkte

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Haufungspunkte. Geben Sie jeweils zu jedem Haufungs-
punkt eine gegen diesen konvergierende oder bestimmt divergierende Teilfolge an.

(@) (V25(n+7)—vn),

Losungshinweise hierzu: Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im
Skript zu finden ist, bei der wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel
verwenden zu konnen.

V25(n+7) —v/n)(v/25(n +7) + /n)
V25(n+T7) +v/n

24n +25-7

N V25(n+7)+/n

- 24n +25-7
V25(n+7)+vn+T7

_ Un+25-7
Vit T(V25+1)

_ 24(n+T)

6V T

=4Vn+7— +o0 (n — o0)

an =25(n+7)—/n= (

Damit ist die Folge divergent gegen 400, es liegt ein Haufungspunkt +oo vor.
(b) (6sin(Zn)(5n+3))
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Loésungshinweise hierzu: Wir erhalten die Teilfolgen
(i) (am+1)ien, =(6(200 + 8))ZGNO, divergent mit uneigentlichem Grenzwert +o0.
(i1) (agrs)ien, =( —6(200 + 18))16N0, divergent mit uneigentlichem Grenzwert —oo.
(iii) (a2k)ren :(O)keN konvergent mit Grenzwert 0.
Somit sind die Haufungspunkte gegeben durch —oo, 0 und +o00.
(c) (Im((1+1i)~)2-"/2)

neN

Lésungshinweise hierzu: Esist (14+i)” = (v/2)"(cos(3n)+isin(3n)). Also ist Im(1+

(
i)" =22 sin(Fn). Somit ist (a,), = (sin(§n)) . Wir erhalten folgende Teilfolgen.

(1) (ask+1)ken, = (‘/75);.C konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert ‘/75

(i1) (asks2)ren, = (1)g, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 1.

(i) (askr3)ren, = (52)k, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert g
(iv) (ask+4)ken, = (0)x, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.

(v) (askts)ren, = (—?)k, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —\/75.
(vi) (askie)ren, = (—1)k, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —1.
(vii) (ask+7)ken, (—@)k konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —‘/75.

(viii) (ask+s)ken, = (0)k, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.

Somit sind die Haufungspunkte gegeben durch —1, —7, 0, =, 1.

Aufgabe H 23. c-Kriterium

Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie
jeweils speziell fir ¢ = 107'% ein n. € N an mit |a, — a| < ¢ fiir alle n = n..

n® — 27

(a) a, = 299 (ﬁ)k (b) an=—23

Hinweis: Benutzen Sie das Resultat aus der Frischhaltebox!

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es ist nach der geometrischen Summenformel

1 99

1 n+1 1 n
1— | — 100 — [ —
/1" (100) (100) 1\"
n =99 — ) =99 =99. =100 — (— | .
=3 (i3) (i)
- 100

Damit ist lim,,_,,, a,, = 100. Es ist

!
la, —100] <107® & 107 <107"® < 2n>18«< n>09.

Also wahlen wir zum Beispiel n. = 10.
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(b) Esist

Damit ist lim,, o @, = %. Es ist

! 27 127 3
1 —18 i 1 —18 3_.1 18:_.1 6'
0 & e < 10 &S on > 3 0 5 0

Da % < 2, ist zum Beispiel n, = 2000000 eine geeignete Wahl.

1
Ay — =

8

Aufgabe H 24. Konvergenz und Haufungspunkte

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert. Bestimmen Sie zudem jeweils alle Haufungspunkte, sowie den Limes superior
und den Limes inferior der Folgen.

(@) an 36n° — 9 (c) a, =Re (2_” <—1 — 1\/§)n)

T 24n? + 12v/n
n cos(n — - w
(6) 0 = (1§ 21 4 <L) @ w=3 %

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Fir n e N gilt

36n% — 9 _(6n\/_—3)(6n\/ﬁ+3)_6”\/_—3_3<2n_

Tt 12vm | 4ymlnyn+3) | 4yn 4

wobei die letzte Ungleichung aus

1
2nyn — 1> 2nyn —nyvn=nyn — 2n—7>n
n

folgt. Die Folge (%n)neN ist bestimmt divergent gegen +oc. Da nun a, > %n fir alle
n € N gilt, ist auch (a,)nen bestimmt divergent gegen +oo (also lim a, = 4+00) und

n—oo
es gilt lim a, = lim a, = +0.
n—oo n—oo0

(b) Wir kdnnen die Folgenglieder schreiben als

2 1\"
a, = (—1)" ,"/3—3 + COZ(”) — (—§> Vavm+ Sy 4

n
mit b, = (—%)n \”/5{‘/5 und ¢, = %(") Wir untersuchen nun separat die Folgen

(bn)nen und (¢,)nen auf Konvergenz.

Da ‘—%‘ < 1, folgt mit Beispiel 1.5.8.1, dass lim (—%)n = 0. Mit Beispiel 1.5.7

n—oo
erhalten wir zudem lim /2 = 1 und aus Beispiel 1.5.10 schlieBlich lim /n = 1. Mit
n—oo n—oo
den Grenzwertsatzen 1.5.3 folgt somit insgesamt lim b, = 0.
n—oo
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(c)

(d)

Betrachten wir nun (¢, )nen. Wir erhalten wegen —1 < cos(n) < 1 fiir alle n € N die
Abschatzung

1 < cos(n) < l
n - n -n
Da lim —1 = lim 1 =0, folgt mit dem Sandwichsatz 1.5.6, dass lim COSTE") =0.

Mit den Grenzwertsdtzen 1.5.3 folgt damit schlieBlich

lim a, = lim b, + lim ¢, =0+ 0= 0.

n—oo n—oo n—00

Somit ist (a,)nen konvergent und es folgt mit Satz 1.6.10 lim a, = lim a, = 0.
n—o0 n—00

Wegen 27" (—1 — 1\/§)n = (—1 — 1‘/7?;)” = Cos (4“”) + 1 sin (47) konnen die Fol-
genglieder geschrieben werden als a,, = Re (cos (4””) +1 sin (4””)) cos (4””)
kon

Wir finden Teilfolgen so, dass der Cosinus-Term in jeder Teilfolge stant bleibt:

asp = cos (47k) = 1, age1 = cos (4mk + ) = —1,
agpq2 = cos (47k + 5F) = —1.

Jedes Folgenglied von (a,,),en ist durch ein Glied einer der konstanten Teilfolgen (as)en,
(a3k+1)ken, (a3k12)ken abgedeckt. Die Haufungspunkte sind genau die Grenzwerte die-
ser Teilfolgen, also 1 und —%.

Es gilt somit lim a, = —% und lim a, = 1. Da die Folge (a,)nen mehr als einen

n—o00 n—0o0

Haufungspunkt besitzt, ist sie nach Satz 1.6.10 divergent.

Wir schreiben die Folgenglieder als
w=3 —m——=2\3) 23
k=0 k=0 k=0
Da }§| < 1 und ‘—%‘ < 1, folgt mit dem Beispiel der geometrischen Reihe 2.8.4

n

2\" & 72\ 1 5
1. — e — e = —
nirilokz:% (5) 2 (5) 1-2 3

k=0
" N\ & 1\" 1 5
limZ(——) zz(__) __L 5
n—)ookzo 5 =0 5 1+5 6

Mit den Grenzwertsédtzen 1.5.3 fiir Folgen erhalten wir insgesamt
2k + 5 5 5
i > 5 JEEOZ() J:H;OZ<—-) “376 2

Mit Satz 1.6.10 folgt damit lim a, = lim a, = 2

3
n—oo n—o00
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Teleskopsummen

n

(a) Zeigen Sie, dass (1 —q) Y. ¢* = q— ¢*** fiir alle n € N und alle ¢ € R gilt.
k=1

15
(b) Berechnen Sie ) (%)k
k=0

Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei n € N beliebig. Dann gilt

n

Q=) " ==> dla-1D)==> (" =) =-("" —q)=q—¢""
k=1 k=1 k=1

und somit folgt die Behauptung. Schritt () ergibt sich direkt aus dem Ergebnis in P2(b)
auf Blatt 1 oder aus der vollstandigen Induktion:

1
Wir zeigen die Aussage fir n =1: Y (¢*™ —¢*) =¢* —qg=¢""' — ¢.
k=1
n

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., esist > ((]"3Jrl — qk) =

k=1
qn+1 —q.
@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

g:l (qk+1 _ qk) — gty zn: (qk+1 _ qk:) @ g — gt g gt
k=1

q q
k=1

_ q(n+1)+1 —q.
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

(b) Damit bekommen wir (fiir ¢ = 2)
15

2 (3 -2 (@) (DR -

k=1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 26. Teleskopreihen

(a) Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte:

R 1 R 1

i ii

(),;(kﬂ)ﬂm\/mf ();k(k+1)(k+2)

(b) Sei (f)nen die FlbonaCC| Folge mit fo = fi =1 und fri1 = fi + fr_1 firalle k € N.
_ 1 fe 1
Zeigen Sie, dass Zm 1 gilt. Hinweis: Fofor f_ka—lfk+1'
Loésungshinweise hierzu:
(@) (i) Esgilt
1 B 1 (k+1)Vk —kvVEk +1
k+DOVE+kvVE+1  (k+1VEk+kvE+1 (k+D)VE—kVE+1
C(k+WWVE—kVE+ 1T
(k4 12k — k2(k+ 1)
Ck+OWVE—kVE+ T
B k(k+1)
VE VEFI
ok k+1
1 _ 1
VE  VE+1
und daher
f: L = lim L — ! =1
—(k+1VEk+kvVE+T o1 Va1
(ii) Es gilt

1
k(k+1)(k +2)

1 I 1
(E‘kﬂ) k+2 k(k+2) (k+1)(k+2)
1(k+2) C(k+2)=(k+1)
2
1
2
1
2

k(k + 2) (k+1)(k+2)
(b-r2) (1 -73)
(i-

k
1 1 L1
ko k+1 k—|—2 kE+1

und daher

1 1 I 1 1 n 1 1 1

im |- — — =—.

kk+1)(k+2) 2n—soo\1 n+1 n+2 1+1 4
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(b) Es gilt
L Ir Ll = U S |
Jerfern foififomr fomifofor fomife fefen

und daher

1.

1
= lim = lim 1 —

— 1 1 1
;fk—lfk—i—l noeo fiofi o fafort moee fafur

Letzteres Gleicheitszeichen gilt, da 0 < ﬁ < # fiir alle hinreichend groBen n € N
und wegen des Sandwichsatzes.

Aufgabe H 27. Geometrische Reihe

Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte, wobei z > 0 gilt:
L (1)¢ (e —2)" = 1
- b - -
@ 3 (5) 3 (5) © 2 mrar

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

> /1\F SR /1N T 1A/ 1\ 11 1
>(5) =2(5) =32() “simm e

n=3

(b) Wegen z > 0 gilt |z — 2|> — |z + 2| = —4x < 0 und somit ‘;—;g‘ < 1. Daher folgt

i(az—Q)k_ 1 42 z+2
c~\z+2 1-22 2+2—(z-2) 4

(c) Zuerst beobachten wir, dass

ot

1 {ik fiir k gerade

(=1)F +4)k B & fiir k ungerade

w

gilt. Damit konnen wir die n-the Partialsumme aufteilen und erhalten fiir gerades n € N

n n n

n_]
1 2/ 1\" 122 /1\*
32k+1—z<g) +§;(§)

n 271
k=0 k=0 k=0

1 1
N VTP AP

k=0

und einen analogen Ausdruck fiir ungerades n € N. Grenzwerbildung liefert dann insbe-
sondere

1 1 1 25 3 25+9 34 17

& 1

E = + — = — + - — =
—1)k k _ 1 1

—((=DF+4)r 1 31—% 24 8 24 24 12

Aufgabe H 28. Folgen komplexer Zahlen

Eine Folge komplexer Zahlen (z,),cn konvergiert gegen den Grenzwert z genau dann, wenn
sowohl lim,, ,,, Re z, = Re z als auch lim,,_,,, Im 2z, = Im 2 gilt. Gibt es kein solches z € C,
dann nennt man die Folge (z,)nen divergent. Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,)nen,
(bn)nen, (¢n)nen und (dy,)nen auf Konvergenz:
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o () e

k=0

(b) bn:f (d) dn:maX{Rew’ w":2\/§—|—21}

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis benutzen, dass 2.5.3, 2.5.4 und 2.5.8.1 auch fiir Folgen
komplexer Zahlen gelten.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist 2 = cos() +isin(%) und daher

Tj

Re(agk+j) = cos(z) fir alle k € Ng und alle j € {0,...,7}.

Die Folge (Re (%) ) hat also mindestens 2 verschiedene Haufungspunkte und
neN

kann damit nicht konvergieren. Die Folge (a,),en divergiert also.

(b) Es gilt
3n*+1  (3n? +1)(5 —4in?)  15n* 4 5i — 12in* 4 4n?
4in?2 +5 25 + 16n* B 25 + 16n*
3 e 5 —12 . 12 3
= 1 —l— = —1-
B+16 B +16 16 4
N—— N——
—0 12

flir n — oco.

(c) Mit ¢ := 2%1 gilt, wie fiir reelle Zahlen,

iqk: S — q"
— l=q¢ 1-¢ 1-q¢ 1-gq

und es geniigt die Folge mit Folgengliedern ¢, = ¢" = (2%1)” auf Konvergenz zu
untersuchen. Dazu berechnen wir
2 2 2 2 2

lq| = |

| 2+i] Vi+1l 5 V4

und wegen 2.5.8.1 folgt daraus lim,, ., ¢, = 0. Insbesondere folgt damit

2+1

" k 1 q N 1

E ¢ =7 ¢ — —— =
l-q 1—-g¢g~~ 1-—gq

k=0 —0

241 241 (2412 4+4i-1 3 4,
24+i—21 2—1 1+4+4 5 5 ‘

(d) Esgilt [2v/3 4 2i| = v/4-3 +4 = /16 = 4 und damit

2 2 6
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Die n-ten Wurzeln wy, . .., w,_1 von 2v/3 + 2i sind daher gegeben durch

2 2
w; = 4 (cos (6171 —i—j%) + 1sin (6171 +j%)) .
Der Realteil einer solchen Wurzel ist
27

Rew; = V4 cos (6171 +j;).

Damit kénnen wir d,, darstellen als

2
d, = ﬂmax{cos((jln—i—j%)‘ jG{O,...,n—l}}.

Insbesondere haben bekommen wir

n T 27 " T
dp 2 \/Zlcos(6—n+0~7) :\\/E/cos(\(a—ﬁ/) — 1
—1 ~
—1

fiir n — oo und wegen cos(x) < 1 fiir alle x € R

d, < V4 -1 fir n— oo.
Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim,, . d, = 1.
Aufgabe H 29. Sandwichsatz

Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwichsatzes die Grenzwerte der folgenden Folgen:

@ (Varsa) @ ((=s) ).,
o) () @ <;ﬁ>

Loésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten

V34 > 4 =4 und B34+ 40 < V247 = /24 — 4 fiir n — 0.

Mit dem Sandwichsatz ist daher lim,,_,o, v/3" + 47 = 4.
(b) Es gelten

2 2-1 11— 2 241 1+ 5%
n +c?s(n)gn _ 2 1 und n +Cés(n)§n +1 T
n?—sin(n) ~ n?+1 1+ 5 n? —sin(n) ~ n? —1 —

fiir n — oo. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim,, Zifzfj((zg = 1.
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(c) Wegen n? —2n +5 > 0 folgt direkt

1 n
l-— ) <1"=1
n2—2n+5

Weiter gilt = = —n27§n+5 = —(n711)2+4 > —% > —1 und daher folgt aus der Bernoulli-
schen Ungleichungen
1 ! (4 2 14nr =1 o n
- = x)" 2 nt=1-—————=1—
n?—2n+5 - n?—2n+5 1-245
fiir n — co. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim,, o (1 — m)n =1.
(d) Wegen 2n? + 4k = 2n? folgt
S LIS I B S WIURS N VRSN
2n2 + 4k 2n2  2n? 2n? 2 4 n 4
k=1 k=1 k=1
fir n — oo. Weiter gilt fir k < n
2n? + 4k < 2n% 4 4n = 2n(n + 2)
und daher
Z”: ko ox ko1 ”k_ L nfntl) _lntl 1
c=on?+dk T = 2n(n+2)  2n(n+2) =" 2n(n+2) 2 4nt2 4

1

fir n — oo. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim,_,o >, ﬁ =7
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Aufgabe H 30. Komplexe Zahlen, Polarkoordinaten

Ordnen Sie die nachstehenden komplexen Zahlen ihren n3herungsweise angegebenen Argu-
menten und Betragen zu:

2 arg(z) 2]
6+ 4i 1.7507 8.25
i 0.187n 6.40
3 3i 0.578 4.24
~2 + 8i 1.2857 7.21

Loésungshinweise hierzu: Es ist

64 4i] = V62 + 42 = /36 + 16 = 51 = 7 < |6 + 4i| < 8

| —4—5]|=V2+52=vV16+25=V4l =6 < | —4—5i| < 7
13-3i|=v32+32=v9+9=V18=4<[3-3i <5

| —2+48i|=vV2+8=v4+64=V68=>8<|—2+8i|<9

Komplexe Zahlen mit positiven Real- und Imaginarteil liegen im 1. Quadranten der kom-
plexen Ebene, das Argument der komplexen Zahl liegt also zwischen 0 und 7. Somit ist
0 < arg(6 + 4i) ~ 0.1877 < 7. Mit einer dhnlichen Argumentation lassen sich auch die
anderen Argumente herleiten.

Somit haben die komplexen Zahlen ndherungsweise die folgenden Polarkoordinatendarstellun-

gen:

6 + 4i ~ 7.21 (cos(0.1877) + isin(0.1877))
—4 — 5i 7~ 6.40 (cos(1.2857) + isin(1.2857))
3 — 3i ~ 4.24 (cos(1.7507m) + isin(1.7507))
—2 4 8i ~ 8.25 (cos(0.5787) + isin(0.5787))
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 31. Grenzwert mit Reihe
(a) Zeigen Sie, dass (k + 2)! = 2* fiir alle k € Ny gilt.
=~ 1 2
(b) Zeigen Sie, dass Z . < " fir alle m € N gilt.
(c) Berechnen Sie lim mz !
m—co mk k!’
Losungshinweise hierzu:
(a) Sei k € Ny beliebig. Dann gilt
k+2'—HJ—HjZ 2 =2~
j=2
(b) Wegen ﬁ < 1 fiir m € N und der Formel fiir die geometrische Reihe gilt
- - <
Zm’fk' ka”(k/‘—i—Z) mzzmk(k+2 ZmQZ (2m
k=2 k=0 k= =0
RN g L2
m21 -5 m22—L 7 m?
(c) Nach (b) gilt
S| 2 2 _ = 1
mz - < mes = und es gilt auch mz -y >0
k=2 k=2 N —
>0

Mit dem Sandwichsatz folgt daraus, dass der gesuchte Grenzwert Null ist.

Aufgabe H 32. Skalarprodukt und spezielle Vektoren
Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|:) : V x V — R und seien vy,...,v, € V
Vektoren mit (v; |v;) =0 fiir ¢ # 5 und (v;|v;) =1 fiiralle i € {1,...,n}.

(a) Berechnen Sie (v; + vy — v3| vy + 2v3 + 17vy) und |v; + vy — v3]? falls n = 4.

(b) Berechnen Sie (c|d) und |c|? fiir ¢ = Zakvk und d = ijvj mit a,b € R™.

k=1 j=1
(c) Zeigen Sie, dass |z — y|? = |z|* — |y|? gilt fir y = Z (z|vg)vg und x € V.
k=1
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Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

(v1 4+ v — v3| V2 + 203 + 1Tvy)
= (v | vg + 203 + 1Tvy) + (Vo | Vo + 205 + 1Tvy) — (V3 | Vo + 203 + 1Tvy)
= ({orlv2) +2 wr og) +17 (v |2} ) + ((vava) + 2 (vz [ va) + 17 (3 vs) )
— ((Ug|vz>+2<v3|v3>+17<v3\v4>>
— (0+2-0+17-0>+(1+2-0+17-0)—(0+2-1+17-0)
—0+1-2=-1
und

|111+U2—1)3|2
I<7}1+U2—U3|U1+U2—1)3>

= (v1 |v1 + v2 — v3) + (V2 | v + V2 — v3) — (V3| V1 + V2 — v3)
= (((wrv2) + (vr [ 2) = (vr [vg) ) + ((va] 1) + (2| ) = (w2 ] v5) )
= ({val o) + (ua ) = (s v3) )

:(1+0—0>+<0+1—0>—(0+0—1)

=14+1—-(-1)=3.

Alternative: Wir benutzen (b) mit n =4, ¢ = v; + vy —v3 und d = vy + 2u3 + 17vy.
Dann folgen direkt

(V1 + g — v3 | 2 4 203 4+ 17vg) = ((1,1,-1,0)](0,1,2,17)) =1 —2 = —1

und
vy + vy —vg2 = |(1,1,-1,0) =14+ 1+1=3.

(b) Es gilt
(c|d)y = <Zakvk ijvj> = Zak <’Uk ijvj>
=D Db (vl vy) = Y anbi (vopvox) = > axbi = {alb)

k=1 j=1 k=1 k=1

und daher
n n
e = (cle) =D arar =) _a; =lal*.
k=1 k=1
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(c) Es gilt
lx—yf =(z—yloz—y) =z =2(z|y) + [y

= |2 =2 (| (x| o) o) + [yl

k=1
= |2 =2 (x|u) + [yl
k=1

(b)
= |z|* = 2ly)* + [y = |z — |y|*.

Aufgabe H 33. Untervektorraume
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind.
(@) {(z,y,2) € R*| x4+ 3y+52 =0} ist ein Untervektorraum von R?.
(b) {(21,22) € C?| Re(z) - Im(25) = 0} ist ein R-Untervektorraum von C2.
(c) {f:R—=R:z+>ae’ +e| acR} istein Untervektorraum von C'(R).
(d) {z €eR"| (z|y) =0 fiir alle y € Y} ist ein Untervektorraum von R" fiir Y £ R".

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir setzen A := {(z,y,2) € R*| 2+ 3y + 52 =0} und zeigen, dass dies ein Unter-
vektorraum von R? ist. Offenbar ist A S R? und wir miissen nur noch iiberpriifen, ob
die drei definierenden Eigenschaften erfiillt sind:

o Esgilt 0=(0,0,0)€ A, denn 0+3-0+5-0=0.
e Seien (x,y,z) und (Z,9,2) in A beliebig. Dann gelten also x + 3y + 5z = 0 und
T+ 3y + 52 = 0. Damit folgt
(x4+2)+3y+7y) +5(x+2)=(@+3y+52)+(T+3y+52)=0+0=0

und somit (z,y,z) + (Z,7,2) € A.
e Seien (z,y,2) € A und s € R beliebig. Dann gilt also = + 3y + 5z = 0. Damit
folgt
(sz)+3(sy) +5(sz) =s(zr+4y+52)=s-0=0

und somit s(x,y,z) € A.
Damit sind alle drei Eigenschaften erfiillt und A ist ein Untervektorraum von R?.

Alternative: Aus (d) folgt direkt, dass A ein Untervektorraum von R? ist. Dazu miissen
wir nur sehen, dass

A={zeR®| (2](1,3,5)) =0}.
Dies ist exakt eine Menge von der Form in (d) mit n =3 und Y = {(1,3,5)}.

(b) Wir setzen B := {( )€ CQ‘ Re(z1) - Im(zg) 2 0}. Dann sind (}) und (%) in B,
denn es gilt

Re(1)-Im(i)=1-1=120 und Re(—2)-Im(0)=-2-0=0=0.
Es gilt aber (}) + (_02) = _11) ¢ B, denn
Re(—1)-Im(i) = —1-1 = —1 < 0.

21
22

Damit kann B kein Untervektorraum sein.
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(c) Wir setzen C := {f: R — R: 2+ ae’ +e| a € R} und nehmen an, dass die Null-
funktion N: z +— 0 in C enthalten ist. Dann muss es ein a € R geben mit 0 = ae3® +e
fir alle x € R. Beispielsweise durch Einsetzen von x =0, =1 und = = 2 sieht man
schnell, dass es kein solches a € R geben kann, ein Widerspruch. Damit enthalt die
Teilmenge C' von C!(R) nicht die Nullfunktion und kann damit kein Untervektorraum
sein.

(d) Wirsetzen D :={z € R"| (z|y) =0 fiir alle y € Y'} und zeigen, dass dies ein Unter-
vektorraum von R" ist. Offenbar ist D € R™ und wir miissen nur noch iiberpriifen, ob
die drei definierenden Eigenschaften erfiillt sind:

e Esist 0 € D, dennesgilt (0|y) =0-(0]y) =0 firalle yeY.
e Seien x,z € D und y € Y beliebig. Dann gilt

(x+z|y) =(z|y)+(z]y)=04+0=0 undsomit z+z€D.
e Seien x € D, s € R und y € Y beliebig. Dann gilt
(sz|y) =s(zx|y) =5-0=0 undsomit sxe D.

Damit ist D ein Untervektorraum von R".

Aufgabe H 34. Orthogonalprojektion

Sei U ein Untervektorraum eines R-Vektorraums V' mit Skalarprodukt (-|-) : V' x V — R.
Eine Abbildung p: V' — V heiBt Orthogonalprojektion auf U, falls fiir alle v € U, alle
v,w €V und alle s,t € R gilt

p(v) €U, p(sv+tw) =sp(v)+tp(w) und (v—p(v)|u) =0.
(a) Zeigen Sie: Ist p eine Orthogonalprojektion auf U, so gilt p(p(w)) = p(w) fiir alle
w € V. Hinweis: Betrachten Sie |p(w) — p(p(w))]?.
(b) Zeigen Sie: p,: R* - R": v — %x fir z € R" \ {0} ist eine Orthogonalprojektion
auf den Untervektorraum U, = {az | a € R} von R".

(c) Skizzieren Sie U,, w, p,(w) und {(1 — t)w + tp,(w) | t € [0,1]} fiir z = (4,2) und
w=(1,3).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Seien w € V beliebig und setze v := p(w). Dann gilt

Ip(w) — p(p(w))* = (p(w) — p(p(w)) | p(w) — p(p(w))) = (v —p(v) |p(w —v)) =0

wegen p(w — v) € U. Daraus folgt p(p(w)) = p(w).
(b) Offenbar gilt
(v]x)

||

Pa(v) = reU, firalle veV.

€R
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Weiter gilt fiir beliebige v,w € V und s,t € R

|z|2 |2
(v]x) (w]z)
~ 7 TP vt |z [? = 5pe (V) + 1ps (w).
SchlieBlich gilt

(U—pm(v)|ax>:a(v|x>—a<

fir alle v € V und alle a € R. Damit ist p, eine Orthogonalprojektion auf U, .
(c) Wir berechnen

1
lz|? =424+22 =20 und (w|z)=14+32=10, also p,(w)= %(47 2) = (2,1).
Damit kommen wir zu folgender Skizze:
| LT rseA T T T
EEREE AMMEBCEZE R 2 DO
i : 1 el L P b bl o Lol
Al |
P £ s (A I ‘ | .
| i T ) N
A -3 3 ‘ 1 ‘
| ‘ |
| |
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Aufgabe H 35. Teilbarkeit und Induktion

Zeigen Sie: Fiir alle n € Ny ist die Zahl n® + (n + 1)® + (n + 2)® ohne Rest durch 9 teilbar;
das heiBt es gibt ein k,, € Ny so, dass n® + (n+ 1) + (n + 2)® = 9k,

Losungshinweise hierzu: Wir zeigen die Aussage fiir n = 0: Es gilt
CB+04+1P°+0+23=1+22=9=9-1 mit 1€N,.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es gelte
nd+(n+1)7°+(n+2)° =9k, firein k,cNy.
@Wir zeigen die Aussage fiir n 41 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n: Es gilt

m+1)P+((n+D+1P+((n+1)+2°3=n*+n+1>+n+2)3+ (n+3)?°—nd
29k, + (n+3)(n? + 6n + 9) — n?
= 9k, + 6n% + 9n + 3n + 18n + 27
= Ok, + 9n? + 27Tn + 27
= 9(k, +n° +3n +3) = 9k,

L mit kp41 := k, +n? +3n + 3 € Ny. Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Lagrange-Polynome
Wir betrachten die Abbildung

(1) : PolsR x Pols R — R: (p|q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2) + p(3)a(3)
und die Polynome
fo(X) = (X = 1)(X = 2)(X -3), [i(X) =X (X =2)(X =3),
fo(X) = X(X = 1)(X =3), f3(X) = X(X = 1)(X —2).
(a) Zeigen Sie, dass (- |-) die Skalarprodukt-Eigenschaften 1,2,3 und 4 aus 3.5.1 erfiillt.
(b) Berechnen Sie (f;| f;) fiir alle 4,5 € {0,...,3}.
(c) Begriinden Sie mit (b), dass fo, f1, fo, f3 linear unabhangig sind.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Seien p,q,7 € Pol3R und s € R beliebig. Dann gelten
1) (pla) = Ziop(k)a(k) = S a(k)p(k) = (] p).

2) (plp) =Yop(k)* 20 und p=0 = (p|p) =0.
Die Umkehrung der zweiten Aussage ist etwas schwieriger. Sei dazu (p|p) = 0.

Dann gilt
0=p(0)>+p(1)*+p(2)*+p(3)*, also p(0) =p(1) =p(2) =p(3) =0.

Das Polynom p € Pol3 R besitzt also 4 Nullstellen. Das geht aber nur, falls p das
Nullpolynom ist. In der Tat, ware p # 0 von Grad 3 und mit Leitkoeffizient o # 0,
dann folgt mit 1.8.8

p(X) =a(X - 0)(X —1)(X —2)
wegen den Nullstellen 0, 1, 2. Wir haben aber noch eine weitere Nullstelle bei 3
und somit folgt
0=p3)=a(3-0)3—-1)(3—2) =6a #0,

ein Widerspruch. Falls p Grad kleiner 3 hat, so fiihrt dies genauso zu einem Wi-

derspruch.
3 3 3

D gt =S pk) k) +rk) = 3 pRa(k) + 3 pk)r(k)

k=0 k=0 k=0

Y slpla) =3 pat) = S (sp)®)alk) = (spla)

= " p(k)(sq)(k) = (p|sq).

Damit handelt es sich bei der Abbildung (-|-) tatsachlich um ein Skalarprodukt
fir Pols R.
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(b) Um etwas weniger zu rechnen, beobachten wir zuerst, dass gilt

filk) =0 fir k#

und damit

(filfi) = ij Fi)fiG) =0 fir i # .
Es verbleiben
(fol fo) = fo(0)* = (=1)* - (=2)* -
(fil fr) = A(Q)? =12 (=1)* - (
(f2 f2) = 2(2)? = 2% - 12 (1) = 4,
(f3] fs) = f3(3)? 1

(c) Seien ag,ay,as,a3 € R mit agfo + a1 fi + asfo + asfs = 0. Dann gilt

I
w
)
\)
o
N
I
w
=)

0= (aofo+arfi +asfa+asfs| fo)
=ao (fol| fo) +ai (fi|fo) +ax(fe] fo) +as{fs] fo) = ao{folfo)

und wegen (fo| fo) # 0 folgt ap = 0. Genauso folgen a; = as = a3 = 0 und somit
sind fo, f1, f2, f3 linear unabhangig.

Aufgabe H 37. Lagrange-Polynome 2
Diese Aufgabe setzt H 36 fort.

(a) Begriinden Sie, dass F': fy, f1, f2, f3 eine Basis von Pol3 R ist.

(b) Finden Sie ein Polynom p € Pol3R so, dass p(j) = 27 fiir alle j € {0,1,2,3} gilt.
(c) Zeigen Sie, dass p = ;"f;?o fo+ ;’llf;}l fi+ ;’2”];?2 fot ;"";f’ f3 fir alle p € Polz R gilt.
(d) Berechnen Sie p fiir p(X) = X? + X — 1 mit Hilfe von (c).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da Pol3R Dimension 4 hat und fo, f1, f2, f3 linear unabhinging sind, ist ' nach
3.7.16.3 eine Basis.

(b) Wir suchen ein Polynom p € Pol3 R und stellen dieses in der Basis I dar:
p = aofo + a1 fi + asfo + asfs. Es soll gelten

1=2%=p(0) = aofo(0) + a1 f1(0) + a2 f2(0) + a3 f3(0) = ao fo(0) = ao(—6),

also muss ag = —% sein. Genauso bekommen wir
2! 2 ] 22 4 5 q 23 8 4
TR 2 T R2) T =2 T f0B) 6 3

Damit ist das gesuchte Polynom p(X) = —£ fo(X) + f1(X) —2f2(X) + 5 f3(X) . Wenn
man mochte kann man dieses noch in der Monombasis M : 1, X, X2, X3 darstellen,
aber die Darstellung in der Basis F ist informativer. In der Monombasis ist p(X) =
X34 3X +1.
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(c) Da F eine Basis ist, gibt es ag, ai, az,az € R mit p = agfo + a1 f1 + asfo + agfs. Nun
gilt
(p| fo) = (aofo + arfi + axfo + asfs| fo)
=ao (fo| fo) +ar (fi| fo) + a2 (fo| fo) + a3 (fs] fo) = a0 (fo| fo)

(plfo)
(folfo) "

(d) Wir rechnen nach

(p| fo) =p(0)fo(0) = (=1)- (=6) =6, (p|fi)=p1)fi(1)=1-2=2,
(p| f2) = p(2)f2(2) =5 (=2) = =10 (p| f3) = p(3) f5(3) = 11 - 6 = 66.

Mit (c) und den Werten fiir (f;| f;) aus der vorherigen Aufgabe bekommen wir

und somit ag = Genauso bekommt man a; = <<Z;‘|J;fj>) fur j € {1,2,3}.

I

(plfo) _6

(folfo) 36
-1

(plf1) 2
| alm ) 4 _1 3
P o | T a0 T6 | -15
(f21f2) 4 11

(plfs) 66

(f31f3) 36

Aufgabe H 38. Ebenen und Spiegelung
Sei E = {z €eR*| (n|z)=d} mit n € R* < {0} und d = 0 eine Ebene. y € R? heiBt
Spiegelbild von = € R? an E, falls %(az +y) € E und falls z —y = an fiir ein a € R.

(a) Begriinden Sie: x + 2tn ist das Spiegelbild von = an FE, wenn t € R so gewahlt ist,

dass x + tn € E. Interpretieren diese Konstruktion eines Spiegelbildes geometrisch.

(b) Seien nun n = £(4,3,0) und d = 2. Bestimmen Sie das Spiegelbild der Geraden
g=1(1,0,0)+R(1,1,1) an E. Hier verstehen wir unter dem Spiegelbild die Menge

{y € R*| Es gibt ein x € g so, dass y das Spiegelbild von z an E ist} .

Hinweis: Sie kdnnen ohne Beweis benutzen, dass es sich bei diesem Spiegelbild wieder
um eine Gerade handelt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir priifen die geforderten Eigenschaften fiir y := = + 2tn.
e Esgilt (z+y) = 1(z + 2+ 2tn) =z + tn € E nach der Wahl von ¢.
e Esgilt z —y=x— (x4 2tn) = —2tn = an mit a = —2t € R.
Damit ist y das Spiegelbild von z an E.

Wir kénnen ¢ mit x + tn € E auch genauer angeben, denn letzteres bedeutet
d —
d=(n|z+tn) = (n|z) +tn|*, also t= #
n

Geometrisch ist x + tn der Schnittpunkt der Ebene E mit der Geraden x + Rn und
x4 2tn ist genau der Punkt auf dieser Geraden so, dass x+tn der Mittelpunkt zwischen
x und x + 2tn ist.
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(b) Da das Spiegelbild wieder eine Gerade ist, geniigt es die Spiegelbilder von zwei Punkten
auf g zu bestimmen. Wir wahlen dazu P, = (1,0,0) und P, = (2,1,1). Wegen |n| =1
berechnet sich das Spiegelbild von P; durch

Qri= P +2(2— (n| P))n = (1,0,0) + 2 (2 - é4) %(4,3,0)

12 1

Das Spiegelbild von P; ist auf dhnliche Weise gegeben durch

Qs =Py +22— (n|P))n=(2,1,1)+2 <2 - %11) é(4,3, 0)

2 1
=(2,1,1) — ==(4,3,0) = ——(42,19, 25).
(77) 25(770) 25( Y Y )

Das gesuchte Spiegelbild ist dann gegeben durch @ + R(Q2 — Q1).

Aufgabe H 39. Ebenen und Schnitte
Seien By = {(0,1,0) +(2,1,0) + s(3,4,1) | t,s € R}, B> = {z € R®| ((1,0,3)]z) = 2}
und B3 = {z € R*| ((1,1,4)|z) =5}. Bestimmen Sie E;NE>, E>2NE; und EyNE;NE;.

Lésungshinweise hierzu:

EiNEy: Ist z € EyNE,, sogibtest,s€R mit x=(0,1,0)+¢2,1,0) + s(3,4,1) und
es gilt ((1,0,3)|z) = 2. Insbesondere gilt dann

2 =((1,0,3)](0,1,0) + £(2,1,0) + 5(3,4,1)) =0+¢-2+5-6, also t=1—3s.

Damit erhalten wir

z=(0,1,0) +£(2,1,0) + s(3,4,1)
= (0,1,0) + (1 — 3)(2,1,0) + 5(3,4,1)
= (2,2,0) + s5(—3,1,1).

Damit haben wir £y N E; € {(2,2,0) 4+ s(—3,1,1) ‘ s € R} gezeigt. " 2" folgt mit
dhnlichen Argumenten.

EsNEs: Ist x € By N By, so gilt ((1,0,3) |z) =2 und ((1,1,4) |z) = 5. Wir haben also
r1+3r3=2 und a1+ 29+ 4x3 =D5.
Wir setzen die erste in die zweite Gleichung ein und setzen s := x3. Dann erhalten wir
ro=5—4s—x;=5—-4s—(2—-3s)=3—s und 1z =2-—3s.

Damit haben wir B> N E3 € {(2,3,0) + s(—3,—1,1) | s € R} gezeigt.

Fiir die Umkehrung sei nun = = (2,3,0) 4+ s(—3,—1,1) fiir ein s € R. Dann gelten

((1,0,3)|z) =2+s-0=2 und ((1,1,4)|z)=(24+3)+t-(-3—1+4)=5
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und somit x € Ey N Es.

Alternativ kann man beispielsweise eine Richtung v fiir die Gerade E»N E3 finden durch

= (1,0,3) x (1,1,4) = (=3,—1,1). Einen Punkt auf dieser Gerade findet man dann
genau wie oben, aber man kann direkt mit s = x3 = 0 rechnen (da wir die Richtung v
schon berechnet haben).

E1 N Es N E3: Mit der vorherigen Rechnung ist
EiNEyNE;={(2,2,0)+s(-3,1,1)| s € R} N E;.

Sei nun z € Ey N Ey N B3, dann ist also « = (2,2,0) + s(—3,1,1) fiir ein s € R und
((1,1,4) | ) = 5. Ineinander einsetzen liefert

1
5=((LLY[(22.0)+s(-3.11) =4d+s-(-3+1+4)=4+2s, also s=_.

Damit haben wir F1 N Ey N Ey € {(
durch Einsetzen.

p Frischhaltebox

5,2,1)} gezeigt. Die Umkehrung folgt auch direkt

Aufgabe H 40. Summen

1 n n+3 16 ‘ ‘
Sei n € N. Vereinfachen Sie soweit wie moglich: T Z ( Z (Z(] —i—=2)| .

i=1 \j=i+3 \ k=0

Losungshinweise hierzu: Zuerst beobachten wir, dass die innersten Summanden nicht von
k abhangen und machen eine Indexverschiebung bei der zweiten Summe:

n n+3 16 n n+3 n n+l—t
—§ Y 2= i 2= Y =Y
=1 j=i+3 k=0 =1 j=i+3 =1 j=1 =1

Nun gilt

)

D =i =) @i=2 > J
i=1 i=1

i=1 j=1

Jetzt benutzen wir 1.2.2 und 1.2.4 und bekommen

Sy T3 (5%

=3 (%n(n +1)(2n+1) + %n(n + 1))

— 1) (112(2n+ 1) + i)

=n(n + 1)(én+ 142) = én(n+ 1)(n+ 2).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H41. GauB-Algorithmus

Wir betrachten das folgende reelle lineare Gleichungssytem S :

—$1+$2—4I3—$4+3SE5:O
$2+3I3—1’4+3$5:3
Ty — 529 + 913 + bxy + Dy = 2

(a) Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S. Bringen Sie diese mit Hilfe des

GauB-Algorithmus in die in Satz 4.7.2 angegebene Form.

(b) Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraums des zugehdrigen homogenen linearen Glei-

chungssytems Sy . Bestimmen Sie eine spezielle Lésung von S

(c) Geben Sie die Lésungsmenge von S an. Verwenden Sie dazu (b).

Losungshinweise hierzu:
(a) Die gesuchte Matrix ist

-1 1 —4 -1 3|0
[Alp)]=] 0 1 3 -1 3|3
1 =5 9 5 5|2
Wir wenden den GauB-Algorithmus an:
[ -1 1 —4 -1 3|0
[Ap)=] 0 1 3 -1 3|3
1 -5 9 5 5|2
[ -1 1 —4 -1 3|0
0 1 3 -1 3|3
Zv+Zy: | 0 -4 5 4 8|2
[ -1 1 -4 -1 3|0
0 1 3 -1 313
AZy+Zy: | 0 0 17 0 20|14
[ -1 1 —4 -1 310 ]
0 1 3 -1 3]3
=25 L 0 0 1 0 2|3 |
Zy+4Zy: [ -1 1 0 —1 18|38
Zy—3Z3: | 0 10 -1 —3 || &
0 01 o0 &1
L 17 17
Zyv—Zy: [ -1 00 0 2|3
0 10 -1 —3| %
001 0 2]
~Zy: [1 00 0 32| -4
010 -1 —%| &
(001 0 2| 2
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(b) Nach (a) und Satz 4.7.6 ist eine Basis des Losungsraum des zugehdrigen homogenen
Gleichungssystems gegeben durch

0 s 140
1 2 9
1 1
B v = 0 , Uy = —%—(7) = 1— —20
1 0 0
0 1 17

Eine spezielle Losung von S erhalten wir, indem wir 4, = x5 = 0 wahlen. Dies liefert

47
9

1
= — | 14
T 0
0

(c) Die Losungsmenge ist £ = vs, + L(vy, v2).

Aufgabe H 42. Weihnachtsbickerei
Sie wollen drei Platzchensorten backen, die hauptsachlich die folgenden Zutaten bendtigen.

Spitzbuben 35 Stk: 300g Mehl, 150g Zucker, 120g Butter, 1 Ei
Vanillekipferl 25 Stk: 250g Mehl, 10g Zucker, 125g gemahlene Mandeln, 250g Butter
Miirbeteigplatzchen 30 Stk: 200g Mehl, 50g Zucker, 100g Butter, 2 Eier.

In Ihrem Vorratsschrank und Kiihlschrank finden Sie 2.5kg Mehl, 1kg Zucker, 1.35kg Butter, 10
Eier und 500g gemahlene Mandeln, sowie reichlich von allen ibrigen nicht explizit genannten
Zutaten. Wieviel Platzchen von welcher Sorte konnen Sie damit maximal backen, wenn Sie
die gesamte Butter und die Eier aufbrauchen wollen?

Hinweis: Stellen Sie zuerst mit den Informationen iiber die Butter und Eier ein Gleichungs-
system auf und I6sen Sie dieses. SchlieBen Sie dann mit den Informationen iiber die ibrigen
Zutaten alle Lésungen aus, die nicht realisierbar sind. Insbesondere sollen nur ganze Platzchen
gebacken werden.

Losungshinweise hierzu: Im folgenden sei S die Anzahl der Spitzbuben, V' die Anzahl
der Vanillekipferl und M die Anzahl der Miibeteigplatzchen. Da wir die Butter komplett
verbrauchen wollen, ergibt sich aus den Rezepten die Gleichung

120 , 250, 100
S+ 2V 4+ M = 1350.
2 St 3V 5 350

Genauso liefert der Bedarf an Eiern in den Rezepten die Gleichung

1 2
—S5+0V + —=M = 10.
35 + + 30
Die librigen Zutaten wollen wir nicht exakt verbrauchen, aber wir konnen natiirlich nicht mehr

benutzen als wir tatsachlich haben. Damit ergeben sich folgende Ungleichungen:

300 250 200
Mehl: — — — M <2
e Me 35S+ 25V—|— 30 M= 200
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150 10 50
Zucker: — — —M <1
o Zucker 35S+25V+30 < 1000

12
e Mandeln: 2—55V < 500.

Wir ignorieren jetzt zuerst die Ungleichungen und basteln ein Gleichungssystem aus den Glei-
chungen. Dieses hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

1
— 0 2 10
120 250 100 1350
35 25 30
Zur Losung verwenden wir nun GauB:
o1 2
— 0 = 10
AllB] = 35 30
120 250 100 1350
L35 25 30
ro1 2
— 0 — 10
35 30
) 250 140
Zoy — 241120 : 0 == _221/150
L 25 30
r 7
35Z1: |10 3 350
1 7
Lo— -
2707 | 01 G 15
Alle Losungen sind also gegeben durch
S 350 —1I
V]=[1]+s| | mt seR
M 0 1

Da wir nur ganze Platzchen backen und auch keine negative Anzahl an Platzchen backen
konnen, machen fiir uns nur folgende Lésungen Sinn:

S 350 —35
Vvii=115 |+t 7 mit ¢ < {0,...,10}.
M 0 15

Jetzt betrachten wir noch die Ungleichungen. Wegen den Mandeln ergibt sich

125 125 425 85
5002 —V = —(154t7)=75+135 <=t< —=— <13
- 25 25 (15 +17) i - 35 7

Dies liefert also keine neue Information da wir bereits wussten, dass ¢ < 10 gelten muss. Fiir
den Zucker ergibt sich

150, 10, 50
1000 2 ——S+ —V + M
=357 T35 T30
150 10 50
= — (350 — 35) + (15 +t7) + —~t15

35
14 11
= 1500 — 1507 + 6 + Et + 25t = 1506 — 6?15,
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also
1506 — 100 _506

611/5 611

Da t eine ganze Zahl sein muss, kénnen wir daraus ¢t = 5 folgern. Fiir das Mehl ergibt sich

t

1\

> 4.

300 250 200
2500 = ¥S+ —V+—M

25 30
300 250 200
= —(350 = t35) + — (156 + t7) + ——t15
35 ( )+ 25 (15 +17) + 30

= 3000 — 300t 4 150 + 70t + 100t = 3150 — 130¢,
also
3150 — 2500 5
130
was wir aber schon wissen. Damit haben wir also insgesamt die folgenden 6 Moglichkeiten:

t

v

Spitzbuben Vanillekipferl Miirbeteigblatzchen
t=>5 175 50 75
t=26 140 57 90
t=7 105 64 105
t=28 70 71 120
t=9 35 78 135
t =10 0 85 150

Aufgabe H 43. FEtwas Kryptographie

Bei dem ASCIl Code wird jedem Zeichen aus dem standardisierten Zeichensatz

Y= {A, B, ..., Z a b, ...z, @ ~ [ ],{ |}, ..., Del, }
eine Zahl in 7 Bit Codierung zugeordnet. Der vollstandige standardisierte Zeichensatz ist
im Internet zu finden. Jede dieser Zahlen konnen wir auffassen als einen Vektor in R” mit
Eintrigen aus {0, 1} und damit definiert die Zuordnung des Codes eine Abbildung ¢: 3 — R”.
Diese Abbildung erfiillt beispielsweise

A =1 00000 1), @ =>01100001),
¢(2) = (10 1101 0)', zp(;) —(1 1 1101 0)",
) =1 11101 1), o) =(1 11110 0),
Y~ =(1 111110, etc.

Nun definieren wir £* := {a;...a, | n € Nund a; € S fiir alle i = 1,...,n}, die Menge der
endlich langen Worter mit Buchstaben aus dem Alphabet 32, und die bijektive Abbildung

U: S = U2 Uar...am) = (Y(ar) ... ¥(an)) € R7™
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Mit dieser Abbildung gilt beispielsweise

U(Santa) =

Bestimmen Sie nun:

—__ 0 O~ O

(a) U(Lebkuchen) und W(Plaetzchen).

11

(b) W

OO~ OO
— = = = O

0

OO O = O = =

1111
1111
0010
0100 und U1
0110
0100
1 001
1 11 1
111 0
0 00 0
1 11 und U1 0
1 01 1
1 01 1
1 01 1

—__0 O O O =
OO = = O
— O O O O = =
—_ O ) O =
—H O OO KR M

_ o= O O = =
_ 0 O O = =
_— O = O O = =

1
1
1
0
0
1
1

OO O~ O
O R == O

= Claus

—_ = O = O =
H O R OO~ R

(c) U(Ho)"¥(ho)¥(ho)" und die Polarkoordinatendarstellung von |¥(a)| + i|¥(b)|.
(d) Die Lésungsmenge des Gleichungssystems W(Keks) = = (1,2,3,4)".

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Ein Vergleich mit einer ASCII Tabelle liefert

U(Lebkuchen) =

111111111
011111111
000010000
100100101
110010011
001101001
010111010

(b) Ein weiterer Vergleich liefert

und W (Plaetzchen) =

1111111111
0111111111
1000110000
0100010101
0101100011
0000011001
0011001010

111111 111111111
011111 011111111
000000 001000000

A 111111 = Hohoho und U~! 000010110 = Geschenke.
010101 110001101
010101 101100110
010101 111101011
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(c) Es gilt
11\ /1 1\ /1 1\
01 11 11
0 0 00 00
U(Ho) ' U(ho)U(ho)' = [1 1 11|11
01 01 01
0 1 0 1 01
01 01 01
(2 2 1101000y (4404222
~\3 6 1101111/ \9 9096 6 6/
Weiter ist
1 1
1 1
0 0
W (a)| +i|T®) =[]0 ]|+i]|0]|]|=V3+iV3
0 0
0 1
1 0
und der Betrag dieser komplexen Zahl ist V6 = v/2v/3. Damit gilt
1 1 ™ 7
W(a)|l +1|W(b :\/6<—+i—>:\/6<cos —) +1isin (— )
[ (a)| +1[¥(b)| N RRNG (4) (4)
(d) Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist
100101 1}1
110010 12
11010113
11100114
Wir verwenden nun den GauB-Algorithmus
(1.0 0 10 1 11
110010 1}2
Ly 4 g 111001 1}4
Zz<»Zy: |11 0101 13
100 1 0 1 1|1
oy — 7y : 010 -1 1 -1 0|1
g — Uy : 001 0 -1 1 012
Zy—Zy: [0 00 1T -1 1 01
Zyv—Zy: 1000 1 0 107
Lo+ Zy 01 00 0 0O0Y2
001 0 -1 1 0|2
| 0001 -1 1 01 ]
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Damit ist die Lésungsmenge gegeben durch

(/0 —1 0 —1 )
2 0 0 0
2 1 -1 0
11+p| 1 | +q|-1]+7] O p,q, 7 € R, .
0 1 0 0
0 0 1 0

[ \O 0 0 1 )

Aufgabe H 44. FEtwas Kryptographie 2
Einer unserer Wichtel hat uns die folgende verschliisselte Nachricht zukommen lassen:

Gfhtzntz htlggq tlzt| dzptctz pdg vtbtz wdg |dz d| xltbgqtz gtxbtc bthdxgtz
|~tfhqt
Gtx|d Xdvtex~tr

Fiir die Entschliisselung hat er uns den Hinweis gegeben, dass fiir die buchstabenweise Ver-
schliisselung die Abbildung ¥ aus H 43 und eine Matrix aus R7*7 verwendet wurden. AuBer-
dem wird das Wort Geschenk zu Vtgfhtzn verschliisselt. Gehen Sie nun wie folgt vor:

(a) Seien A := U(Vtgfhtzn)" und B := (by,...,b;) = ¥(Geschenk)". Bestimmen Sie
ohne den GauB-Algorithmus, fiir ¢ € {1,...,7}, eine Lésung z; € R” des Gleichungs-
systems Ax; = b;.

Hinweis: Schauen Sie sich die Spalten von A und B genau an.
(b) Rechnen Sie nach, dass gilt
.
Ty
XU (Vtgfhtzn) = U(Geschenk) fiir die Matrix X = | : | e R™".
z7

(c) Entschliisseln Sie so viele Buchstaben der Nachricht mit Hilfe von X', bis Sie die iibrigen

erraten konnen.
Loésungshinweise hierzu:
(a) Zuerst bekommen wir durch einen Vergleich mit der ASCII Tabelle

und B =

= = e e e
el e e =)
OR P OO OR
_——_ O, OO0

— O, O~ R~
_——_ O O == O
[eNeNeoNeNal S =N
= = R R
e e e e e i i =)
oo oo~ O

N = e R e R e M )
OR P OO0 OR
—_ —_ OO = O
— O, O~ R~

Indem wir die Spalten von A und B genau betrachten, stellen wir fest, dass

bi =ap = Aey, by =as = Aey, by =a; = Ae;, by =as = Aey,
b5 =az = .Aeg, b6 = Qg = ./466, b7 = a5 = ./465.
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Hier sind wie iiblich e, ..., e; € R” die Standardbasisvekoren und die gesuchten Losun-
gen sind also

T1 =€, Tg=¢€, T3=€7, T4=¢€, IT5=2¢€3 Tg=C I7=Cs.
(b) Wegen (a) gilt

(XU (Vigfhtzn))' = O (Vtgfhtzn) X7
= A(xy,...,x7) = (Axq, ..., Axq)
= (by,...,b;) = B = U(Geschenk)".

Durch ein weiteres mal Transponieren folgt die Behauptung.

(c) Zur besseren Ubersicht schreiben wir im folgenden verschliisselte Buchstaben in braun
und entschlisselte in schwarz. Wir wissen schon mal, dass

V-G, t—e g—s, [—¢ h—h =2—=n, n—k,

bzw.

Gchenken helggq elze| dnpecen pdg veben wdg |dn d| xlebggen gexbec
behdxgen |~echqe
Gex|d Xdvecx~er

Mit (b) kénnen wir die librigen Buchstaben entschliisseln. Es ist beispielsweise

S

—

=

I
O OO OO o
SO OO O+ O
OO =R OO oo
OO O, O OO
_ o O O OO oo
O = OO O oo
OO OO = OO
OO = = O

I
—_ O O O

I

1S

—~

~

N—

und

XVU(d) =

[l elolNoll S =)
o= OO OO
SO = OO O
_ o O O o o
SO o+~ OO

cCoocoo o
—o o0 o oO
=
I
—_ OO0 O -
I
=
—

o
~—

000 0 0/ \O

Nachdem man dies fiir ein paar Buchstaben getan hat, kann man die iibrigen erraten
und erhalt den folgenden Losungstext:

Schenken heisst einem anderen das geben was man am liebsten selber
behalten moechte

Selma Lagerloef
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 45. Ungleichungen

Bestimmen Sie alle x € R, welche die folgende Ungleichung erfiillen:

122 + 3| 2 (z + 1)

Loésungshinweise hierzu:
Wir betrachten zwei Falle:

o > —% : In diesem Fall lautet die Ungleichung
0522+3-(z+1)*=22+3-2*-22-1=-2°+2 < z*Z2

also = € [-v/2,v2].

o 1 < —% : In diesem Fall lautet die Ungleichung
0 —(224+3)—(z+1)2=—22-3—2°—-2z—1=—(24+2)® < (z+2)2=20,

also x = —2.
| Damit ist die Ungleichung erfiillt fiir alle z € {2} U [-v/2,V2].
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Linearitit
Welche der nachfolgenden Abbildungen sind K-linear?

(@) a:R? > R? <‘Z> — (_“b),mr K =R,

(b) :C—-C:a+ib— a—ib fir a,b e R, fir K=C,
(c) v:Pol,R—=R:p—p'(1)+p(0), fir K=R,
(d) ¢:Pol,R—R:p— p(0)+1, fir K=R,
(e) ¥y :R* =R v~ (v|w), fir K=R und ein w € R".
Lésungshinweise hierzu: Wir priifen alle Abbildung ¥ : V' — W auf Additivitat ¥(v+w) =
Y¥(v) + ¥ (w) und skalare Multiplikativitat ¥(kv) = kd(v) fir v,w € V. (Dies kann auch in
einem Schritt J(v + kw) = J(v) + kv¥(w) gemacht werden).
(a) Sei v:= (a,b)",w:= (c,d)" fiir a,b,c,d € R und k € R. Dann ist
aw+w) = a((a,d) +(c,d))=a((a+ec,b+d)')=(a+c,—b—d)
— (0,0 + (e, —d)" = al(a,0)) + al(e,d)") = av) + a(w).
Des Weiteren ist
a(kv) = a(k(a, b)) = a((ka, kb)) = (ka, —kb)" = k(a, —b)" = ka((a,b)") = ka(v).
Somit ist  R-linear.

(b) Die Abbildung ist nicht C linear (obwohl sie nach Teil (a) R linear ist.) Sei v :=
a+ib € C fir a,b € R. Dann ist (i(a + ib)) = B(—b + ia)) = —b — ia, aber
if(a +ib) = i(a — ib) = b+ ia. Somit ist i5(v) # B(iv) fir v # 0, und die Abbildung
nicht C-linear.

(c) Seien p,q € Pol,(R) und k € R. Laut Vorlesung ist formales Ableiten von Polynomen
linear. Des Weiteren ist laut Definition fAZr Werte in Polynome einsetzen (p + ¢)(r) =

p(r) + q(r) sowie (kp)(r) = kp(r). Somit gilt:
vp+ka) = (p+kq) 1)+ (p+ke)(0) = (0 +kq)(1) + p(0) + kq(0)
= p'(1) +kq'(1) + p(0) + kq(0) = p'(1) + p(0) + kq¢'(1) + kq(0)
= P'(1) +p(0) + k(¢'(1) + q(0)) = v(p) + kv(q)-
Somit ist die Abbildung v R-linear.

(d) Sei p=1 € Pol,R fiir alle n € N. Dann ist 2¢p(p) = 2(p(0) +1) = 2(1+1) =4, aber
©(2p) = (2p)(0) + 1 =141 =2 # 4. Somit ist die Abbildung ¢ nicht R-linear.

(e) Es seien u = (up, ug,...,uy),v = (v1,09,...,0,)" , w = (wy,wy,...,w,)" €R", und
k € R. Dann ist

Up(u+kv) = ,((ug + kv, ug + kvg, ..o uy, + kvn)T)

= ((u1+k‘vl,uQ+k‘vg,.. un—i—k‘vn)T | (wl,wg,.‘.,wn)”

n

= Z(uZ + kv )w; Z ww; + kvyw; = <i uiwi) + <i /fvﬂl%)
i=1 i=1

i=1

(Z ini> +k <Z viwi> = 1y (1) + kb (v).
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Somit ist 1, R-linear fiir alle w € R™.

Aufgabe H 47. Links und Rechtsinverse
Bestimmen Sie den Rang der folgenden reellwertigen Matrizen.

1 10 2 ;g_ll 2 4 -2 _13_62

A=|(2 3 00]|,B= C=(35 -1),D=
-1 127 0 5 =3 1 4 1 Lol
-3 —10 3 2 2

Bestimmen Sie jeweils ein Links- oder Rechtsinverses der Matrizen, vorausgesetzt diese exisi-
teren.

Losungshinweise hierzu: Wir wissen, dass nicht quadratische Matrizen mit vollem Rang
viele Rechts oder Linksinverse haben (aber nicht beide auf einmal). Wir bestimmen ein Recht-
sinverses analog wie bei quadratischen Matrizen:

1 102100 110 211 00
2 300010 |22852 01010 —4/-210
1127001 022 91 01

mgage (L0063 =10\ (100 6|3 —10

: 010 —4/-2 1 02010 -4/-2 1 0
002 17| 5 -2 1 001 X3 1|

Die Matrix hat vollen Rang 3. Wir kdnnen die rechte Seite zu einer Rechtsinversen von A
erweitern:

3 -1 0

-2 1 0
A, =

;-1 4

0O 0 0

Wir erhalten alle Inversen indem wir zusatzlich die Lésungsmenge des homogenen Gleichungs-
system Ax = 0 bestimmen. Diese ist durch

—ba

4o
17
QL
o

laeR

Alle Rechtsinverse von A erhalten wir, indem wir auf die Spalten von A, beliebige Vektoren
des Losungsraumes addieren.
Fir B bestimmen wir den Rang:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
2 5 =1\ z-—2z1,z4432z2 |0 5 =3 Zs—-2Zs,Zu+22, |0 5 =3
0 5 =3 0 5 =3 00 O
-3 —-10 3 0 —10 6 00 O

Wir sehen hier bereits dass der Rang 2 ist (wir konnten auch noch die 2. Zeile mit £ normieren,
um die Standardform zu erhalten). Damit hat die Matrix keine Inverse.
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Wir bestimmen den Rang von C' direkt in der erweiterten Form:

2 4 —2|1 0 0 g sy 4 12 01 0 2
35 —1]l0 1 0 | 2222250 4 9 0l0 1 1

1 4 11001 1 4 1/0 0 1

1 301 01 1 3 o] 1 o 1

1z 4 2 _ - 4 2
2l a9 0l0 11 | 22BNy 23 0 -1 1 <1
1 4 1/00 1 0 1 1|—3 0 3

1 301 o 1 1 0o0=2 1 =

=lz, 4 2 _ _ 4 2
S ooy g | RS oo g
01 1|—-3 0 3 00 1|5 35 3

Somit hat C' vollen Rang mit Inversem

I
w
—

| o »—A.J>|
|Lget

|
ool»—tc,olH —_
c:l»—-wh—twl‘

1

[\

Die 2. und 3. Zeile von D sind linear unabhangig (da keine vielfachen von einander) wir
bestimmen ein Inverses dieser Teilmatrix und erweitern dieses zu einem Linksinversen von D:

L =21 0 2z, (1 =2/ 1 0) 3% (1 =211 0 z+z 1 0] 3
1 11]01 Lo 3 ]-11 0 1 |—3 3 >o1_§

Somit ist ein Linksinverses von D gegeben durch
1

b -

0 —3

Aufgabe H 48. Invertierbarkeit, Kern, Bild

W o
o O
N———

Es sei
1 1 3 -2
14 3 9 -8 Ax4
A=19 0 1 ax1 |ERT
1l o 20+6 —a+4
Fiir welche @ € R ist A invertierbar? Bestimmen Sie fiir « = —5 das Inverse von A.

Bestimmen Sie fiir @ = 6 eine Basis vom Kern und eine Basis vom Bild von A.

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen direkt die Inverse von A und miissen lediglich jene
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« ausschliessen, bei welchen wir durch 0 teilen mit O ausrdaumen.

11 3 -2 1 000

4 3 9 —8 01 00

2 0 1 a+1 [0 0 10

1 a 2046 —a+4]0 0 0 1

1 1 3 -2 1 0 0 0

Zo—421,%3-221, %0~ 71 0 -1 -3 0 —4 1 0 0
"o =2 -5 a+5 | -2 0 1 0

0 a—1 2+3 —a+6|—-1 0 0 1

1 1 3 -2 1 0 0 0

Z3—273,Za+(a—1)Za 0 —1 -3 0 —4 1 0 0
0 0 1 a+5 6 -2 10

0 0 —a+6 —a+6|—4a+3 a—1 0 1

1 1 3 -2 1 0 0 0

Za+(a—6)Z3 0 -1 -3 0 —4 1 0 0
0O 0 1 a+5 6 —2 1 0

0 0 0 a®>—2a—24[200—33 —a+11 a—6 1

Die Nullstellen von a? — 2ac — 24 sind 6 und —4. Somit hat A genau

fiir & € R~ {—4,6}

vollen Rang, und ist genau dann invertierbar. Fiir « = —5 fiihren wir den erweiterten Gauss-

algorithmus weiter.

11 3 =2| 1 0 0 O 113 -2 1 0 0
0 -1 -3 0] -4 1 0 0 122,11 %4 013 04 -1 0
0 0 1 0 6 -2 1 0 001 0|6 -2 1
0 0 0 11|-43 16 —-11 1 000 1|58 2 -1
100 -2[-3 1 0 0 100052 £ -2
Z1—Z2,722—3273 0 1 0 O _14 5 _3 0 Z14+27, 0 1 0 0 _].4: 5 _3
oo0o1 0 6 -2 1 0 0010 6 -2 1
000 1|58 18 1 1L 0001 =2 £ -1
Somit ist das Inverse von A fiir a = —5 gegeben durch
Son 2
-14 5 -3 0
6 -2 1 0
=43 16 _q1 L
11 11
Fiir o = 6 ist der Kern von A gleich dem Kern von
11 3 =2
0 -1 -3 0
0O 0 1 11
0 0 0 0
was durch Zeilenausraumen zu
1 0 0 -2
0 -1 0 33
0 0 1 11
0 0 0 O
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umgeformt werden kann. Der Kern dieser Matrix ist durch ((2,33, —11,1)") gegeben.
Da die ersten 3 Spalten von

1 13 =2
4 39 —4
201 5
1 56 =3

linear unabhangig sind, und nach Dimensionformel (4.8.17) das Bild Dimension 4 — 1 = 3
hat, ist eine Basis des Bildes durch (1,4,2,1)",(1,3,0,5)",(3,9,1,6)" gegeben.

Aufgabe H 49. Lineare Abbildung, beschreibende Matrix, Komposition

Gegeben seien die linearen Abbildungen a: R? — R?: (z,7)" — (2z+1y,2, —y)", idy: R? —
R?: z — 2 und ids: R3 — R3: 2 — 2. Wir benutzen die Standardbasis E, und eine weitere
Basis B: by := (2,2)", by := (—1,2)" von R?, sowie die Standardbasis F5 und eine weitere
Basis C: ¢; := (1,0,1)", ¢y := (0,1,1)7, ¢3:=(2,0,0)" von R3.

Bestimmen Sie , a, , 5, (id2) E3(id3)c, C(id3>E3 und .

Loésungshinweise hierzu: Fiir die ersten drei Darstellenden Matrizen sind die Vektoren der
Bilder bereits die Koordinatenvektoren beziiglich der Standardbasen. Deshalb geben die Bilder
der Basisvektoren von F5, B und C' die Spalten der beschreibenden Matrizen, welche gegeben
sind durch

2 1 0 1 10 2
EgOZE2 = 1 0 ’Eg(id2)B = (2 2 > ’Eg(id?’)c’ = O 1 0
0 -1 1 10

Fiir die vierte beschreibende Matrix miissen wir die Einheitsvektoren in Ej3 als Linearkombi-
nationen der Basisvektoren von C' schreiben:

1

(17070)T = 5637
1
(0,1, O)T = —c+c+ 568
1
(Oa 07 1)T = (€ — 3C3
2
Demnach ist die beschreibende Matrix gegeben durch
0 -1 1
o, =19 1 O,
2 2 2

-1 -1
= 1 0 @ _21>: 2 -1
3 1
21 5 1
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- Frischhaltebox

Aufgabe H 50. Kreuzprodukt

Es seien
1 4
vi=la|l,w:=[0] eR?
2 3

fir ein € R. Bestimmen Sie das Kreuzprodukt v x w in Abhangigkeit von «. Wie muss «

gewahlt werden damit sin 4 (v, w) = \/g gilt.

Losungshinweise hierzu: Das Kreuzprodukt ist gegeben durch

a-3—0-2 3a
vxw=\[|2-4-3-1]= 5
1-0—4-a — Ao
Es gilt
(sin < (v, w))? o x w|\” 902 + 25 + 1602 2502 +25 a’+1
S1n v, w = = = =
=Y [o][w] (1+a2+4)(16+9) 25021125 a’+5

Die Gleichung 2L = (1/1)2 = { nach o auflésen ergibt o = 1 und somit - € {—1,1}.

1
3
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A. Aulbach, T. Holicki,

O. Dikan, Z. Askarpour, 11. Gruppeniibung zur Vorlesung
. . M. Stroppel
L. Hellebrandt, Hoéhere Mathematik 1
R. A. Lainez Reyes
Wintersemester 2023
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H51. Volumen und Determinanten
Sei a € R. Gegeben seien die Matrix A und die Vektoren u, , v und w durch
2 -1 0 0 1 -2
A=10 3 1], uy=1al, ov=1[0], w=]| 2
4 2 -3 0 3 —1

(a) Berechnen Sie das Volumen des von u, , v und w aufgespannten Spats.
(b) Berechnen Sie das Volumen des von Au, , Av und Aw aufgespannten Spats.

(c) Fiir welche a € R ist das Volumen des von Au, , Av und Aw aufgespannten Spats
gleich 657 Was ist das Volumen des von u, , v und w aufgespannten Spats in diesem
Fall?

(d) Berechnen Sie die Determinante von A. Wie hangen die in (a) und (b) berechneten
Volumina mit der Determinante zusammen?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Das gesuchte Volumen ist der Betrag des Spatproduktes der drei Vektoren. Das Spat-
produkt ist

0 1 -2 0 —6
<ua]v><w):< «Q 0] x| 2 >:< o -5 >:—5a.
0 3 —1 0 2

Das Volumen des Spats ist also 5|c|.

(b) Wir berechnen die Bildvektoren unter der Matrix:

2 -1 0 0 e 2 -1 0 1 2
Aua,= (0 3 1 al = | 3a Av=|0 3 1 O)l=13
4 2 =3 0 2 4 2 =3 3 )

Das orientierte Volumen dieses Spats ist

—a 2 —6 —a 22
(Aug | Av x Aw) = < 3 3 x| 5 = < 3a 32 > = 130a.
2c¢ -5 -1 2a 28

Das Volumen ist also 130|«|.

(c) Das Volumen ist 130|c|, daher muss o = =3 sein. In diesem Fall das orientierte
Volumen des von u, , v und w aufgespannten Spats ist &3, also das Volumen ist 3.
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(d) Wir verwenden mehrfach den Laplaceschen Entwicklungssatz:

= 2(—9 — 2) +4(—1 — 0) = —26.

2
det A =10 _31 ?‘
4

3
2
Die Determinante gibt den Faktor an, um den sich das Volumen des aufgespannten
Spats bei Abbildung mit der Matrix andert. Sei hier V; das orientierte Volumen aus

Aufgabenteil (a) und V5 jenes aus Aufgabenteil (b). Man sieht V, = det A - V; bzw.
130a = (—26) - (—5a).

Aufgabe H 52. Rechenregel fiir Determinanten

Es seien die folgenden Matrizen gegeben:

10 —5 4 1010 t 0 20
2 0 -1 -3 20 30 1 2 6 3|..
A=113 6 5| B=l13 70| “=|¢ o1 offirtek
00 0 -2 0001 B 3 5 4

(a) Berechnen Sie det A und det B.
(b) Berechnen Sie det(1A), det(A+ B") und det(A'B?).

(c) Bestimmen Sie fiir alle ¢ € R die Determinante der Matrix C;. Fiir welche t € R ist C}
invertierbar?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir verwenden mehrfach den Laplaceschen Entwicklungssatz:

-5 4

10
10 —5
9 0 —1 -3 0 —1 2 0
A= 5 & - _—2ig—61_—2(‘3 6‘—5‘1 3‘)——2(3—5-6)—54.
00 0 -2
1010
101
detB=> Y 2 YU_lo o323l o 3322 =_3
13707 g 2 3
000 1
(b) Esist
1 1 54 6 2
det [2A) = A =22_2_=
e(3> sidl=5 =y
Es ist
10 -5 4 1210 9 2 4 4
20 -1 =3 003 0| [20 2 -3
A+B =113 6 s5|Tli37 0|26 13 5
00 0 -2 000 L 00 0 -1
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Also
2 2 —4 4
2 2 —4
w12 0 2 =3 B 2 —4 2 2
det(A+B') = 5 6 13 5 _—13 g 123 _—1<—2‘6 13'—2‘2 GD
00 0 -1

—2((26+24) 4 (12— 4)) = 2- 58 = 116.

Bemerkung: det(A + B") # det A 4+ det B" = det A + det B = 54 — 3 = 51.
Aus der Multiplikativitat der Determinante folgt

) 1 (=3 -3 1
det(A'B*) = —|BpP= "L = =~
et ) =Bl =5 =5 =2
(c) Esist
i zg 2 g 020 £ 00 t? 3 2 3
B3 5 4 3 5 4 [ 3 4

= —2t(4t* — 9) + t(4t* — 9) = t(2t — 3)(2t + 3).

Die Matrix C ist genau dann invertierbar, wenn det C; % 0. Daher ist C; invertierbar
fir t e R\ {0, +3}.

Aufgabe H 53. Blockmatrizen
Fiir N € N ist die Matrix Gy € R2V*2N gegeben:

Ay Ayy oo oo Ay
0 Ay -+ - Agy m? 4 9m 0
Gy = : 0o . - : wobei A, ,, = 1 )
: : n2+3n + 2
0 0 - 0 Awy

(a) Berechnen Sie det(As;5).

(b) Bestimmen Sie det(A,,,,) fir alle n € N und berechnen Sie damit det(Gx).
12
(c) Fir welche N ist det(2Gy) = 5??

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esist

25+ 10 0 35 0
A5,5 = 5 1 = 5 1)
2541542 42

Daher ist det(As5) =355 —0=2.
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(b) Esist
A, n®+2n (1) n(n + 2) 0 n(n + 2) n
n,n = = 1 = = .

Gy ist eine Block-Dreiecksmatrix, somit ist det(Gx) = [[_, det(A,.,) (siehe 4.13.8).
Also haben wir

n N1
n+1 (N+1) N+1

=

det(GN) =

n=1

(c) Da die Matrix Gy € R2VX2N st ist es det(2Gy) = 22V det(Gy) = ]\‘%—il. Es ist klar,
dass N nicht sehr groB sein kann und dass es groBer als 2 ist. Wir priifen also die Werte

von N = 3. 3

) 64 512
N = 3: det(2G3) = 34+41 - }6:416 ;(?.512
N =4: det(2G,) = 4151 = 4—5256: E;’é 3
N'=5:det(2Gs) = 529 = —5— = 5

Daher ist N = 5.

Aufgabe H 54. Matrixnorm und Reihen

(a) Priifen Sie, ob die Matrixnorm von X kleiner 1 ist und bestimmen Sie, falls maglich,
den Wert der Reihe Z;'io X7 fiir jede der folgenden Matrizen X.

1 0 1 1
2 0 0 1

2

(b) Seien a,b,c € R. Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass

k—1

k k j k—j—1
(“ b> _ [t b dle fiir alle k € N gilt.

0 c Jj=0
0 ck

(c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe

26

k=1 j=

Hinweis: Verwenden Sie (a)[(ii)| und [(b)]
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Losungshinweise hierzu:

(@) (i) Esist

X[ = swp | Xol —sup{

vER?, |v|=1

RS
[\DCI‘I»—A
S S

\_/

|
—_
N
=
AN
—_
—

Die Voraussetzung || X|| < 1 in 4.14.2 ist also nicht erfiillt. Trotzdem konvergiert
die Reihe. Es ist leicht durch vollstandiger Induktion* zu beweisen, dass

1
X = 52” fiir j € N.
51
Also
. — 0 0 9
> X = 25] (L Oy, (1
,0_ 2o~ 1 —\0 1 210_11
J= — — — _
525 51—1 2

*Beweis durch Induktion
Die Aussage ist wahr fiir 7 = 1, denn es gilt

1

— 0 1

-0
521 _ |5 _x
F 0 2 0

@ Die Aussage ist wahr fiir 7.
@ Wir miissen zeigen, dass die Aussage fiir j + 1 wahr ist, wenn sie fiir j wahr

ist: .
1 1 J 1
L N[ = o —
Xj+1 — XX] @ 5 5-7 _ 5.7
2 2
2 = 0 5 0

Damit ist die Behauptung fiir alle 7 € N bewiesen.
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(ii) Esist
i g rie ()41
veER2 |v|=1 —1Z0,51 502
1 31 + 4vg > 9
EE}EQ{‘( G ) ’ et
1
=— sup \/921% + 240105 + 1603 + 3603 | v} =1 — 03
12 <1
V9+24+16+36 8 10
< = < —<1
12 12 12
3 N s
Nach 4.14.2 gilt " X7 = (B, — x)~' = [ 4 | — (3 9
J=0 0 5 0 2

(b) Die Aussage ist wahr fiir £ =1, denn es gilt
0
al bZajcl*j*1 _(a ba®®\  fa b
=0 S \0 ¢ ) \0 ¢)°
0 ct

@ Die Aussage ist wahr fiir k.

@ Wir miissen zeigen, dass die Aussage fiir £ + 1 wahr ist, wenn sie fiir k£ wahr ist:

k—1
a b\ _(a b\ [a b F @ (a b ak bZajck*j*1
0 ¢ - \0 ¢/ \O0O ¢/  \O ¢ =0

0 cF

k-1
a1l (ck +a Z ajck_J_1>

J=0
0 Ck+1
Es ist
k—1 k—1 k k
Ck + aE ajck—j—l _ Ck + E ag—l—lck—(]-‘rl) _ Ck + E amck—m _ § amck—m.
7=0 7=0 m=1 m=0
Daher ist
(k+1)—
a b\ a*tt b g aj (k+1)—
0 c
0 CkJrl

und damit ist die Behauptung fiir alle £ € N bewiesen.
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(c) Wir setzen a = }l,b = % und ¢ = % in und betrachten die Summe von k£ = 0 bis
oo, dann gilt
11\ F 11\ ° 11\ *
4 3| _[4 3 4 3
k=0 \ 0 L 0 1 +; 0 1
2 2 2

—~

Q

=
O Wl
NN ©| o

Daher ist die Summe

e

>

k=1

Neliee

SOLON

<.
I
o
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Aufgabe H 55. Basen
Gegeben seien die Basis B von R’ und die Vektoren v, ej:

0 0 0 5 4
0 3 0 0 0
B: bi=|-1|,b:=10],05:=]10],by4:=|3]|,0b5:=1] 2
0 2 0 1 -1
0 0 1 0 0

v=4,3,2,1,0)", e3=(0,0,1,0,0)".

Bestimmen Sie den Koordinatenvektoren v

sUs pes und (v — 2e3).

Losungshinweise hierzu:

4 0 4 0
3 3 0 1
Esistv=|2|=0]+ ] 2 | =0by+ b5. Daher ist =10
1 2 —1 0
0 0 0 1
0 0 -1
0 0 0
Esistes=|1| =—-1] —1| = —b;. Daher ist ze3=10
0 0 0
0 0 0
0 —1 2
1 0 1
Esist j(v—2e3) = ;v —2e3=|0| =2 0 [=]0
0 0 0
1 0 1

| Bemerkung: B ist keine orthogonale Basis. Es ist beispielsweise b - by = 2 #0.
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L. Hellebrandt, Hohere Mathematik 1
R. A. Lainez Reyes

M. Stroppel

Wintersemester 2023

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Ld&sungsverhalten von LGS
Gegeben seien die Matrix A(t) € R*** und der Vektor b(t) € R* mit

10 1 -2 !
0 t—-1 0 2

AD=11 o t+3 -3 | MU= 40
2 t—1 t  —t+3 o — 1

in Abhangigkeit von ¢t € R.
(a) Wenden Sie das GauBsche Eliminationsverfahren auf das Gleichungssystem A(t)x = b(t)
an (Dreiecksform geniigt).

(b) Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von ¢ den Rang der Matrix A(t) sowie die Dimension
des Losungsraumes des homogenen linearen Gleichungssystems A(t)x = 0.

(c) Fiir welche Werte von ¢ ist das inhomogene Gleichungssystem A(t)z = b(t) l6sbar? Fiir
welche t ist die Losung nicht eindeutig?

(d) Bestimmen Sie fiir einen Wert von ¢ aus (c) fiir welchen die Losung nicht eindeutig ist
die Lésungsmenge von A(t)x = b(t).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir wenden das GauBsche Elimintationsverfahren auf die erweiterte Koeffizienten Matrix

an:
1 0 1 -2 t 1 0 1 -2 t
0 t—1 0 t -2 Z3—21,Z4+271 0 t—1 0 t -2
1 0 t+3 -3 t+1 0 0 t+2 -1 1
-2 t—-1 t —t+3|2t—1 0 t—1 t+2 —t—14t-1
1 0 1 -2 t
Za—Z 0 t—1 0 t —2
0 0 t+2 —1 1
0 0 ¢t+2 —2t—1|4t+1
1 0 1 21t
Za—Ts 0 t—1 0 t |2 A /
o 0 t42 -1 1 |TAOIVE)
0 0 0 —2t | 4t

(b) Auf Grund der Dimensionsformel summieren sich der Rang der Matrix mit der Dimension
des Losungsraumes des homogenen Gleichungssystems auf 4. Der Rang von A(t) ist
gleich dem Rang von A’(t). Diese Matrix hat vollen Rang 4 wenn alle Diagonaleintrage
ungleich 0 sind, und Rang 3 wenn einer der Diagonaleintrage 0 ist. Somit hat A Rang
3 wenn t € {—2,0,1} wodurch die Dimension des Losungsraumes 1 ist, und A hat
Rang 4 wenn t € R~ {—2,0,1} mit trivialen Losungsraum.

(c) Wenn A vollen Rang, ist die Matrix invertierbar. Dadurch gibt es genau eine Losung,
insbesondere ist das Gleichungssystem I6sbar. Fiir t € {—2,0,1} gibt es entweder keine
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Losung, oder der Losungsraum ist ein affiner Raum mit Dimension 1. Wir betrachten

die umgeformte Erweiterte Koeffizienten Matrix aus Teil (a). Fir ¢t = —2:
10 1 —=2|-=2 1 0 1 —2|-2
0 =3 0 =2| =2 | z+4zs 0 -3 0 —-2|-2
0 0 0 —-1]1 0 0 0 —1] 1
0O 0 0 4 |-8 0 0 0 0|4
Betrachten wir die letzte Zeile sehen wir, dass dieses Gleichungssystem keine Losung
hat. Fiir t = 0:
1 0 1 =210
0 -1 0 0 ]-=2
0 0 2 —-1]1
0O 0 0 01]O0
Dieses Gleichungssystem ist l6sbar, doch die Losung ist nicht eindeutig. Fiir ¢t = 1:
101 —-2]1 101 =2|1
000 1 |-2 Ziv2z, | 0 0 0 1 [ =2
003 —1|1 003 —1|1
000 =24 000 010

Durch vertauschen von Zeilen und Spalten (der linken Seite) bringen wir die erweiterte
Koeffizienten Matrix auf die Form

11 -2 0] 1
03 -1 01
00 1 0|-2
00 0 0]O0

Dieses Gleichungssystem ist Iosbar, doch die Losung ist nicht eindeutig.

(d) Sowohl t =0 und ¢t =1 erfiillen die Anforderungen. Fiir ¢ = 0: Wir formen weiter um

1 0 1 =20 101 =20
0 -1 0 0/]-2] 124z (010 0]|2
00 2 —-1]1 "l oo L
00 0 010 000 010
100 32|31

Z1—Z3 01 0 0| 2
5001*715

000 0[O0

Eine spezielle Losung ist durch (_71,2, %,O)T gegeben, wahrend die Losung des homo-

genen LGS durch {(30,0,1a,a)" | @ € R} gegeben ist. Somit ist die Lésungsmenge
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von A(0)z = b(0) gegeben durch {(5 + 30,2, 3(1 +a),a)" | @ € R}. Fiir t = 1:

101 —=2]1 101 0|-3
000 1]-2 Zs+ 70,2142 000 1|-2
003 —-1]1 00 3 0]—-1
000 O 00 0O0| O
1 000 %8

21— 373,573 000 1]-2

"l oo1o0]3

00 0O0]O0

Eine spezielle Lésung ist durch (52,0, =1, —2)" gegeben, wihrend die L&sung des homogenen
LGS durch {(0,a,0,0)" | o € R} gegeben ist. Somit ist die Losungsmenge von A(1)z = b(1)

gegeben durch {(Z, 0,3, -2)" | @ € R}.

Aufgabe H57. LGS

Es seien
1 10 1 2 0 3
-1 02 -1 0 2 ax6 .. |0 4
A: 1 00 1 -10 e R*¥™® b= 9 e R*.
0 24 —-1 5 5 5

(a) Was ist der Rang von A und wie hangt dieser mit der Dimension des Ldsungsraumes
des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0 zusammen?

(b) Bestimmen Sie alle Lésungen = € RS des linearen Gleichungssystems Az = b.
Loésungshinweise hierzu:

(a) Wir I6sen das lineare Gleichungssystem und bestimmen in Folge dessen den Rang von

10 013 1 1 0 1 2 0 3

-1 02 -1 0 2|0 Zo+71,7Z5— 71 o 1 2 0 2 2|3
1 00 1 -1 0(2 O -1 0 0 -3 0|-1
0 24 -1 5 515 0 2 4 -1 5 5|5
110 1 2 0 3

Z3+Z2,24—27 012 0 2 2| 3

00 2 0 -1 2| 2

000 -1 1 1|-1

Wir sehen, dass A vollen Rang 4 hat. Die Dimension des Lésungsraumes des homogenen
LGS ist laut Dimensionsformel gleich der Differenz der Anzahl Spalten von A und dem
Rang von A. Somit ist die Dimension 6 — 4 = 2.
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(b) Wir fiihren die GauB-Eliminierung aus Teil (a) fort:

110 1 2 0] 3 110 0 3 1] 2
012 0 2 2|3 T+ 24,7273 010 0 3 0|1
002 0 -1 2|2 002 0 -1 2|2
000 -1 1 1|-1 000 -1 1 1|-1
1000 O 11

Zl—ZQ,%ZBH—lZAL\ 0100 3 011

0010 5 1/1

0001 -1 —-1/|1

Fine spezielle Lésung ist gegeben durch (1,1,1,1,0,0)". Die Lésungsmenge des homo-
genen LGS ist gegeben durch
( —/8 3\

—3a

lo— 3

2

o+ 3 |, €R

o

(\ 0 J
Somit ist die Losungsmenge des inhomogenen LGS Ax = b gegeben durch
( 1 o ﬁ
1 -3«
14 %oz -
l+a+p
o)

( p J

|, BER

Aufgabe H58. Gram-Schmidt, Isometrie
Gegeben seien die Matrizen

1 0 0 0 -1 0
A1:<_1 0)7 A2:(1 1)7 A3:<0 ﬁ)7
mit 3 € R, > —1, und der Vektorraum U = L (A, A5, A3) mit Skalarprodukt (A|B), =
Sp(A'B) (Definition 5.6.19) und |A|y = \/{A[A), fir A,B€U.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Verfahrens von Schmidt eine Orthonormalbasis von U'.

Hinweis: Der Gram-Schmidt-Algorithmus funktioniert auch fiir Matrizen, wobei das in-
nere Produkt fiir Vektoren durch das hier angegebene ersetzt wird.

(b) Sei T: U — R* eine lineare Abbildung, so dass

1 0 —1

1 —1 1 1 1 0

T(A) = il o | T(Ay) = s o] T(A3) = Jiid| o
0 1 3

Bestimmen Sie  so, dass T eine Isometrie ist, also |M; — M|y = |T' (M) — T'(Ms)|
fiir alle My, M, € U gilt.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Mit Gram-Schmidt:
Es ist

1 -1
(A | A1>U = Sp (AIA1> = Sp <_1 ) ) =2,

also normieren wir

Berechnen Sie nun

By = Ay — Sp(BT Ay) B,
E? ‘%jp((ia ()é o) ()5 (o)

00 1 0

=1 1)732 21 0

Es ist

also normieren wir

Das Verfahren liefert fiir den dritten Vektor:

(Bi| As), = Sp(By As) = %Sp (_01 _Oﬂ) = —%,
(B | Az}, = Sp(B; As) = %Sp (_0% %) = Lz <5 - %) :

und

Bs = As — Sp(BY A3) B, — Sp(BY A3)B,
-(v 9)- () (B) (4 9)-%0-3)

1 /=(B+1) 0
_§<—</3+1> <6+1>)‘

Somit erhalten wir den 3. Vektor

(B:|B) =sp(B}B,) = L3+ 1)
so dass
5= (00)

Die Orthonormalbasis ist

(20,9 269 20}

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 80




12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1
ma 0

. mq 0 . .
(b) U = {<m2 m3> my, Ma, M3 ER}. Sei M = (mz -

dass M = a1 Ay +asAs +azAs. Vergleicht man beide Seiten dieser Gleichung, so ergibt
sich folgendes lineares Gleichungssystem:

) € U, und ay,as, a3 so

1 0 —1 aq my
-1 1 0 a9 = meo
0 1 p as ms3

Losen wir dies nach ai,as und ag auf ist

ai 1 ﬁ -1 1 mi
=8 B 1] |[m
as 6+ 1 -1 -1 6 ms
Damit gilt
T(M) = CllT(Al) + CLQT(AQ) + CL3T(A3)
1 0
_muf—ma+my 1 -1 mif+mef+mg 1 1
CENES Frl VEiL|0
0 1
-1
4 —Mmq — Mo + M3 1 0
B+1 VB+1| 0
p
mi(1+ 5)
B+nz| 0 )
m3(1+ 3)
und |T'(M)|? = ﬁ(quLm%—i—mg). Da |[M|* = m2+m3+m3 ist, gilt |T(M)| = | M|
genau dann, wenn \/6;? =1, also fiir # =0.

Aufgabe H59. Drehungen und Isometrien

Gegeben seien die Matrix
aip 0 a3
A= 0 929 0

mit a;; € R, 1 < 4,7 < 3, und der Vektor

(a) Fir a; = ‘/75 und aze = 1 bestimmen Sie a;; € R, 1 < 4,5 < 3 so, dass A eine

Drehung um einen Winkel ¢ € (0, 7) ist. Bestimmen Sie auBerdem ¢.
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(b) Bestimmen Sie anhand der Werte aus Teil (a) die Fixpunktmenge {z € R | Az = z}.
(c) Betrachten Sie T: R® — R? mit T'(v) = Av+b fiir v € R®. Fiir ay; = ag3, a;3 = —az
und as; = 1, bestimmen Sie {(a11,a13) € R x R| T ist eine lsometrie}.

(d) Fiir a1y = asz, a;3 = —aaz, a3, +aj; = 1 und agy = a bestimmen Sie die Menge
{veR?| |Av] =|v]}.

Hinweis: Die Antwort ist von « abhangig.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Vergleiche mit

Daraus folgt ass = aj; = %g a3 = —%, az =1 und p =
(b) Lésen Sie (A—I)z =0, mit 2’ = (21 x> z3):
-1 0 % \/5 2 0 -1
0 0 — 0 0
1 V3 _ _
;0 ¥ 0 vV3-2
1 1
10 -7 10 e
—=10 0 0 —- 10 0 0
1 0 vV3—-2 00 vV3—2+ f -
Dies bedeutet x3 = 0, und x; = ﬁg = 0. Damit ist die Fixpunktmenge gegeben
durch
{x€R3| xlzxgzo,xQGR}.
(c) T ist eine Isometrie, wenn |T'(u) — T'(w)| = |A(u — v)| = |u — v| gilt. Wir Iésen
|A(w)| = |w|, wobei w =u —v € R3:
a1 wi + a;3ws a1 wi + azws
A’LU = Wo = Wa )
az wy + az3ws —@13W1 + a1 w3

2
|Aw|* = (a,w? + 2a11a13w1ws + aizw3)
2
+ wy
2 2 2
+ (aj — 2a11 413w W3 + ajsws)
2 2\, .2
(an + a13)w1 + w2 + (aq; + ay3)ws.
Aus |w|? = w? + w3 + w3 folgt a?, + a?; = 1. Daher ist T' eine Isometrie fiir
2 2
{CLH,CI,13 S R‘ aiq + ayjz3 = 1} .
(d) Sei o = (vl Vg Ug). Dann ist
2 2 2 2 2
|Av|® = a7,v] + 2a11a130103 + a7305
+ 0421)3
2
= v} + vy + 3,

2 _ 2 2 2
|* = v{ + vy + v3.

lv
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Im Fall & = +1, ist die gesuchte Menge der ganze R?, ansonsten ist sie {v eR ‘ Vg = 0}.

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 60. Nullstellen von Polynomfunktionen

Bestimmen Sie alle Nullstellen folgender Polynomfunktionen p: C — C: z — p(2).
(@) pi(z) =24 +22° —2 -2 (b) pa(2) =22+ (2+2i)z+2i+1

Hinweis: Die Mitternachtsformel kann auch fiir Polynome iiber C angewendet werden.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Einsetzen der ganzzahligen Teiler von 2 liefert die Nullstellen —2 und 1. Polynomdivision
ergibt 2t +22% — 2 —2 = (2 —1)(2+2)(2*+ 2+ 1). Die Mitternachtsformel liefert die
Nullstellen —1£/3 —1=v5i fiir den dritten Faktor.

(b) Die Mitternachtsformel (oder dhnliche Methoden) liefert die Nullstellen —1 — i +
VL= —2i—1=—-1—-i+2i—-2i—1=-1, -1—i—/(1+i)2-2i—1=
=11 =%

& J
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Konjugierte Matrizen

Gegeben seien die Matrizen

1 0 20 -5 2 32 12
0 -2 0 3 11-19 4 28 —12
A=13 0 40| P=9|-10 —1u 1 6 |’
0 —4 0 1 18 —18 9 36
und die Orthogonale Matrix

2 =2 1 0
112 1 =20
=510 0 o 3
1 2 2 0

(a) Uberpriifen Sie, ob B konjugiert zu A.
(b) Sei
b'=(7 3 1 7).
(i) Bestimmen Sie die Loesung des lineare Gleichungssystems Ay = ¢, wobei ¢ = T.
(ii) Bestimmen Sie die Loesung des lineare Gleichungssystems Bz = b.
Hinweis: Sei y = Tz in (i).
Lésungshinweise hierzu:
(a) Das T ist orthogonal ist, gilt 7" = T~".

1 0 20 2 -2 1 0
Tom 1|0 =203 /1\[2 1 —20
FAT=T"13 ¢ 4 0 (5) 00 0 3
0 —4 0 1 1 2 2 0
2 2 01 2 -2 1 6
C(IN[-2 1 0 2| /1\|-1 4 10 0
- \3 1 -2 0 2|\3 6 —6 3 12
0 0 30 7 -2 10 0
-5 2 32 12
C1f-19 4 28 —12
“9|-10 —14 1 6
18 —18 9 36
— B.
(b) (i)
2 2 1 0\ /7 9 3
112 1 =2 0] (3 1115 5
c=Tb=x1y o o 3|1l 3]2|" |7
1 2 2 o) \7 15 5
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Wir l6sen Ay = ¢ durch direkte Inspektion: Durch Beobachtung

(ii) Es ist
Br =T'ATo =T ' ATx = b= TT ATz = Th = ATz = Th = c.

Daher ist T2 = y und somit x = T~ 'y = Ty,

29 2 01 1
oo 12 1 0 2|1
r=Ty=311 5 9 1
0 0 30 1
1
=501 -15 3)

Aufgabe H 62. Komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren
Geben die Matrix

1 1
zn 00
4 1 9 0
A: \65 \65 2 1 €R4X4.
4
00 % =

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren von A.

(b) Sei n € N, n =2, B eine (n x n)-reelle Matrix mit Eigenwerte A = a +ib, a,b € R
und die entsprechende Eigenvektoren u = v + iw, mit v,w € R™. Bestimmen Sie Bv
und Bw bezuglich a,b,v und w.

(c) Sei
1 1 -1 0
0O 0 -4
mit Eigenwerte \; = —2, \y = %(1 +4) und A3 = Ay, und die entsprechende Eigen-
vektoren
0 i
up =10 Uy = L 1 U3 = Ug
1 — ) - ) - .
1 V2 \g

Schreiben Sie Ay = as + boi, ug = vo +woi, und sei T'= [ug; vy wsy|, die Matrix mit
den Spalten uy, vo und wy. Mit Hilfe des vorherigen Teils, bestimmen Sie (), so dass
CT=TQ.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen die charakteristisches Polynom von A:

1 1
5 5 0 0
L L -Xx 0 0
det(A — X)) = det \65 V2 0 S .
TG
0 0 = -

2 21 1 _ 1 .
<(%—>\) —I—g) :0:>)\:%(2+Z),>\:ﬁ(2—2)-

Wir berechnen die Eigenvektoren: wir I6sen A — Al = 0 fiir jede Eigenwerte.

e Mit A=0:
%5 55 0 0 110 0
o 00 fooo o
2 1 1
oo 2 oo
0 0 % = 2
Die Eigenraum ist
1
-1 eRN0
C O & AN
0
o Mit A =+/2:
1 1
VoV 0 0 1 -1 0 0
% —» 0 0 Lo 0 0
2—/10 1
A R L
1 2—+/10 _
00 F 5
1 -1 0 0
00 0 0
— 1
0 1 e
15—4+/10
0 0 =0
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Die Eigenraum ist

1
c 1 eERNO
0 C AN
0
OMIt)\:\/Lg(Q—i-Z)
L - L(244) X 0 0 1 V5 0
Vi LYy V5 2va Vo
7 A 00 o Gy 0
7 1 3
0 0 VY 0 0 - —1
1 7
0 0 = -= 0 0 0 0

oo = V5 — 2v/2 — /26 —

5)
V5o vail "

Die Eigenraum ist

ceRN0

= . OO

e Mit \ = \%(2—2’), konnten wir l16sen A — \%(2—@')] =0, aber dTas ist nicht nétig,

da A eine reelle Matrix und nach Lemma 6.1.9 o = (0,0,4,1) ein Eigenvektor
von \ = \/Lg(? +1i) = \%(2 — 1) ist. Deshalb die Eigenraum ist

0
c —Oz ceRNO0
1
(b) Fiir Eogemwerte A\ = a + ib und Eigenvektor e = v + iw gilt
B(v +iw) = (a + ) (v +iw) = av — bw + i(bv + aw),
so dass

Bv = av — bw
Bw = bv + aw.

(C) CT = [Cu1 CUQ ng} = [)\1@61 agV9 — b2w2 a2V + bQUJQ], oder

A0 0
CT=1Juy vy wo]| 0 ay by,
0 —b2 (05}
so dass
-2 0 0
a={0 1 !
o 3 ]
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Aufgabe H 63. Koordinatensyteme

Seien F, G affine Koordinatensysteme und E das Standdardkoordinatensystem. Gegeben seien
die Punkte

P=(10-1), Q=(- 4—2) R=(-72-1)", S=(- 4—1)
Q= R &S =

T T
LP=(000), Q=(101), —(200), (1 -11),
-2 3 2 1
sowie die Koordinatentransformation F/{E:R3—>R3:v»—> -6 4 8 |v+]2
3 -4 -3 0
(a) Bestimmen Sie F, G und _r.
3 —% 2 i
(b) Sei a: R* — R3: v 2 —1 4 |v. und gP = (1,2,1)". Bestimmen Sie
1
1
2

a(GP).
Lésungshinweise hierzu:
(@) Sei F = {br; f1, fo, s}, G ={bg, g1, 92,93}, phip = F'v+bp, pr, =Gv +bg.
e Wir haben k= F~'o — F~'bg, mit

-2 3 2 1
Fl=|-6 4 8|, —F'g=1|2
3 —4 -3 0
Daher ist
10 ; 8 1 —11
F=|3 0 2|, g=—F"'[2]=]| -3
6 % 5 0 -7
Wir erhalten f1, f5, f3 aus den Spalten von F':
10 : 8
h=|3], f= (1) , =12
6 5 5
—11 10 : 8
F = =3 1:131].,10],1]2
-7 6 % 5
e Fiir v € R, ¢q,09,c3 € R, schreiben wir v = ¢1g1 + ¢392 + 393 + bg. Wann
v=g P,
&1
Co = (G,P.
C3
Dann g P = 0g; + 0gs + 0g3 + bg, so dass
1
bo=1 0
-1
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Ahnlich haben wir

—4

geR=1| 2 | =291 +092+0g3+bg = g1 = | 1

-3
Q= | 4 191+092+193+b<@=>93(3 ,
-1
2
0

—2
-5
pS=| 4 | =1g1—ga+g3+bc=g2= ;
-1 —1
1 —4 2 0
G = O l:{11],101],]3
-1 0 1 1
e Durch den Vorschlag 5.7.9, k. = K0 K,
-2 3 2 —4 2 0 1 1
(5g)v -6 4 8 10 3 v+ 0 + |2
3 —4 =3 0 -1 -1 -1 0
1 -6 7 -3
=128 —-20 4 Jv+ | —-12
—-16 9 =9 6

(b) Sei EK;G(U) =Gu+bg, mit G=1[g1 g2 gs]. Daher ist

3 —4 2 0 1 1 1
P=11 0 3 21+ 0| =14,
0 -1 -1 1 1 —4
und
) 3 -1 2 1 —7
aPg)=1[2 -1 4 4 | =|-18
-2 -1 1)\ 0

Aufgabe H 64. Eigenvektoren, Diagonalisierbare Matrizen und Funktionen

Gegeben sei Matrix
0

0 0

O N

A=

D=

v O O

(a) Bestimmen Sie (\;,u;), i = 1,2,3, die Eigenwerte und Einheitsnorm-Eigenvektoren von
A, mit )\1 é )\2 § )\3.
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(b) Sei T' die Matrix mit den Spalten wq,us, us, in dieser Reihenfolge, und D die Diago-
nalmatrix mit Ay, Ao, A3 in dieser Reihenfolge, in der Diagonale. Uberpriifen Sie A =

TDT".
(i) Gegeben sei das Polynom p(x) = z°® + 2° + . Bestimmen Sie p(A).
Hinweis: Es ist A=TDT".
(i) Sei B=1—A, S(n)=>_, A% und S =lim,, S(n). Bestimmen Sie BS.
Hinweis: P47 oder Teleskopsumme.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen die Eigenpolynom von A:

-2 0 :
det(A— M) =det| 0 —-X—1 0
. 0 -

on(4-)ennon () ()

Jetzt I6sen wir es det(A — AI) = 0, und wir bekommen Ay = Ay = —3, A3 = 3. Jetzt

berechnen wir die Eigenwerte:

e Mit )\:—%,
1010 1010
0000 |]—=]000]|0
20 2/0 0000

Die Losungmenge ist

Wir wahlen
1 0
1 0 U 1
Uy = —= ) 2 =
V2 \ g 0
oMit)\:%,
—% 0 % 0 1 0 =110
0O -1 010 — 01 010
% 0 —% 0 00 010

Die Losungmenge ist
{(vl,vg,vg) ’ v =v3, 09 =0 € R} )
Wir wahlen

ug=—=10
3\/51
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Dann
1
1 1
()\luu1> - _57_2 (01 )
1 0
(>\27u2)_ _57 1 )
0
1
()\3,U3)— o 0
1
(b) Wir haben
1 1 0 1 -1 0 0
T=—0 v2 0], D==|0 -1 0
\/§ 1 0 1 0 0 1

(i) Durch Aufgabe P47(a) wissen wir, dass A" = TD"T",

somit p(A) = A® + A5 + A = T(D® 4 D° + D)T". Daher ist

L[t 01
pA)=—72(0 V20
V21 o 1
R R I :
(—=3) +(=3)" +(=3) e s 1
0 (3) + () + (=3
L [t o
X — 10 \/§ 0
2\1 0o 1
(1 01\ /=g 0 0\ /1 0 -1
=510 v20 0 -2 00 v2 0
—1 0 1 0 0o = 1 0 1
L1 0 34
=—10 =33 0
64\sy o0 1
(ii) Es ist (sieche P47(b))
n n ZZ:()/\]f 0 0 .
=> AF=T> D'T'=T 0 S b 0 T".
k=0 k=0 0 0 o b
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Wir berechnen

di(n) =) A =
k=0

dy(n) := éx’; -2 (1 - (—%)nH) ,

n -t 11— ()™ 1\
— ko 3 2 _
dyn) = Y N = 5 2, 1_(§>
k=0 2
Dann
1 1 0 1 di(n) 0 0 1 0 -1
-1 0 1 0 0 ds(n) 1 0 1
di(n) + ds(n) 0 —dy(n) +ds(n)
—d1 (n) + d3(n) 0 d1 (Tl) + dg(ﬂ)
Wir berechnen die Grenzwerte:
. . 2 " 2
g, hiln) = Ty ) = e 3 (1 (-3) ) )
1 n+1
J:%d3<”>=2<1—(5) >:
Dann . .
1 (3 0 3 1 4 0 2
3 03 2 0 4
Schliesslich berechnen wir
1 0 —% 1 4 0 2 1 00
BS=(I-A4)S=(0 2 0 (§> 020]=(010
-3 0 1 2 0 4 001
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Alternativ Wir haben

BS=(I—-A)S=(—-A) lim S(n)

n—oo

= Jim (1 ~ A)S(n)

= lim (I — A) ) A*
n—oo
k=0

= lim ) (1 — A)A*
n—oo
k=0

n
= lim § jA‘f—A‘f+1
n—od
k=0

= lim I — A"}
n—oo
=171 — lim A™,
n—oo
Wir berechnen
lim, o (—2)"" 0 0
nh_g)lo D = 0 lim,, oo (—%) 0 o
0 0 lim,, oo (%)
0 0O
=10 0 O
0 0O

Dann ist es lim,,_,o, A" =0, so dass BS = I gilt.
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Aufgabe H 65. Komplexe Zahlen und Teleskopsumme

Sei 21:% und 2z = 1+ 1.

(a) Bestimmen Sie

(b) Bestimmen Sie

242k 242+2k)

k=3
Schreiben Sie |hre Antwort in das Formular bj:ic + efz.f.
Lésungshinweise hierzu:
(a) § §
(1 o Z) zk _ zk . k‘k+1 —1— Zk+1
k=0 k=0
daher . -
Sk 1— ZlJr
1—=2
k=0
Wenn z = z; = %
1 2(2 + 4) 1

und

(b) Teleskopsumme:

15 15

1

1 1 1
Z(zg—Qk_2+z§—2k) __Z<z§+2

(k+1) 22+2k

k=3 k=3
- 1 N 1
25+32 2246

1

1

T2 +6  2i+32

)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 66. Diagonalisierbarkeit

Gegeben seien

-1 3 -1 1 4 2
A=|-3 5 -1 B:=101 -1
-3 3 1 00 3

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdaume von A und B.

(b) Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie, wenn moglich, fiir X € {A, B} jeweils eine reguldre Matrix .S und eine
Diagonalmatrix D, so dass S™1X S = D gilt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) MatrixA
Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

Xa(A) = det(A — \Ej3)
=(—=1-N)[G-XN10=XN)+3]+3[-3(1—X) =3 —1[-9+3(5 — )]
=N +5)\ -8\ +4

Die Nullstellen dieses Polynoms (die Eigenwerte von A) sind
A1 =1 und Xy =2 mitden algebraischen Vielfachheiten e; =1 und ey =2.

Die Eigenvektoren vy zu diesen Eigenwerten erhalt man durch Losen des entsprechenden
LGS
(A - /\kE3)Uk = 0, k= 1, 2.

Fir Ay = 1 erhalten wir

-2 3 -1 0
-3 4 -1 Jvu=|( 0|,
-3 3 0 0
woraus folgt
1
V1 = t 1 s teC
1
Als Eigenraum erhalten wir
1
V(1) =1L 1
1
Analog ergibt sich fiir \y = 2:
-3 3 -1 0
-3 3 -1 Jvu=|0
-3 3 -1 0
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Wir erhalten
1 -1
vp=s| 1 |+t 01|, steC.
0 3
Als Eigenraum erhalten wir
1 -1
V(2)=L 1], 0
0 3

Matrix B
Das charakteristische Polynom der Matrix B lautet

xB(A) =det(B — AE3) = (1= A)(1=A)(3 =)
Die Nullstellen dieses Polynoms (die Eigenwerte von B') sind
A =1 und Xy =3 mit den algebraischen Vielfachheiten e =2 und e3=1.

Die Eigenvektoren vy, zu diesen Eigenwerten erhalt man durch Losen des entsprechenden
LGS
(B - )\kEg)Uk = O, k= 1, 2.

Fir Ay = 1 erhalten wir

04 2 0
00 -1 Juu=1| 0 |,
00 2 0

woraus folgt

Als Eigenraum erhalten wir

=
=
I
-
— ~/ —
o =

0
Analog ergibt sich fiir Ay = 3:
-2 4 2 0
0 —2 -1 Vg = 0
0o 0 0 0
Wir erhalten
0
Vo =1 —1 s teC.
2
Als Eigenraum erhalten wir
0
V(3) =L -1
2
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(b) Die Matrix A ist diagonalisierbar, weil sie 3 linear unabhingige Eigenvektoren hat.
(Aquivalent: die Summe der geometrischen Vielfachheiten ist gleich 3).
Matrix B ist nicht diagonalisierbar, weil die Summe der geometrischen Vielfachheiten
ihrer Eigenwerte ist gleich 2 < 3. Es gibt nur 2 linear unabhangige Eigenvektoren.

(c) Die Matrix S, die aus den Eigenvektoren besteht, erfiillt D = S~'XS, wobei die
entsprechende Diagonalmatrix D die Eigenwerte auf der Diagonalen in der richtigen
Reihenfolge hat.

Fiir Matrix A:
1 -1 1
S = ('Ul,Ug,Ug) = 1 0 1
1 3 0
1 00
D=(A,A,23)=1(0 2 0
0 0 2

Da Matrix B nicht diagonalisierbar ist, gibt es keine entsprechenden Matrizen S und
D fir B.

Aufgabe H 67. Verallgemeinerte Fibonacci-Folge
Die Folge (f,)nen sei rekursiv definiert durch

fl = 2, f2 =tc R, fn+2 = anJr]_ — 2fn fur n g 1.

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A so, dass fiir alle n = 1 die folgenden Gleichungen gelten:

fn+1) (fn+2) n (t) <fn+2>
< fn fn+1 o 2 fn+1
(b) Bestimmen Sie eine Matrix T so, dass T~' AT Diagonalform besitzt.

Bestimmen Sie A™ fiir n € N.

(c) Bestimmen Sie mit (a) und (b) eine geschlossene Formel (ohne Rekursion) fiir f,
beziiglich t € R.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir finden eine Matrixbeschreibung fiir die Folge f,,, indem wir die Gleichung

A (f’}ZI) = (;:i) |6sen. Wir nehmen an, dass A = (CCL Z) )
Dann gilt
) D)) (527
Jr c d fn Jn1 Jns1

Hieraus folgt: a =3, b= -2, ¢c=1,d=0und A= G’ _02>
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(b) Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte von A:
det(A—AEy) = (3— \)(=A) +2=X2 -3 +2=(A—2)(A - 1).

Die Eigenwerte sind also 2 und 1.
Wir bestimmen die Eigenrdume (sie sind alle eindimensional):

(A= 2E3) = 0 ergibt: { . 8 } . Folglich: V(2) = L (G)) .
(A— FEy)z =0 ergibt: { ? :f 8 ] . Folglich: V(1) =L (G)) :

Die Matrix T, gebildet aus den Eigenvektoren von A, ist

T:G f)

Die entsprechende Diagonalmatrix ist D = ((1] g) :

(-1 2
g _<1 -1

und A=TDT ' = A" = TD"T~'. Daher ist

o (L2) (1 0N (—1 2 _ (1 2wy 12 (2o 22
“\1)\o 22\ —1)7\1 o2 J\1 1) T \2n—1 220 )¢

(c) Wir haben

(1) = 2t —1 22T\ e\ ((t—=2)2"T A —t\ ([ fare
2\ 2n—=1 2-2" J\2)  \ (t—=2)2"+4—t ) \fan1

und somit ist

Es ist

fo=0t—-22""1+4 -t
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Aufgabe H 68. Quadriken und Hauptachsentransformation
Gegeben sei die quadratische Form

1
¢ R =Rz q(x) = 51‘% + 67179 + 67123 + 127513 + 1073,

(a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A € R3*? mit ¢(x) = 2" Az. Entscheiden
Sie, ob ¢ positiv definit, negativ definit oder indefinit ist.

(b) Bestimmen Sie den Typ (kegelig, parabolisch, Mittelpunktsquadrik) der Quadrik @ =
{z eR® | q(z)—Tzo+ Lzs — I =0}.

(c) Berechnen Sie eine euklidische Normalform von Q.

(d) (i) Geben Sie ein Koordinatensystem an, in dem () diese euklidische Normalform hat.
(i) Klassifizieren Sie die Quadrik in [(c) weiter nach 7.3.7/7.3.8.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
$ 33
q(z) = 2" Az, wobei A=1[3 0 6
3 6 10

Wir erhalten die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

I-x 3 3
Xa(A) =det(A—AE5)=| 3 —A 6
36 10—
= (2 = N) [-A(10 = \) — 36] — 3[3(10 — \) — 18] + 3[18 + 3)]
= =A%+ 10A* + 36\ + A7 —5A — 18 — 90 + 18\ + 6 - 18
= A=A+ Z X+ 49).

Mittels der Mitternachtsformel:

N+ N+49=0 = I=

| —

N = N = N
N TN N

o] 12 0|2 o

Daher sind die Eigenwerte
)\1 :14, )\2:—— )\320

(Den Eigenwert 0 sortieren wir nach hinten, wie in der Vorlesung.)

Nach Lemma 7.1.8 ist A indefinit, da A sowohl positive als auch negative Eigenwerte
besitzt.
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(b) Die Quadrik lasst sich in der Form z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

0
5 33 (0 :
_ — | = _
A=13 0 6| e=|—3|=7(2) c¢=-3
3 6 10 7 I
4
schreiben, wobei Rg(A) = 2. Fiir den Rang der erweiterten Matrix
7 77
—2|0 —3 3
o 05 3 3
7
313 0 6
13 6 10
haben wir
10 1 —3 110 1 —3
0|1 6 6 01 6 6
Rg (Aerw) = Rg = Rg =4 = Rg(A)+2
0|3 1 ¥ 00 2 2
0]3 & = 0j0 -2 5 —18

Damit ist die gegebene Quadrik nach 7.2.6 eine parabolische Quadrik.

(c) Erster Schritt: Diagonalisierung:
Die Eigenvektoren v, zu diesen Eigenwerten erhalt man durch Losen des entsprechenden
LGS (A — )\k)vk = O,l{ = 1,2,3.

Fir Ay = 14 liefert der GauB-Algorithmus

1
~Z 3 3o I =5 —5 |0 1 0|—5|0
40 20 1
3 —14 6o | —=]0 =% F[0f—=[01 2|0
3 6 —410
0o 2 -0 0 0[o0f]o
und damit den folgenden Eigenraum:
2
V(14) = L(f7), wobei  f=13
6
Analog ergibt sich fiir \y = —%:
3 3
35 610 —10 3 210f—1 ¢ 1|30
7 0 0 0|0
36 2|0 0 1 |0
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und damit der folgende Eigenraum:

3
V(=3) =L(f;),  wobei f;= 6) :

2
Fir A3 = 0:
1
3 3 30 1 6 6 |0

und damit der folgende Eigenraum:

Wir missen die Vektoren f* normieren:

V(0) = L(f3), wobei  f} = —2) :

2 3 —6
1 1 1
f1:§ 3 f2:? —6 ], f3:§ -2,
6 2 3
Dies liefert die Transformationsmatrix
1 2 3 -6
F=(fifafs) = - 3 —6 -2
6 2 3
und transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf
2 3 6 0 0
d:FTazg-% 3 —6 2| [-2 :}1 14
—6 2 3 1 7

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems F = (O; f1, fa, f3) hat die Quadrik @
die Gleichung
1497 + —Zy5 + Tyo + Zys — 2 = 0.

Zweiter Schritt: Verschiebung.
Durch quadratische Erganzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um den linearen
Term in yy zu beseitigen:

Wyt = 5(y2 = 1)* + 5+ Jys — 5 = 0.

Wir verwenden als neuen Ursprung also den Punkt P = (0 1 0)" und erhalten
beziiglich des Koordinatensystems G = (P; fi, fo, f3) mit

1 T
P=,P=FP=-(3 —6 2
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die Gleichung

7 7
142% — 5222 —+ 523 = O

Die euklidische Normalform ist
827 — 225 + 223 = 0,

die dem Typ Il in 7.3.4 entspricht, somit bestatigen wir, dass die Quadrik eine parabo-
lische Quadrik ist.

(d) (i) G = (P; f1, f2, f3) ist das Koordinatensystem, in dem () die obere euklidische
Normalform hat.

(ii) Da jede der drei Variablen in der Gleichung vorkommt, miissen wir die affine Klas-
sifikation der Quadriken im Raum (7.3.7) betrachten. Wir sehen, dass die affine
Normalform die Gestalt eines hyperbolischen Paraboloids hat.

Aufgabe H 69. Symmetrische Matrizen

Sei A eine reelle, symmetrische Matrix mit Eigenwerten 1 + V5, 1—+/5 und 1, sowie den
zugehorigen Eigenrdaumen

2 —2 1
V(1++5) =L L . V(1-+v5)=L L Vi)=L|{ {2

Vo \vs Vo5 0

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S und eine Diagonalmatrix D mit D = STAS.
(c) Bestimmen Sie A.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die gegebenen Eigenvektoren sind:

2 -2 1

Weil die Matrix A symmetrisch ist und diese Eigenvektoren zu jeweils verschiedenen
Eigenwerten gehdren, stehen sie von alleine aufeinander senkrecht (siehe 6.4.5 in der
Vorlesung.)

Um eine Orthonormalbasis B zu erhalten, normieren wir diese Vektoren:

V1 1 2 V2 1 —2 V3
- — | 1], w=

ulz = — ]_ s UQ: =
lodll V10 \ 5 le=ll V10 \ /5

2 -2
1 1 1 | 1

1
T — ) T ) = 2
\/ﬁ V5 \/ﬁ V5 5 0
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(b) Die Spalten der orthogonalen Matrix S sind die normierten Eigenvektoren:

) 2 -2 42 1++5 0 0
S:<U1 U9 Ug)z\/—l_o —1 1 2\/5 D= 0 1—\/5 0
V5 V50 0 0o 1

(c) Die Matrix A ergibt sich aus der Transformation A = SDS".

2 -2 2 1++/5 0 0 2 -1 5
A:E -1 1 22 0 1—+v5 0 -2 1 5
V5 V5 0 0 0 1 V2 22 0
2 2 2 2425 —1-+v5 545
=L 1 W2 | —24+2v5 1—-v5 5445
V5 V50 V2 2v/2 0
444544 —4V5+42 —2—-2v5-24+2/5+4 10+2v/5+10—2V5
=—(-2-2v6-2+2V5+4 1+V5+1-V6+8  —5-v5-5+5

10 254+ 10 — 2¢/5 4+ 10 —V5-5++v5-5 5vV5+5—5V5+5
L (10 0 20 1 0 2
T 0 10 —-10]=[(0 1 =1
20 —10 10 2 —1 1
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p Frischhaltebox

Aufgabe H70. Folgen
Gegeben sei die Folgen (a,)nen, (bn)nen, (Cn)nen und (dy)neny mit

1 1\" —1)?
o= (——3) (1+—) | by T WPeosm) ] dn = [l
n

n2 4n?

Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz. Bei Konvergenz geben sie deren Grenzwert an.

Losungshinweise hierzu:

Es ist klar, dass (# — 3)nen konvergiert gegen —3. AuBerdem wird die Konvergenz der Folge
((1+ L)™),en in 2.2.2 bewiesen und zwar ist der Grenzwert dieser Folge die Eulersche Zahl e
(Definition 2.2.9). Daher konvergiert die Folge (a;)nen durch den Grenzwertsatz (2.5.3):

. 1 1\"
lim (—2 — 3) (1 + —) = —3e
n—oo \ N n

und lim,, o ¢, = lim,,_, |a,| = 3e.

1
4

Die Faktor ("_12)2 = i(l — %)2 konvergiert gegen <. Allerdings gilt

4n

1 n=2%k+1 kez,
cos(nm) = L n— ok

d.h. die Folge (cos(nm)),eny hauft sich bei 1 und bei —1 und insbesondere ist es

mﬁm cos(nm) =1 # —1 = lim, . cos(nm). Daher ist die Folge (b,)nen divergent. (Es
ist lim,,_yo0 by, = }1 + —}1 =lim, ., b,).

Andererseits hat die Folge (|cos(n)|)nen nur einen Haufungspunkt, namlich 1. Also gilt
lim,, o |cos(nm)| = 1 =lim,, . |cos(nm)|. Daher konvergiert die Folge (d,)nen mit
(n—1)?

4n?

lim d, = lim cos(n)

n—oo n—o0 n—oo n n—00

1 1\? 1
= lim - (1 - —) lim |cos(nm)| = 7
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