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Grundziige der Tensorrechung 1

1 Grundziige der Tensorrechung

Aufgabe 1.1:

Gegeben sind die Vektoren a, b und ¢ und der Tensor T = a ® b.
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke: Tc, TTe, TT, TTT7, (T T)".

Aufgabe 1.2:

Ein Koérper der Dichte p mit der Form einer Halbku-
gel (Radius r) mit kegelférmiger Aussparung ruht auf
einer rauhen schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel «

(Abb. 1.2).

1. Ermitteln Sie den Schwerpunkt des Korpers.

2. Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage des Korpers
(Winkel ¢ in Abb. 1.2).

3. Wie grof} darf a hochstens sein (Grenzwert oz ),
damit Gleichgewicht moglich ist (Gleiten sei ausge-
schlossen)?

Abb. 1.2 4. Beurteilen Sie die Stabilitat der Gleichgewichtslage

fir amae-

Gegeben: r, a, p, g.

Aufgabe 1.3:

Gegeben sind der Vektor v = e; + e, + e3 und die Tensoren

10 0 1 a 0 0
A=|1 =2 1|e®e und B=—-| —1 I =1 |e ®e;.
0 1 1 p 1 -1 =2

1. Bestimmen Sie {«, 5}, so dal AB =1L
2. Berechnen Sie u; = Bv und w; = A u;.
3. Berechnen Sie uy = A v und wy = B us.

Aufgabe 1.4:

Zeigen Sie, dafl die Spur eines schiefsymmetrischen Tensors verschwindet.

Aufgabe 1.5:

Der Deviator eines Tensors ist definiert als A” := A — 3 (A-T)L
Zeigen Sie, daf die Spur eines Deviators gleich Null ist.
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Grundziige der Tensorrechung 2

Aufgabe 1.6:

Gegeben sind die Tensoren A = a;;, €; ® e, und ]*3 = sz éi ® Ek

mit den Koeffizienten

*
Qi = und b= | —

O O N
NGy
— o O
O =
o~ o
— O

Die Basis e folgt durch Drehung um 30° um die e;-Achse.
Bestimmen Sie

1. den Rotationstensor R, der e auf e abbildet,

2. R, der e auf e abbildet,

3. die Koeflizienten b;; und

4. C=A + B.

Aufgabe 1.7:

Schreiben Sie folgende Symbole ausfiihrlich:

® a; ° Aijvi ® AijBij
o Ay ® a0 ® AinBridjm0ji
® Vi€ ° Amé,l L4 AllmBlm

mit: 4, 7, k, [, m=1,2,3

Aufgabe 1.8:

Gegeben sind die Vektoren

a = e + 4ey + 6es und
b = 3er + b2€2 + b3€3.

Bestimmen Sie by und b, so dal T = a ® b ein symmetrischer Tensor ist.

Aufgabe 1.9:

Die lineare Abbildung Ta = b ordnet mit dem Tensor
T dem Vektor a eindeutig einen Vektor b zu (Abb. 1.9).

T Der Transformationstensor T sowie der Vektor b seien
% bekannt. Wie lautet der Ausgangsvektor a?
a b 1 6 0
T = tz’j e X €; mit tij = 0 -1 4 s

1 3 2
Abb. 1.9 1
b = bk (573 mit bk = 2
1
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Grundziige der Tensorrechung 3

Aufgabe 1.10:

Gegeben seien die Tensoren A = a;;€; ® e; und B = by e; ® €; mit

1 30
Ai5 = 4 =2 5 und bkl = -
1 11 -2

[N

1
1
2

= w O

1. Berechnen Sie das Skalarprodukt A-B.

2. Zeigen Sie mit Hilfe von A und B, da} das Tensorprodukt von Tensoren im
allgemeinen nicht kommutativ ist.

3. Gelten die Beziechungen (AB)” = BTAT und tr(AB) = tr(BA)?

Aufgabe 1.11:

Gegeben sind die Vektoren:

u = e — e + 2e;3

v = e + Jes

w = 2 — 3ey + e3
Berechnen Sie:
e A=u®w e B=v®w e C=ABT e o=A-B
e c=AXxB ° K e A1 e d=Av

Interpretieren Sie das Ergebnis von d.

Aufgabe 1.12:

Gegeben sind die Tensoren

B = bje®e; umd C = ¢y e, Qe

mit
1 2 -1 1 50
bij = 5 0 2 und Crl = -1 2 1
7T -3 2 4 -3 3
Berechnen Sie
4
ea=B:C, ® 493 aus A= B® CT
e a3 aus A = BC, e a3 aus a =B x C und

® (192 ausA:BX%C

Geben Sie die Berechnung der Verkniipfungen in Basisdarstellung an.
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Grundziige der Tensorrechung 4

Aufgabe 1.13:

Gegeben sind die Tensoren
B = bje®e; ud C = ¢y e, Qe
mit

bij=15 0 2 und ¢ = | —

\]
[
w
N
AN —
W N Ot
w = o

Berechnen sie
1. den adjungierten Tensor (BC)* und
2. den inversen Tensor (BC)™!.

ey Aufgabe 1.14:

Das Bezugssystem {0, e;} soll um die es-Achse mit dem
Winkel ¢ = 30° gedreht werden (Abb. 1.14).

€1 1. Geben Sie die Basisvektoren des gedrehten Bezugs-
systems {0, €;} an.
es v . €1 2. %estimmen Sie den Tensor R der Abbildung
e; e;= Re;.

Abb. 1.14 3. Zeigen Sie, dafl R orthogonal ist.

Aufgabe 1.15:

Gegeben ist ein Vektor u = —2e; + 3e; — e3 und ein Tensor T = t;, €; ® e mit
2 2 -1
tin = 0 O
-5 —4 1

A
Berechnen Sie den zu T gehérenden axialen Vektor t und bestétigen Sie
anschlieffend folgende Beziehung:

A
(skwT)u =t xu.

Aufgabe 1.16:

Gegeben sind drei Vektoren in einem orthonormierten Basissystem:

u = e —2e —3e;z,
v = 2e + ey — e;3,
w = e +3e —2e;s.

3
Berechnen Sie unter Verwendung des Fundamentaltensors E:

o |(uxv)xw|, eu-(vxw),
o (UuxvVv) w, o (uxV)x(vxw).
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Grundziige der Tensorrechung D

Aufgabe 1.17:

Gegeben sind die Vektoren

u = e +7e; + bes und
vV = 2261 + 462 — 1063 .

Es moge gelten u x w = v.
Berechnen Sie w, wenn u und w einen Winkel von 22, 21° einschlieflen.

Aufgabe 1.18:

Gegeben sind die Tensoren A und T, wobei T schiefsymmetrisch sei. Zeigen sie
1. A-T=A" T und
2. daf die Spur eines Deviators gleich Null ist.

Der Deviator eines Tensors ist definiert als A” := A — s(A-DL

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Grundziige der Vektor- und Tensoranalysis

2

Grundziige der Vektor- und Tensoranalysis

Aufgabe 2.1:

Gegeben seien die Vektorfelder
u=3r73€ + 21175 €9 — x5 €3, Vv =21173€ + 31o13€s + drin0 03
und das Skalarfeld & = —z 2323 .

Bestimmen Sie:

e div(Pu), e (rotu)xv, e rotu xrotv, o div(u®v),
e (divv)u, o Av, o v-grad®.
Aufgabe 2.2:

Gegeben sind das Skalarfeld ®(x) und das Vektorfeld v = v;(x) e;.

1. Bestimmen Sie grad ® und divv.
2. Geben Sie die Koeffizienten von rot v an.
3. Bestétigen Sie durch Ausrechnen der folgenden Identitéten:

div(dv) = grad®-v+ ddivv,
rot (grad ®) = o0,
div(rotv) = 0.

Aufgabe 2.3:

Bestétigen Sie die folgende Beziehung:

Av = div[grad v(x)]
=  grad[gradv(x)] I.

Aufgabe 2.4:

Zeigen Sie, daf} fiir beliebige Vektorfelder v die folgende Beziehung gilt:

/rotv~da:O.

S
Aufgabe 2.5:
Gegeben sind das Skalarfeld
O(x) = 22 + @Iy + TT3 + Toms
und das Vektorfeld
v(X) = mxorze; + T3rie€s + 119 e3.

Bestimmen Sie den Gradienten des Skalarfeldes sowie Gradient, Divergenz und
Rotation des Vektorfeldes.
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Anwendungen zur Tensorrechnung

Zeigen Sie, dafl das Volumen eines regulér berandeten Korpers wie folgt bestimmt ist

Aufgabe 2.6
1
V= 3 /x~da

S

3 Anwendungen zur Tensorrechnung

Aufgabe 3.1:
Berechnen Sie fiir den in Abb. 3.1 gezeichneten ellip-
senférmigen Querschnitt die Koeffizienten J;; des Eigen-

2a |

tragheitstensors
J=1J; (e ®e)).

8
N
‘°
8
w
|=—

Abb. 3.1
Gegeben: a, b.

Aufgabe 3.2:
Berechnen Sie die Flichentragheitsmomente J22, J33 und

J23 sowie die Eigentrigheitsmomente Jys, J33 und Jos.

Gegeben: a, b.

Abb. 3.2

Aufgabe 3.3:
Ermitteln Sie fiir den in Abb. 3.3 gezeichneten Quer-

1% schnitt
() a
1y 1. die Flachentrdgheitsmomente Joo, J33 und Jog,
I3 Al 2. die Haupttragheitsmomente J;, Jo und
| | 3. die Richtung der Tragheitshauptachsen
a a 20 a a (mit Skizze).
Abb. 3.3 Gegeben: a.
Aufgabe 3.4:
Fiir den in Abb. 3.4 skizzierten parabelférmigen Quer-
schnitt, dessen Rand durch
-2
o T

h
\ und 73 = 0 gegeben ist, sind die Flachentragheitsmomente

Jgg, J33 und J sowie Joy, Ja3 und J zu bestimmen.

I3, T3
Abb. 3.4 Wie lauten dle Haupttragheltsmomente Jiy und Jy?
a, h.

Gegeben:
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Anwendungen zur Tensorrechnung 8

A BLABLABLANLY

) .
—®71 3a/2 Aufgabe 3.5:
_ — =
2 7 T Fl 3/2a Ermitteln Sie fiir die in Abb. 3.5 dargestellte Fliche
PUER N £ 1 —
\C\L/ a 2% 1. die Schwerpunktskoordinaten Zop und Zsp,
\/ 12 2. die Haupttriagheitsmomente J; und .Jy beziiglich
T3 \/a /2 des Flachenschwerpunkts und die Richtung der
Y 2q Trégheitshauptachsen.

Abb. 3.5 Gegeben: a.

t
n :L| Aufgabe 3.6:

t
R Der Querschnitt eines Trégers besitzt die in Abb. 3.6 an-
gegebene Gestalt.

¢ Ty .551 1. Berechnen Sie die Eigentrigheitsmomente Jys, Js3
F und Jo3 des Querschnitts zum einen exakt und zum
T3 anderen unter der Annahme eines diinnwandigen

IR i | Profils.
? ~—b/2— 2. Wie lauten die Haupttriagheitsmomente J; und J5?

1 b |
Abb. 3.6 Gegeben: a =90mm, b = 80mm, { = 4mm.

Ermitteln Sie fiir den in Abb. 3.7 dargestellten, diinn-
wandigen Querschnitt die Haupttridgheitsmomente J;
und J; sowie die Lage des Hauptachsensystems.

=
[\
=
DS
|
=
] i
<~ Q= Q=
>
g
o
o
on
@
w
\]

Abb. 3.7 Gegeben:  a, h.

; T
xQ_ \ /1 Aufgabe 3.8:
T2 07| Gegeben ist die Fldche eines Halbkreises mit dem Radius
r (Abb. 3.8). Berechnen Sie das Flichentragheitsmoment
Joo und das Eigentriagheitsmoment Jss.
&3, Tg Gegeben: 7.
Abb. 3.8
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Anwendungen zur Tensorrechnung 9

[=—Q——=—a—

Aufgabe 3.9:

@ Ermitteln Sie die Flichentrigheitsmomente Jo, J33
und Jo3 des in Abb. 3.9 dargestellten, diinnwandigen
Profils. Welche Fléchentréagheitsmomente erhélt man bei
Drehung des x5, 3 -Systems?

Gegeben: a, h.

Aufgabe 3.10:

Ermitteln Sie fiir den in Abb. 3.10 dargestellten Quer-
schnitt die Haupttridgheitsmomente J; und Jo sowie die
Lage des Hauptachsensystems.

Gegeben: a = 20cm.

Abb. 3.10
——— 2 T Aufgabe 3.11:
h_|: 7 .
B = Ly b Geben Sie fiir das diinnwandige Profil in Abb. 3.11 die
= T3 === 1 Koordinaten ZTop und Z3p des Flachenschwerpunkts und

~ b= b = b == b = die Eigentriigheitsmomente Jyo, J33 und Jo3 an.

Abb. 3.11 Gegeben: b, h.

’ Aufgabe 3.12:
1 :‘lj Ermitteln Sie fiir den dimnwandigen Querschnitt in
Abb. 3.12

1. den Flachenschwerpunkt,

h 2. die Koeffizienten des Eigentriagheitstensors J und

3. die Haupttragheitsmomente J;,Jo sowie die Rich-
tung der Trégheitshauptachsen.

Gegeben: h=20cm, b=8cm,t=1cm, s =0,8cm.
b | Abb. 3.12
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