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Wochenprogramm || mit Lésungsweg: Beobachtbarkeit

Bestehensniveau

Aufgabe 1

Welche der folgenden Systeme sind steuerbar und/oder beobachtbar?

a) (-
y=(1 2)z+u

L&sung: Steuerbar: Ja; beobachtbar: Ja.

Losungsweg: S, = (é (1)>, Py = (; f)
g T = 12 T+ ! u
~\0 3 0

Losung: Steuerbar: Nein; beobachtbar: Ja.

Losungsweg: S, = (é é), Py = (i g)

c) 03 0
400
00 1
004 +2u

L&sung: Steuerbar: Nein; beobachtbar: Nein.

1 0 12 0 0 4
Losungsweg: S;=|0 4 0 |, P =0 0 4
0 0 O 0 0 4

011 1
=1 0 Ofxz+|0]u
0 3 3 4

=2 0 —2)=

d)

Losung: Steuerbar: Ja; beobachtbar: Ja.

1 4 13 2 0o -2
Loésungsweg: S, =0 1 4 |, Fpb=1 0 —4 —4
4 12 39 —4 —12 —12
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Bei welchen Systemen ist es moglich, den Verlust von Steuerbarkeit und/oder Beobachtbarkeit
direkt an der Systemrealisierung “abzulesen’?

Losung: Man sieht zum Beispiel fiir System b), dass der Zustand z, autonom ist, d.h., er wird
weder von u noch von x; beeinflusst. Daher ist er nicht steuerbar. Dasselbe trifft auf Zustand
x4 bei System c) zu.

Fiir System c¢) kann man auch fiir den Verlust der Beobachtbarkeit eine anschauliche Erklarung
finden. Wir haben festgestellt, dass Zustand x5 von den anderen Zustdnden entkoppelt ist. Am
Ausgang sind aber nur dieser Zustand sowie der Eingang u sichtbar. Der Ausgang enthélt folglich
keine Informationen iiber die Zustdnde z; und z,. Das System ist folglich nicht beobachtbar.



Standardniveau

Aufgabe 2

Gegeben sei die Parallelschaltung zweier Systeme gemé&fs Abbildung 1. Die Systeme mit den
Zusténden x;, x5 € R™ haben jeweils identische Systemmatrizen A sowie identische Ausgangs-
vektoren c”. Lediglich die Eingangsvektoren b; und b, sind verschieden.

a)

11.31 = AIBI + blu yl
T
Yyp=¢C I,
U : Yy
Cb2 = sz + b2U y2
T
Yo = C Ly

Abbildung 1: Parallelschaltung zweier linearer Systeme.
Geben Sie eine Zustandsraumdarstellung fiir das Gesamtsystem in Abbildung 1 an.

_ (T _ (A 0 _ (b T_ (. T T
= () 4= 4) =) d- e

Es sei (4, c?) beobachtbar. Ist das Gesamtsystem in Abbildung 1 mit dem Ausgang y
beobachtbar?

Losung:

Losung: Da der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix maximal n sein kann, die Systemordnung
jedoch 2n ist, ist das System nicht beobachtbar.

Losungsweg: Der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix ist immer
Tcg c' ¢l c’
A
rang B s; = rang CE‘ > = rang (cTA cTA) = rang (cTA> =n,
cg A;”fl : :
daher ist das Gesamtsystem nicht beobachtbar.

Alternativer Losungweg: Intuitiv, falls y = 0, kann es trotzdem sein, dass x; = —x,,
damit ist das System nicht beobachtbar.

Zeigen Sie, dass fiir keine Systemmatrix A Eingangsvektoren b, und b, existieren, so dass
das Gesamtsystem steuerbar ist.

Hinweis: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton lisst sich jede Potenz A° fiir i > 0 als
Linearkombination von I, A, A2, ..., A"~ ! darstellen, wobei A € R™" und I € R™" die
Einheitsmatrix ist.



Losung: Die Steuerbarkeitsmatrix des Gesamtsystems ist

5072 - (bz Azbz A%nilbz)

=iz
—_——

i 1b, Abl Anflb1 Anbl An+1b1 A2nflb1
= [b2 Ab2 An—1b2 Anb2 An+1b2 Agn_1b2 .

=(1)=x =Y

Zu zeigen ist, dass rang Sy 5, < 2n fiir alle A, by, by gilt. Da X den Steuerbarkeitsmatrizen
der Teilsysteme entspricht, sieht man direkt, dass das Gesamtsystem nicht steuerbar
ist, wenn eines der Teilsysteme nicht steuerbar ist. Wenn wir daher von steuerbaren
Teilsystemen ausgehen wiirden, gélte rang Sy y; > rang X = n. Diese Beobachtung schliefst
aber noch nicht aus, dass rang Sy 5, = 2n gelten konnte. Daher betrachten wir nun die
Eintrage in Y.

Wenn wir nun zeigen kénnen, dass eine Spalte in Y] z.B. z, fiir beliebige A, b; und b, eine
Linearkombination der Spalten in X ist, haben wir die Aussage bewiesen, da dann direkt
rang Sy y < 2n folgt. Gemék dem Satz von Cayley-Hamilton existiert fiir alle A € R™*"

ein a € R", so dass
n—1
AT =N "o Al
i—0
gilt. Damit folgt, dass

(A" (TP AN b s (Al
Z_(A"b2)_<< o @ A") by —2 Aib, ) =

=0

d.h. z ist eine Linearkombination der Spalten von X, unabhingig von der Wahl von A, b,
und b,. Somit ist der Rang von S . kleiner 2n, womit die Aussage beweisen ist.



ler-Niveau

Aufgabe 3

Gegeben sei ein asymptotisch stabiles System in Zustandsraumdarstellung

z=Az, z(0) =z, (1)
y=c'z, (2)

mit x(t) € R", und y(t) € R. Betrachten Sie die folgende Matrix

W, = /OO<eAT)chTeAT dr e R™". (3)
0

Anmerkung zur Einordnung: Die Matrix W, nennt man Gram’sche Beobachtbarkeitsmatrix
(engl. observability gramian). Dual dazu gibt es auch eine controllability gramian fir die
Steuerbarkeit. Die Gleichung (4) ist auch als Lyapunov-Gleichung bekannt. Da es effiziente und
numerisch stabile Verfahren zur Losung der Lyapunov-Gleichung gibt, eignet sich diese gut um
Stabilitit, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit numerisch zu {iberpriifen. In weiterfithrenden
Regelungstechnik-Vorlesungen wird Ihnen diese Gleichung noch &fter begegnen, z. B. bei der
Anwendung der Lyapunov-Stabilitdtstheorie auf lineare Systeme oder zur Berechnung der
asymptotischen Kovarianz von linearen Systemen mit additivem weifsen Rauschen. Darin wird
dieses Konzept auch noch genauer eingefiihrt. Diese Einordnung soll aber nur ein kleiner
Vorgeschmack darauf sein, was sie in der Regelungstechnik nach der ERT noch erwartet, und
hat hier keine Priifungsrelevanz.

a) Zeigen Sie, dass die Matrix W, die Matrixgleichung
ATW, +W,A=—cc' (4)
erfiillt.

Losung: Aus A Hurwitz folgt, dass lim,_, AT =0 gilt. Damit lasst sich dann durch
Einsetzen von W, berechnen, dass

o oo
T T
ATW, + W, A :/ ATeA chTeATdT+/ ed TeeeATAdr
0 0
[e.e] d T
= — (e TeeTeA) dr
o dr
_ ATt T At|oo
=e” fee ™2,

=0—cec'

= —CC—r

gilt.
b) Zeigen Sie, dass (A, c') beobachtbar ist, genau dann wenn W, vollen Rang hat.

Hinweis: Verwenden Sie die folgende Definition von Beobachtbarkeit:
(A,c") ist beobachtbar, genau dann wenn V¢ > 0: y(t) = 0 = V¢t > 0: z(t) = 0.

Losung: Die Losung x(t) zu (1) ist a(t) = e**x,, damit ist der Ausgang y(t) = c' ez,
Somit gilt
T T T (AT o ToA = ()T - 2
x, Wy —/ z, (e17) ec'eVxydr —/ y(7) y(r)dr —/ ly(T)||* dr. (5)
0 0 0



Nun zeigen wir zuniichst, dass wenn (4, ¢') beobachtbar ist, W, vollen Rang haben muss.
Wir nehmen dazu an, W, habe keinen vollen Rang, und zeigen, dass (4,¢') in diesem
Falle auch nicht beobachtbar sein kann.

Wenn W, keinen vollen Rang hat, dann existiert eine Anfangsbedingung x, # 0 mit
@, W,z = 0. Fiir diese Anfangsbedingung gilt V¢ > 0: z(t) # 0, da x(t) = e*’x,. Jedoch
folgt aus xy Wz, = 0 dass [;° |y(7)|>dr = 0 gilt und damit y(t) = 0. Somit ist das
System nicht beobachtbar.

Als Nichstes zeigen wir, dass wenn W, vollen Rang hat, (A, c') beobachtbar sein muss.
Dies erreichen wir erneut mit einem Widerspruchsbeweis.

Wenn (A, ") nicht beobachtbar ist, dann existiert eine Zustandstrajektorie () % 0 mit
Ausgang y(t) = 0. Aus x(t) = etz # 0 folgt sofort, dass dann auch x, # 0 gelten muss.
Wegen y(t) = 0 gilt z; Wz, = IS ly(m)|?dr = 0 fiir @, # 0. Da W, aufgrund seiner
Definition (3) symmetrisch und positiv semidefinit sein muss, hat W, damit also keinen
vollen Rang.

Damit haben wir gezeigt, dass (A, ") beobachtbar ist, genau dann wenn W, vollen Rang
hat.



