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Wochenprogramm [°] mit Lésungsweg: Steuerbarkeit

Bestehensniveau

Aufgabe 1

Untersuchen Sie folgende Differentialgleichungssysteme auf Steuerbarkeit.

a) & = L2 T+ ! u
3 1 1
Loésung: Das System ist steuerbar.

Lésungsweg: Die Steuerbarkeitsmatrix ist

Sp=(b Ab) = G _41>.

Sy hat also vollen Rang.

. -3 2 2
b)a:—(l _4>x+(1)u
Loésung: Das System ist nicht steuerbar.

Lésungsweg: Die Steuerbarkeitsmatrix ist

So = (b Ab):(f :;‘).

Sy hat nicht vollen Rang.

Anmerkung: Fine Untersuchung der Eigenschaften der Systemmatrix A zeigt jedoch,
dass beide Eigenwerte negativ sind. Somit ist das System zwar nicht steuerbar, aber
stabilisierbar.

2 =2 0 1
c)x=]|2 -1 —Ad|lx+]|2]u
-3 0 1 1

Loésung: Das System ist nicht steuerbar.

Lésungsweg: Die Steuerbarkeitsmatrix ist
1 -2 =
So=(b Ab A%b)= |2 —4 x|.
1 -2
Die erste und zweite Spalte sind linear abhéngig, d.h., S, hat nicht vollen Rang.

Hinweis:
Die Spalten der Steuerbarkeitsmatrix A’b berechnet man am besten rekursiv: A'b = A(A*"'b),
d.h. durch eine Multiplikation der vorherigen Spalte mit A und nicht durch Berechnung von A’.
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Standardniveau

Aufgabe 2

Gegeben sei das System

a)

0 -1 0 1
z=1[1 0 1 |z+]|0]u
0 0 -1 0
_ 3 1
y—(l 1 1>a: 4u.

Bestimmen Sie eine Zustandsriickfiihrung v = —k'x mit k' = (k:1 ko k3) € R3, so dass
die Pole des geschlossenen Kreises bei {—1,—2,—3} liegen. Ist Ihre Wahl eindeutig?

Losung: Zum Beispiel k; = kg = 5 und k3 = 0. Die Wahl ist nicht eindeutig, da k5 beliebig
gewahlt werden kann.

Losungsweg: Aus den gegebenen Polen erhalten wir das Sollpolynom (s+1)(s+2)(s+3).
Wenn wir nun das charakteristische Polynom von A — bk’ berechnen

ki ke+1 kK
det(s] — A+ bk") = det s —1__1 ! 2: _31 Laplacescher Entwicklungssatz
0 0 st 1 entwickeln nach 3. Zeile
:(s+1)det<st1k1 k2:1>

=(s+1)(s*+kys+ky+1)
und das Sollpolynom in die gleiche Form bringen
(s+1)(s+2)(s+3)=(s+1)(s*+5s+6),
sehen wir sofort, dass k; = ky = 5 und k5 beliebig.
Ist das System steuerbar?

Losung: Nein, da die Steuerbarkeitsmatrix
1 0 —1
00 O

Uberpriifen Sie das System mithilfe des Hautus Tests auf Stabilisierbarkeit.

keinen vollen Rang hat.

Losung: Das System ist stabilisierbar.

Losungsweg: Aus a) folgt unmittelbar (wenn k; = ky = 0 gesetzt wird), dass das
charakteristische Polynom von A durch (s + 1)(s? + 1) gegeben ist. Daher ergeben sich
die Pole zu Ay = —1, A\y/3 = £j. Flir den Hautus Test miissen wir somit den Rang von

(M[— A b) fiir Ag/3 Uberpriifen.

Wir erhalten fiir Ay = j
i 1 0 1
(MI—A b)=|-1j -1 0],

0 0 j+1 0



welche offensichtlich Rang 3 = n besitzt.

—j 1 0 1
(A — A b):(l - -1 0),

0 0 —j+1 0

Fir A\; = —j gilt

welche ebenfalls Rang 3 = n besitzt. Damit ist das System mit dem Hautus Test stabili-
sierbar.

d) Was féllt Thnen beim Vergleich Threr Ergebnisse aus a), b) und ¢) auf? Kénnen Sie die Pole
in a) auch beliebig anders wéhlen, wenn nein warum nicht?

Losung: Da es uns in a) gelungen ist, eine stabilisierende Zustandsriickfithrung zu wéhlen,
obwohl das System wie in b) festgestellt nicht steuerbar ist, muss es stabilisierbar sein.
Dies wurde in ¢) auch nochmals mithilfe des Hautus Tests festgestellt.

Da das System nicht steuerbar ist, lassen sich die Systempole nicht beliebig anders wahlen.
Insbesondere lasst sich der Pol bei —1 nicht verschieben, was aus dem charakteristischen
Polynom des geschlossenen Kreises abgelesen werden kann.

Aufgabe 3

Gegeben sei das System

:fv:((g H)m%—(é)u, a>0, geR.

a) Fir welche Werte @ > 0, 8 € R ist das System stabilisierbar, aber nicht steuerbar?
Argumentieren Sie anhand des Hautus Tests.

Loésung: Wir bestimmen die Steuerbarkeitsmatrix zu

1 a+ ﬁ)
S —
0 (ﬁ —b
Es gilt rang(S;) =1, wenn § = —1 — a oder wenn (3 = 0, d.h. fiir solche a und 3 ist das

System nicht steuerbar.

Die Eigenwerte von A liegen bei A\; = « > 0, und\, = —1. Ein Eigenwert ist negativ und
ein Eigenwert ist positiv.

Wir wenden den Hautus Test fiir Stabilisierbarkeit fiir A; an:

a—A\ 1 1 o 1 1
(A=M1 b):( 0 —1- ﬁ>:<0 S — ﬁ)

hat nicht vollen Rang fiir § = —1 — a. Daher ist das System fiir solche o und £ nicht
stabilisierbar.

Da Stabilisierbarkeit gefordert ist, muss 5 # —1 — « gelten. Mit 8 = 0, welches sich aus
der Forderung nach dem Verlust von Steuerbarkeit ergibt, ergibt sich damit die Bedingung
a # —1. Da « > 0 ist, stellt diese Bedingung keine weitere Einschrinkung dar. Somit ist
das System fiir alle a > 0, § = 0 stabilisierbar, aber nicht steuerbar.



b) Bestimmen Sie fiir jedes stabilisierbare, aber nicht steuerbare System aus Aufgabenteil a)
alle stabilisierenden Zustandsriickfiihrungen v = —k'x.

L&sung: Der geschlossene Kreis

T (a—k 11—k
Ao (o 1)

ist asymptotisch stabil, wenn Re()\;) < 0,7 = 1,2. Die Eigenwerte sind \; = a — k; und
Ay = —1. Daher erhalten wir fiir « —k; < 0 <= k; > o und k, € R stabilisierende
Zustandsriickfiihrungen.

ler-Niveau

Aufgabe 4
Gegeben sei das System
. 10
T = (0 2>w+bu. (1)

Wir wollen untersuchen, fiir welche Vektoren b € R? es moglich ist, ein Eingangssignal u zu
wahlen, so dass das System von jeder gegebenen Anfangsbedingung x, = x(0) in endlicher
Zeit 1, in den Ursprung gesteuert werden kann. Dabei soll u als stiickweise konstante Funktion
gewahlt werden, d.h. fir alle 0 < ¢; < ¢, gilt

- v fir 0 <t<ty,
“<t>_{w fir ¢, <t<t,. 2)

a) Geben sie die Losung x(t,) fiir ein allgemeines Eingangssignal sowie fiir die oben definierte
stiickweise konstante Funktion u an.

Lo6sung: Die allgemeine Losung x(t,) ist

te
x(t,) = elex,, —1—/ eAteTbu(r)dr
0

te
= eAte (:BO +/ €ATbu(T>dT) .
0
Da A eine Diagonalmatrix ist, kénnen wir e”* sofort angeben als
t
A e 0

Eingesetzt in den Ausdruck fiir (t,) ergibt dies

te
zy(t,) = e'e (330,1 +/ e_Tb1U(T)dT> )
0
te
Ty(t,) = e2te <x0,2 +/ 6_2Tb2u(7')d7'> :
0

Wenn wir noch (2) einsetzen, erhalten wir

t t
xq(t,) = e’ (500,1 —|—/ ' e "drbyv —i—/ 6_Td7'b1’w) ,
0 t

1

tl te
Ty(t,) = e*te (:):0’2 —i—/ e 2Tdrbyv +/ 6_2Td7b2w> .
0 t



1) Zeigen Sie, dass fiir jedes x, eine stiickweise konstante Funktion u

existiert, die das System in endlicher Zeit ¢, von x; in den Ursprung iiberfiihrt.

b) Es gelte nun b = (1

Losung: Damit x(t,) = 0 erreicht wird, muss das Gleichungssystem

fremdr  feTdr <v> B (%71)
Ltl 6727' dr j;fe 6727 dr w] —Tg 9

M

erfiillt werden. Dies ist fiir beliebige ; genau dann der Fall, wenn M vollen Rang hat.
Dies trifft hier zu.

1
nicht mehr fiir beliebige x existiert.

¢) Nun sei b= <0> Zeigen Sie, dass eine entsprechende stiickweise konstante Funktion u

Losung: Die Matrix

V- 0 0
- J(‘)tl e*27‘d7_ ﬁfc 672Td7_

hat keinen vollen Rang. Alternativ: x; wird nicht von u beeinflusst und deswegen kann
x1(t,) = 0 nicht durch u erzwungen werden.

d) Die Systemmatrix A aus (1) wird nun durch eine beliebige Matrix A € R?*? ersetzt. Fiir
b wird ein beliebiger Vektor b € R? gewiihlt. Zeigen Sie, dass keine stiickweise konstante
Funktion u existiert, die das System zum Zeitpunkt ¢, in den Ursprung iiberfiihrt, wenn
die Matrix (b Ab) keinen vollen Rang hat.

Hinweis: Nach Cayley-Hamilton gilt e = ()1 + 1 (t)A.

Loésung: An der allgemeinen Losung erkennt man, dass

te
/ e A bu(r)dr = —x,
0

erfiillt werden muss. Mit Cayley-Hamilton und stiickweise konstantem u kann man dies
umschreiben zu

(" 1o(T)b — 1y (1) Ab dTM e o ()b — 1y (7) Ab dr) <;’}) = (_%71) .

—Zo,2

Mit den Abkiirzungen v = [ po(7)dr, 8= [ py ()T, v = j;fe po(T)dr, 6 = ﬁfe py(7)dr
folgt
B =

Falls (b Ab) keinen vollen Rang hat, dann hat auch M keinen vollen Rang und es existiert
nicht fiir alle z, eine entsprechende stiickweise konstante Funktion wu.

M = (ab—BAb ~b—3Ab) = (b Ab)(o‘ 7).

Aufgabe 5

Ein weiteres Kriterium, um die Steuerbarkeit eines Systems (A, b) zu iiberpriifen, ist das
Folgende: (A, b) ist genau dann steuerbar, wenn gilt: g7A = A\g” = q*b # 0, d.h., ein System
(A, b) ist genau dann steuerbar, wenn kein Linkseigenvektor von A senkrecht auf b steht.



In dieser Aufgabe soll nun eine Richtung dieser Aussage bewiesen werden, namlich dass (A, b)
nicht steuerbar ist, falls ein Linkseigenvektor g von A existiert, so dass gilt g7b = 0. Zeigen sie
dazu, dass die Steuerbarkeitsmatrix S, = (b, Ab, ..., A" 'b) in diesem Fall keinen vollen Rang
hat.

Losung: Sei g7 # 0 ein Linkseigenvektor von A und sei g7 = 0. Dann gilt
qg’A=\q" = q"Ab=)\g"b =0
qTA%2 = \qTA = \*q" = q"'A%b = \?¢"b = 0.
USW...

Wir betrachten nun den Ausdruck q’'S,. Fiir dessen Elemente ergibt sich also

qgd’b=0
qg’Ab =0
qtA’b =0
qTA" b =0.

D.h., ¢7'S, = q* (b Ab A%b - A"‘lb) = (() 00 - O). Es existiert also eine Linear-
kombination der Zeilen von S, die den Nullvektor ergibt. D.h., die Zeilen von S, sind nicht
linear unabhéngig, weshalb S, nicht vollen Rang hat.



