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Wochenprogramm _:] mit Lésungsweg: Polvorgabe

Wiederholungsaufgaben

Aufgabe 1
Gegeben sei das System
T = 1o T+ ! u
4 2 2
y=(0 1)

a) Transformieren Sie das System auf Diagonalform. Geben Sie die dazugehorige Transforma-
tionsmatrix 7" an.

Losung: Wir betrachten die transformierten Koordinaten z, wobei @ = T'z gilt. Damit
das System in z-Koordinaten in Diagonalform vorliegt, miissen die Spalten der Transfor-
mationsmatrix 7" als die Eigenvektoren von A gewiahlt werden. Hier gilt fiir die Eigenwerte
und Eigenvektoren der Matrix A

)\1:27 U1_<§)> und )\2:1, 'UZ_(;LL)
(01 L (41
T_<1 4) und T —(1 0)

und somit fiir das transformierte System in Diagonalform

2=T ATz + T ‘bu = (2 O) z+ <_2) u

Damit ergibt sich

0 1 1
ﬁ/ﬂ—/ ‘,ﬂ—/
=A =b
Y= (1 4) z.
7
=&T

b) Besitzen das Originalsystem und das transformierte System dieselben Stabilitdtseigen-
schaften? Muss man zur Beantwortung dieser Frage die transformierte Dynamikmatrix
berechnen?

Losung: Die Eigenwerte des Originalsystems wurden bereits in a) zu 2 und 1 berechnet.
Die Eigenwerte des transformierten Systems lassen sich von den Diagonalelementen der
transformierten Dynamikmatrix ablesen und liegen ebenfalls bei 2 und 1. Somit sind die
Stabilitatseigenschaften gleich.

Fiir eine beliebige Matrix 7' mit vollem Rang ist A = T AT eine Ahnlichkeitstransforma-
tion. Die Eigenwerte sind invariant unter einer Ahnlichkeitstransformation, daher #ndern
sich die Stabilitdtseigenschaften nicht.
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Bestehensniveau

Aufgabe 2

Gegeben sei das steuerbare System

a) Ist das System stabil?

L&ésung: Das System ist nicht stabil.

Lésungsweg: Das charakteristische Polynom ist A2 — 3\ 4 2 (Eigenwerte: 2 und 1).

b) Im Folgenden soll eine Zustandsriickfithrung v = —k

Tx entworfen werden. Der Regler kT

soll dabei so berechnet werden, dass sich fiir den geschlossenen Kreis ein doppelter Pol bei
—3 ergibt. Dafiir sollen die folgenden Ansétze verfolgt werden:

i)

ii)

Berechnen Sie die Zustandsriickfithrung direkt durch Vergleich des charakteristischen
Polynoms mit dem Sollpolynom.

Losung: Das Wunschpolynom lautet A2 4 6 + 9.
Das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises wird wie folgt berechnet:

A+1 —1

_ —_ b)) =
det(A — (A — bkT)) det<6+k1 Atk

>:/\2+(kz2—3)A+k2+k1+2.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man k; = -2, k, = 9.

Transformieren Sie das System zunéchst auf Regelungsnormalform und berechnen Sie
hierfiir die entsprechende Zustandsriickfithrung. Transformieren Sie diese anschlieffend
zuriick in die Originalkoordinaten.

Hinweis: Die Transformationsmatrix zur Transformation in Regelungsnormalform
lautet fiir zweidimensionale Systeme T = (Ab+a;b b).

Losung: Die Transformationsmatrix @ = Tz, so dass das System in den neuen
z-Koordinaten in Regelungsnormalform vorliegt, lautet geméaft dem Hinweis

r=(19)
o (49).

Das System in Regelungsnormalform lautet dann also

Die Inverse ist

2=A2z2+bu

_ (_02 ;) - (g) .



Fiir den geschlossenen Kreis in Regelungsnormalform erhélt man durch Einsetzen der
Zustandsriickfithrung v = —(k*)7z

S A*e B*(L*\T. 0 1
Z2=A"z b<k>z_<—2—k; 3k z.

Mit dem gewiinschten charakteristischen Polynom des geschlossenen Kreises muss
gelten

v = (O L)

Durch Vergleich erhilt man die Riickfiihrung in Regelungsnormalform (k*)T = (7 9).
Diese muss noch in die Originalkoordinaten zuriicktransformiert werden. Wegen u =
— (kT2 = —()TT ' = —kTx folgt

K= (k)T = (7 9) (_11 (1))_(_2 9).

iii) Verwenden Sie die Ackermann-Formel.

Losung: Mit der Ackermann-Formal erhélt man

k'=(0 1)(b Ab) ' (A2+6A4+9I)= (-2 9).

Nachdem Sie das System stabilisiert haben, soll der Regler nun in geeigneter Weise erweitert
werden, damit der Ausgang y einem vorgegebenen Referenzsignal d moglichst gut folgt,
d.h., im stationéren Zustand soll y, = d, gelten. Berechnen Sie dazu fiir den Eingang
uw = —kTx + vd das Vorfilter v und zeichnen Sie das Blockschaltbild der resultierenden
Folgeregelung.

Losungsweg: Im stationdren Zustand gilt & = 0. Mit « = —k’a + vd ergibt sich
0=a=(A—bkD)x, + bud,
und damit fiir den stationédren Zustand

x, = —(A—bk?) lbud,.

T,

Fiir den stationdren Ausgang y, = ¢' x, ergibt sich dann

y, =cle, = —cT(A—bk")buvd,.

s

Aus der Forderung y, = d, erhilt man also

Losung:
_ 1
cT(A— bkT)-1b’

fiir die Werte aus Aufgabenteil b) ist v = 9. Abbildung 1 zeigt das Blockschaltbild.




d v — U = Ax + bu y
y=c'x
T
L

Abbildung 1: Zustandsriickfithrung mit Vorfilter.

Aufgabe 3

Gegeben sei das System

2o
z=[2 0 1|xz+
010
=(1 0 0)x.

a) Der Regelkreis wird durch eine Zustandsriickfithrung v = —k”x geschlossen. Kénnen fiir
den geschlossenen Kreis beliebige Pole vorgegeben werden?

Losung: Ja, da das System steuerbar ist.

Losungsweg: Die Pole des geschlossenen Kreises kénnen genau dann beliebig vorgegeben
werden, wenn das System steuerbar ist.

Die Steuerbarkeitsmatrix ist hier
1 00
SO:(b Ab AQb): 0 20
0 0 2

und hat vollen Rang, d.h., das System ist steuerbar.

b) Bestimmen Sie die Eintriige des Vektors k7 = (k‘l ky ks), so dass das charakteristische
Polynom des geschlossenen Kreises die Form s* + 652 + 11s + 6 hat.

Losung: Der geschlossene Kreis lautet

&= (A—bkDx

—ky —ky —kg
=2 o 1 |a
0o 1 0

Das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises lautet

Mk ky kg
det | —2 A 1| =X+ kA2 + (2ky — DA+ 2k; — k.
0 -1 X

Durch Koeffizientenvergleich mit dem Wunschpolynom erhilt man k7 = (6 6 6)



c¢) Bestimmen Sie nun mit Hilfe der Ackermann-Formel die Eintrige des Vektors kT =
(k:l ko k3), so dass die Polstellen des charakteristischen Polynoms bei A\; = =3, Ay = —4
und A3 = —5 liegen.

Losung: Das Wunschpolynom berechnet sich zu
PN = A+ 3) (A +4) (A +5) = A + 12)A2 + 47X\ + 60. Dann folgt

60 0 0
p(A) = A3+ 12A4% + 47TA + 601 = (96 72 48) :

24 48 72
Mit
1 0 0
_ 1
SO]': 0 5 (3
00 3
erhilt man:
K'=(0 0 1)S5,'p(A)=(12 24 36).
Standardniveau
Aufgabe 4

Gegeben sei das System

fiir das eine Zustandsriickfiihrung
u=—k'x+d

geméft Abbildung 2 entworfen werden soll.

d ’(f\_ a T /Y

y=c'x

kT
I

Abbildung 2: Geschlossener Kreis mit Zustandsriickfiihrung.

Bestimmen Sie alle stabilisierenden kT = (kl ky), die bei einem Einheitssprung in d zu
einer verschwindenden bleibenden Regelabweichung fiihren. Wie miisste der geschlossene Kreis
aus Abbildung 2 modifiziert werden, um fiir beliebige stabilisierende k” eine verschwindende
bleibende Regelabweichung sicherzustellen?



Losung: Die Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises ergibt sich zu

2—k —-1—k
T 1 2
A—bk —< 0 3 )

Da sie in Dreicksform vorliegt, lassen sich die Eigenwerte zu 2 — k; und —3 ablesen. Der
geschlossene Kreis ist asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte einen negativen Realteil haben.
Dabher ist jeder Regler mit k; > 2, k, € R stabilisierend (alternativ: Argumentation mit Hurwitz-
Kriterium (s + k; —2)(s 4+ 3) = 5% + s(k; + 1) 4+ 3k; — 6). Fiir alle solchen k' ist also A — bk"
invertierbar.

Mit der Formel aus der Vorlesung muss fiir eine verschwindende bleibende Regelabweichung
|
gelten: y>® = —c"(A — bk ) 1bd> = d*°. Wir berechnen

—T(A—BET )= — (1 0) (2_0k1 —1__:))1{2)1 (3})

00 D0 o)
—3 1 L

32— k) ki—2

Diese Bedingung ist fiir k; = 3 erfiillt, was mit der Stabilitdtsbedingung k; = 3 > 2 konsistent ist.
Daher sind alle Regler mit k; = 3 und k, € R stabilisierend und fiihren zu einer verschwindenden
bleibenden Regelabweichung.

Dies lieke sich fiir beliebige stabilisierende Regler auch durch Hinzufiigen eines Vorfilters mit
1

v = —m erreichen.



