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Bestehensniveau

Aufgabe 1

Gegeben sei der in Abbildung 1 dargestellte Regelkreis mit Messrauschen 7.
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Abbildung 1: Regelkreis.

a) Leiten Sie die Ubertragungsfunktion von d nach e (G,..), von n nach e (G
von 1 nach u (G

1oe) umnd
in Abhéngigkeit von G und K her. Schreiben Sie anschliefend die
Ubertragungsfunktionen als Funktionen von S bzw. T.

nﬂu)

Losung: Es gilt (das Argument s wird der Einfachheit immer weggelassen)
E=D-Y=D—-GKE' =D—-GK(D—-Y —n)=D—-GKE+ GKn
und damit
E(1+GK) =D+ GKn.

Nach Division von 1 4+ GK erhalten wir

1 GK
FE = D
1xor” T1xGE"
und damit
1
Game = 1+GK s
und
GK

G, e = =T
e 14+ GK
Weiterhin gilt

U:KE/:K(E_m:K( 1 GK )

D _
Tror” T1ror! "

1 1 K K
_K D— _ D—
<1+GK 1+GK”> 1+GK~ 1+GK"
und damit

¢ -__K

-2 _—_Ks.
e T T1TEGK S


https://www.ist.uni-stuttgart.de/de/lehre/lehrveranstaltungen/2023ws/ert/

b) Was muss fiir die Sensitivitdt S und die komplementére Sensitivitét 7" gelten, wenn fiir hohe
Frequenzen ein gutes Fiihrungsverhalten gewiinscht ist und gleichzeitig das Messrauschen
unterdriickt werden soll? Welches Problem tritt hierbei auf?

Losung: Fiir gutes Folgeverhalten sollte S(s) klein sein, fiir gute Rauschunterdriickung
sollte T'(s) klein sein. Da nicht beides fiir dieselben Frequenzen beliebig klein werden kann
(da S+ T = 1), ergibt sich ein Dilemma.

Standardniveau

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass zwischen dem Betrag der Sensitivitdt und der komplementiren Sensitivitéit an
der Durchtrittsfrequenz wp und der Phasenreserve ¢, der Zusammenhang

1

|S(jwp)| = [T (jwp)| = 2sm(Z)’

besteht.

1—cos(z) )

Hinweis: sin(5) = £ 5

Losung: An der Durchtrittsfrequenz wp, gilt |Gy(jwp)| = 1. Daher folgt sofort, dass

T (wp)| = |Go(jwp)| 1

= . = . = [S(wp)l-
1+ Go(jwp)| |1+ Goljwp)| Y

Aufserdem gilt fiir die Phase an der Durchtrittsfrequenz ¢(G(jwp)) = —180° + ¢,.. Damit folgt

o) = L
200 = TG G
B 1
|14 cos(—180° + ¢,.) + jsin(—180° + ¢,
_ 1
V(1 —cos(p,))? + (sin(p,))?
_ 1
2(1 — cos(g,))
-1
2811’1(%)

Die letzte Gleichung folgt aus dem Hinweis.
Alternativer Losungsweg:
1+ Goliwp)| = 1+ el#7)|
= |1 — ell¥r)]

= ’1 - COS(S‘%) _jSin(Sprﬂ
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Aufgabe 3
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Abbildung 2: Regelkreis.

Herr R. Obust schlagt
1

1S (jw)]

als ein neues Maf fiir die Robustheit vor, wobei S die Ubertragungsfunktion von d nach e im
Regelkreis geméfs Abbildung 2 ist.

0, = min
w

a) Zeigen Sie, dass sich §, aus der Ortskurve des offenen Kreises G, ablesen lésst.
Losungsidee: §, ist der minimale Abstand der Ortskurve vom kritischen Punkt.

Losungsweg;:

e Zunichst gilt |S<L>\ =1+ G(jw)| = |G(jw) + (1 + 0j)],

e somit ist das der Abstand zwischen dem Punkt auf der Ortskurve bei w und dem
kritischen Punkt.

e Dabher ist §, per Definition also der minimale Abstand der Ortskurve vom kritischen
Punkt.

e Dieser ldsst z.B. mit einem Zirkel ablesen, in dem man einen Kreis tangential zur
Ortskurve konstruiert (das ist der groftmogliche Kreis der die Ortskurve nur beriihrt,
aber nicht schneidet).

Aus dem Robustheitsmafs d,. lassen sich je eine Abschétzung fiir die Amplituden- und Pha-
senreserve herleiten. Nehmen Sie fiir die néchsten drei Teilaufgaben an, dass d,, > 0 gegeben
ist.

b) Leiten Sie grafisch eine untere Schranke fiir die Phasenreserve 0 < 7y, < oo her (d.h. finden
Sie ein groftmogliches € € R das £ < v, erfiillt).

Losungsidee: Die Phasenreserve ist der Winkel zwischen der negativen reellen Achse und
dem Schnittpunkt zwischen Einheitskreis und einem Kreis um den kritischen Punkt mit
Radius 4, in der unteren Halbebene. In dem Fall, dass sich die Kreise nicht schneiden, ist
die Phasenreserve unendlich.

Losungsweg: Zunéchst ist die Phasenreserve per Definition der Winkel zwischen der
negativen reellen Achse und dem Schnittpunkt der Ortskurve mit dem Einheitskreis. Dieser
Winkel ist am kleinsten, wenn der Abstand zum kritischen Punkt am kleinsten ist.

Der minimale Abstand zwischen dem kritischen Punkt und der Ortskurve ist geméfs a)
d,.. Damit beriihrt die Ortskurve einen Punkt auf dem Kreis um den kritischen Punkt mit
Radius 6,., ohne diesen zu scheiden.



Damit ist die kleinste erreichbare Phasenreserve, genau die bei der die Ortskurve den
minimalen Abstand zum kritischen Punkt auf dem Einheitskreis erreicht. Diese entspricht
dem Winkel zum Schnittpunkt der zwei angesprochenen Kreise.

Zur Veranschaulichung zeigt die Skizze in Abbildung 3 den Grenzfall der kleinsten Pha-
senreserve mit der schwarze Kurve. Jede Ortskurve (z.B. gelb) die den griinen Kreis des
minimalen Abstands J, an einer anderen Stelle beriihrt, hat eine grofere Phasenreserve.

c) Zeigen Sie grafisch, dass 0 < (; < (, existieren, sodass die Amplitudenreserve a, das
Intervall ({;,(,) als Teilmenge enthélt (d.h. dass bei einer zusétzlichen Verstarkung im
Intervall ({;,(,) die Stabilitét erhalten bleibt).

Losungsidee: Aus a) von 4, folgt sofort, dass die Ortskurve nicht innerhalb eines Intervalls
(—¢y L —(y DY um —1 die reelle Achse schneidet.

Damit gilt fiir die Schnittpunkte linkes des kritischen Punkts die Amplitudenreserve
({;,00) und fiir die Schnittpunkte rechtes davon die Amplitudenreserve (0, (,), wobei (;
bzw. (,. Da eine Ortskurve Schnittpunkte auf beiden Seiten haben kann, ergibt sich die
Amplitudenreserve als Schnittmenge davon.

Diese ist natiirlich das worst-case Szenario, dass auf beiden Seiten des kritischen Punkts
ein Schnittpunkte mit reelle Achse mit minimal Abstand liegt. Insofern ist ({;, () i.d.R.
nur eine Teilmenge der Amplitudenreserve a,..

Zur Anschauung siehe die Skizze in Abbildung 3. Die gelben Ortskurven sind die zwei
Grenzfille, die das Intervall ({;, (y) einschrénken.

d) Leiten Sie je eine Gleichung fiir £, (; und (, her.

Losung: € — arccos 2;62 = 2arcsin(d/2) fiir 6, <2
00 fiir 6, > 2
. ——  fiir 5, < 1
G = 156’ Gy = o
T 00 fir 9, > 1

Losungsweg: Fiir £ berechne die z-Koordinate des Schnittpunkt der Kreise, d.h. 16se
2?24+ 9? =1und (z+ 1)? +y? = 62 nach = auf. Daraus liisst sich mit dem Arcuscosinus der
Winkel berechnen. Dabei ist zu beachten, dass fiir 6, > 2 kein Schnittpunkt mehr existiert,
also die Phasenreserve oo ist.

Fiir ¢; und (, betrachte Abbildung 3 und berechne die Amplitudenreserve fiir die zwei
Grenzfille in gelb. Dabei ist zu beachten, dass fiir §,, > 1 der rechte Schnittpunkt mit der
negativen reellen Achse nicht mehr existiert, also die Amplitudenreserve dazu (0, c0) ist.

Nun wird die umgekehrte Richtung betrachtet, d.h. welche Aussagen sich iiber 4, treffen lassen
wenn die Amplituden- und Phasenreserve bekannt ist. Dabei ist die triviale Aussage, dass aus
der Existenz einer Amplituden- oder Phasenreserve folgt, dass §, > 0 gilt.

e) Argumentieren Sie, warum fiir die umgekehrte Richtung keine stirkere Aussage moglich
ist.

Loésung: Mit der Amplituden- oder Phasenreserve sind nur zwei bzw. drei Punkte der
Ortskurve bekannt. Daher kann keine Aussage {iber den minimalen Abstand der Ortskurve
vom kritischen Punkt getroffen werden. Ein Gegenbeispiel, das zeigt warum dies nicht geht,
ist in Abbildung 4 gezeigt. Obwohl die Amplituden- oder Phasenreserve unendlich sind,
kann 9, beliebig klein sein.
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Abbildung 3: Skizze zur Losung von Aufgabe 3b) und 3c¢)

Abbildung 4: Gegenbeispiel fiir Aufgabe 3e)



f)

Uberlegen Sie sich, warum die triviale Aussage trivial ist.

Lo6sung: Per Definition ist §, > 0. Ferner heifit 6, = 0, dass die Ortskurve den kritischen
Punkt beriihrt. Dieser Fall ist durch die Existenz einer Amplituden- oder Phasenreserve
bereits ausgeschlossen. Damit bleibt 6,. > 0.

Diskutieren Sie die Vor- und Nachteile des Robustheitsmafes 9, gegeniiber der klassischen
Amplituden- und Phasenreserve. Kénnte man 4, auch als eine Robustheitsreserve sehen?

Losung: Ja, d,. ist eine Reserve in Bezug auf die gemeinsame Anderung der Amplitude
und Phase.

i) Amplituden- und Phasenreserve sind einfacher zu bestimmen.

ii) Amplituden- und Phasenreserve geben direkt Auskunft iiber zwei bedeutende Stérungen
bzw. Modellfehler (Verstarkung/Dampfung bzw. Totzeiten)

iii) ¢, ist ein allgemeineres Mafs fiir die Robustheit, d.h. je grofer §, desto robuster.
Auferdem gibt es Fille, bei denen die Robustheit trotz unendlicher Amplituden- und
Phasenreserve gering sein kann (wie in Abbildung 4). Dies kann bei §, nicht passieren.

iv) 0, liefert auch eine Aussage, wenn sowohl die Amplitude als auch die Phase geéndert
wird.

V) ..



