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Wochenprogramm _ | mit Lésungsweg: Stabilitit 1

Bestehensniveau

Aufgabe 1 Gegeben sei der in Abbildung 1 dargestellte Standardregelkreis.

d K(s) G(s) Y

Abbildung 1: Standardregelkreis.

Die Strecke G sei gegeben durch

a)

s—1
R P )
Ist die Regelstrecke G stabil?
L&sung: Die Regelstrecke G ist stabil.
Losungsweg: Beide Pole liegen in der linken Halbebene.

Gegeben sei der P-Regler K (s) = 1. Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des geschlos-
senen Kreises

Y(s)
T(s) :=
(S) D(S)
Ist der geschlossene Regelkreis stabil?
Losung;:
G(s)K(s) s—1

T(s)

T 1+G()K(s) $2+65+5
Der geschlossene Kreis ist stabil.

Losungsweg: Die Stabilitat wird hier am Besten mit Hilfe der Vorzeichenbedingung (VZB)
iberpriift.

Hinweis: Fiir ein System 2. Ordnung is die VZB notwendig und hinreichend. Fiir System
hoherer Ordnung ist die VZB nur notwendig.

Alternativ soll jetzt der Regler

1
s+ 0.1

K(s) =

verwendet werden. Ist der Regler K stabil? Ist der geschlossene Regelkreis stabil?

Losung: Sowohl die Strecke G als auch der Regler K sind stabil. Der geschlossene Kreis
ist jedoch instabil.
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Losungsweg:
G(s)K(s) s—1

T(s) = 1+G(s)K(s) s3+5.1s247.55—0.4

Die Vorzeichenbedingung ist verletzt.

Als ein weiterer Kandidat fiir einen stabilisierenden Regler wird nun

10

K(s) = Cs+0.1

vorgeschlagen. Ist der Regler K stabil? Ist der geschlossene Regelkreis stabil?

Losung: Sowohl die Strecke G als auch der Regler K sind stabil. Der geschlossene Kreis
ist jedoch instabil.

Losungsweg:
T(s) = G(s)K(s) —10(s — 1)
1+ G(s)K(s) s3+5.1s2—3.55+10.6

Auch hier ist die Vorzeichenbedingung nicht erfiillt.

Aufgabe 2 Gegeben sei das System

2)

(77 )= (o)
y=(0 1)z

Der Regelkreis wird durch eine Zustandsriickfiihrung v = —pk'x geschlossen, wobei
kT = (1 1) gegeben sei und p € R ein zu wihlender Verstarkungsfaktor ist. Bestimmen
Sie alle p, fiir die der geschlossene Kreis asymptotisch stabil ist.

Losung: p > —2

Lésungsweg: Es gilt @ = (A — pbk")z. Damit

—3—-p —2-p
bkl =
A —pbk ( 1 0 )

und

—1 A
=X+ B+pA+2+p.

det(AT — (A — pbkT)) = det( (A T3ty 2 p))

Mit der Vorzeichenbedingung ergibt sich asymptotische Stabilitdt fiir alle p > —2.

Alternativ soll jetzt der dynamische Zustandsregler
3
u=7p (533 r+ 2y>

betrachtet werden, wobei p € R wieder ein zu wahlender Verstarkungsfaktor ist. Bestimmen
Sie alle p, fiir die der geschlossene Kreis asymptotisch stabil ist.

Losung: —2 <p <2



Losungsweg: Mit d = 0 lasst sich der dynamische Zustandsregler als
ip=—ap+2(d—y)

3
U= 5pTR = 2p(d —y)

schreiben. Daher kénnen wir das aus der Vorlesung bekannte Kriterium zur Uberpriifung
der asymptotischen Stabilitéit des geschlossenen Kreises heranziehen. Wir berechnen

-3 —2+4+2p %p
A,=1 1 0 0

0 -2 -1
und
A4+3 2—-2p —%p
det(M — Aj) =det(| —1 A 0o |
0 2 A+1

=N +4\2 4+ (5-2p) A +p+2.

Damit folgen aus der Vorzeichenbedingung p < % und p > —2 als notwendige Bedingungen
fiir asymptotische Stabilitdt. Die Beiwertebedingung ergibt

45—2p)—2—p>0

und damit p < 2. Zusammenfassend ergibt sich asymptotische Stabilitét fiir alle —2 < p <
2.

Aufgabe 3
Gegeben sei das System

T

1 0
(2 _1>a:+bu

cC T

S

Yy
a) Berechnen Sie die Pole des Systems in obiger Zustandsraumdarstellung.

Losung: Die Pole des Systems sind die Eigenwerte von A. Das charakteristische Polynom
von A ist (A —1)(A+ 1). Das System hat also zwei Pole \; =1 und A\, = —1.

b) Berechnen Sie fiir die drei Félle
b= (1) c'=(0 1)
0 ) )
0
e b= <1> c’=(0 1),

0 T
e b= (1),c =(1 0),
jeweils die Pole der (gekiirzten) Ubertragungsfunktion G' von v nach 3. Was stellen Sie
fest? Suchen Sie nach einer anschaulichen Erklérung fiir Thre Feststellung.

Lésung: Die Ubertragungsfunktionen folgen jeweils aus

T 1 1 r(s+1 0
G(s) =c'(sI — A) b—mc ( 9 sl)b'

Damit erhalten wir



e G(s) = (#: Diese Ubertragungsfunktion hat die gleichen Pole wie die Zustands-

s+1)(s—1)
raumdarstellung.
e G(s) = ﬁ: Diese Ubertragungsfunktion hat nur einen Pol bei s, = —1. Der instabile

Pol erscheint nicht in der (vollstindig gekiirzten) Ubertragungsfunktion.
e G(s) = 0: Diese Ubertragungsfunktion besitzt keine Pole.

Man kann also beobachten, dass nicht alle Pole der Zustandsraumdarstellung in der
(vollstéindig gekiirzten) Ubertragungsfunktion erscheinen miissen. Dieses “Verschwinden”
von Polen im zweiten und dritten Fall kann man sich auch anschaulich erklaren.

Im zweiten Fall regt u nur die z,-Dynamik an und die z,-Dynamik wird auch am Ausgang
sichtbar. Der Einfluss von u auf y geht also nur iiber die zweite Zeile der Zustandsraum-
darstellung und die Ubertragungsfunktion besitzt deshalb nur einen Pol.

Im dritten Fall regt u ebenfalls die x,-Dynamik an, die jedoch keinen Einfluss auf die
z1-Dynamik hat. Da nur x; am Ausgang erscheint, gibt es keinen Einfluss von u auf y,
also auch keine Pole.

Abbildung 2 zeigt dies in einer graphischen Darstellung.

() ()

(a) Fall 1. (b) Fall 2. (c) Fall 3.

Abbildung 2: Graphische Darstellung des Signalflusses.

Standardniveau

Aufgabe 4 Gegeben sei der Regelkreis in Abbildung 3, wobei der offene Kreis G, in Zustands-

raumdarstellung
—4 -1 —6 1 1
=10 -1 —2|xz+ 3 11(d—y)
0o -2 -1 1

y=(-1 1 0)=
gegeben sei.

a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) des offenen Kreises. Ist diese asymptotisch
stabil? Wie viele Pole kennzeichnen das Ubertragungsverhalten von G?



d Gy(s) Y

Abbildung 3: Regelkreis.

Losung: G(s) = diese ist asymptotisch stabil. Zwei Pole kennzeichnen das

4
o $24+7s+127
Ubertragungsverhalten, obwohl die Zustandsraumdarstellung drei Zusténde besitzt.

Lésungsweg: Wir berechnen die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises zu G(s) =

c'(sI —A) b= m. Mit der Vorzeichenbedingung ist diese asymptotisch stabil.
Uberpriifen Sie den geschlossenen Kreis auf asymptotische Stabilitét.

Losung: Der geschlossene Kreis ist asymptotisch stabil.

Lésungsweg: Wir iiberpriifen die charakteristische Gleichung des geschlossenen Kreises
Ny(s) + Zy(s) = 82+ Ts + 16 = 0.

Mit der Vorzeichenbedingung ist der geschlossene Kreis asymptotisch stabil.
Uberpriifen Sie die Stabilitit des offenen Kreises G, im Zustandsraum.
Losung: Instabil.

Losungsweg: Das charakteristische Polynom von A ist A3 4 6\ + 5\ — 12, damit ist der
offene Kreis mit der Vorzeichenbedingung instabil.

Uberpriifen Sie die Stabilitiit des geschlossenen Kreises im Zustandsraum.
L&sung: Instabil.
Losungsweg: Der geschlossene Kreis lasst sich schreiben als

= (A—bc")x+ bd

y=c'x.

Das charakteristische Polynom von (A — be') ist A3 4+ 6A2 + 9\ — 16, damit ist der
geschlossene Kreis mit der Vorzeichenbedingung instabil.

e) Wie kénnen Sie sich diese scheinbar widerspriichlichen Ergebnisse zwischen der Analyse im

Frequenzbereich und im Zustandsraum erkléaren?
Losung: Der Regelkreis ist nicht intern stabil.

Loésungsweg: Offensichtlich ist der Regelkreis nicht intern asymptotisch stabil, da A
Eigenwerte in der rechten Halbebene besitzt. Man erkennt dies auch daran, dass bei der
Berechnung von Gy (s) eine Pol-Nullstellenkiirzung in der rechten Halbebene auftritt.



