
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

~. Differentialgleichungen erster Ordnung

Variation der Konstanten Trennung der Variablen

geg.: y' +f(x). y =g(x) +AWP
geg.: y1

=g(x).h(y) + AWP

dy
->

y
=

Yp
+Yn

- y' t aX ** =g(x).h(y)

1) homogene Lösung: Yn =c.e
-F(x)

CEIR - nach y und x sortieren hiydy =g(x)ax (

-F(x)
2, partikulare Lösung: yp

=c(x) e - beide Seiten integrieren, auf eine Seite

-> führt auf c(x) =g(x) - eF(x) Konstantec addieren (nixdy =(g(x)ax +c

-> integrieren zu c(x), in yp einsetzen
-

nach y umstellen

3y
=yp +

Yn -> AWDeinsetzen, um zu berechnen
- AWDeinsetzen

- in Lösung einsetzen

2. Differentialgleichungen höherer Ordnung

1. homogen:
y
+3y" +y' +2y

- linken Teil gleich O setzen -> charakt. Polynom: x+3x2 +x +2 =Nullstellen in suchen

x2*
-

xn FXz: f(x) =er,fa(x) =ex2* yn
=ce**+ce

x=x2: f(x) =e, f(x) =xe,G(x)=xe,... yn
=(a +xcz) e** CnEIR

in
=

a =iw:f(x)=e*sinlux, Ga(x) =ecoslux xn
=ex(c_sin(wx) +czcos(wxl)

- DGL =2.Ordnung:Polynomdivision

2. partikular: azy" +a,y +aoy
=g(x) bei g(x) =f(x) +h(x) -zweipartikulare Lsg. bestimmen und addieren

g(x) =r(x)eux M FUst.: fp(x) =s(x)exmit grade-grads g(x) =104e*-u=1, gradr =0

M
=m-fache Nst.: fp(x) =x"s(x)e*mit grad=grads

-> S(x) =a =fp(x) =ce,fp(x)=ce",fp"(x) =ce
Resonanzfall

-> yp so oft ableiten wie geg. Y
-> ae+Lae +10ae=13e* -a =1

-> einsetzen und nach y auflösen
S(x) sinh(x) =Yzle*-ex

g(x) =r(x) easin(bx) I Nst. E K fp(x) =e(cos(bx) +sin(bxl) cosh(x) =Yzle+ex

g(x) =r(x) eacos(bx) fp(x) =e4(xcs(bx) +bsin(bxl)

DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME

geg.:y'=Ay +h(x) typ. Fragestellung:Bestimmen Sie alle reellen Lsg.

1. homogen -> EW und Er v;bestimmen

*nx
+Cake**mit-

X. FX2 fu(x) =cf +2282 =

aune anER

- x=x2 fun(x) =cn8 +228 =cre** +Cake**mit Cre

wenn v =v2:
- B =A - xE

-

:von v lin. unabhängiger Vektor
- Br =(...), B2 = (...), bis Bv =0 K:Anzahl der Lösungen

- fin(x) =ex(iB*vr) meist bekannte Lösung

fizz(x) =ex(iB"- W I B*-(
:

fers(x) =e(BuntBr +iBor
-

x
=

a+ib, v =u +iw -> f(x) =eax(cos1bx)c - sin(bx/w) Eigenvektor von XEK:Multiplikation mit kompl. Konj.
4-3: -5 25 -5(4 +3i) 25 - 20 -15:

fz(x) =eax(sin(bx)u +cos(bx/w) z. B. 5-4-3:
7

5 -4-3
->

5 -4-3

2. partikular
- Wsys(x)=(fn fa f3) Spalten sind die Lösungen aus homogenem Teil

I- Wsys(x)
=Wsys(0)-1.Wsys)-x). Wsys(Ol-v bei 12:Wsys(x) = (I âl WsysIX-=derxs-)

-c(x) =Wsys(x)
-

v.h(x) h(x) ist die Störfunktion

- c =Scdx einzelne Reihen integrieren

cz =fcdx
-

C,Czi in Lösung des homogenen Teils einsetzen -

partikulärer Teil

-

y
=f(x) +fp(x)



MEHRDIMENSIONALE ANALYSIS

Normalbereiche Flächeninhalt

begl. X-Achse bzgl. Y-Achse #(s) =S,1a0 =SS, 1Erx eldra
1

1 =3(x,y)eR2a=x =b,g(x) =y =h(x)3 1 =3(x,y)eR2)c =y =d,g(y) =x =h(x)3 -rorg SSsrotg dxdy

SSp f(x,y)dxdy SSp f(x,y)dxdy -rg Elg,k) k: Rand

=SIS f(x,y) aylax =5915, f(x,y)ax) ay volumen

1

h(x)
ak Länge einer Kurve V(K) =SSS,vdxdydz

g(x) - (4) =Sa/C(t)ldt Drehkörper:
a b >

gix h(x)
D =3(x,y)e14a=x =b, - r(x) =y =r(x)3

Parametrisierung in Polarkoordinaten Schwerpunkt
v =iSar(x)2 ax

1. Kreis B=3(x,y)e121 x2 +y
2 =R23 xs

=E(f) x axdydz
=0 bei Upyramide= Gh h:Höhe

-> E =[0,R) x[0,21] -> 12, (Y)(Esnl x=(fydxdydz I Rotationskörpern VKugel =ar

G:Grundfläche

2. Ellipse B=3(x,y)e(2(äl+(5)2 =R23 zs=(((zaxdydz Uzylinder- Tra

-> E =[0,R) x[0,21] -> 12, (Y)(nl Vegel=Arch

3.Zylinder B
=3(x,y,z)eRR1 x2 +y=R2,02z =h3 Zirkulation in 12 und R]

rcos(cel

-> E =[0,R) x[0,2) x[0,h) ->1RP, (E) i (rsincel) R2 Zlg,k) =Srgls) dsGREEN SSyrotg axdy
wenn nicht Green:
- parametrisieren
- Parametrisierungen ableiten

mit Fkt. det rardydz rotg=0 =z(g,k)=0 (wirbelfrei)
- z2g,k) =(ag(y(y)).j'(y) du

4. Kugel B=3(x,y,z)eRRY1 x2 +y2 +z2 =R23 ro+g(Y) =8YY - 09x

-> E =[0,R) x[0,2) x[0,5) -iR, 1 ZIg,0S1=SosgIsaTOESSSusrorg rxEydra
(E) i (siena bei Halbkugel vorg(*) =18

=

8
rcos(r) dxfz -0yf-

mit Fkt.det rsin(2ldrdydu

5. Kegel B=3(x,y,z)eRRY1z242 =x
2
+y2,z203 Ausfluss in 12 und M

-> E =[0,R] x[0,2i] -> 1RP, 12Alg,k) =Sugnas* SS dirgaxdyrcos(cel

(Y) it(rsincel)
r dirg(Y) =0x9 +0492

GAUA

in kartesischen Koordinaten: In =(
- xx) IR Alg,S1 =SSsgndO=SSSv divdxdydz

6. Ellipsoid B=3(x,y,z1eR1(â)
2
+(512 +() =R23 dirg(*) =dx9n +0y92 +0293

-> E =[0,R] x[0,2] x[0,1] -> 1RP, div g(E) =0 divg()0 divg() =0

(E) (scna?
crcos(r)

-> quellfrei -> Quelle -> Senke

PartielleDifferentialGLEICHUNGEN
+Randbedingungen für rx,t) =0 homogen

Wärmeleitungsgleichung Uz
=auxx +rx,t) +

Andangsbedingung I für r1x,t) FO inhomogen
-

homogene WLG: v(x,t) =v(x). s(t)

(x) =y" +xy =0 -p(x) =x +x =0 -x
=1 -x

1, x=0:v(x) =ce
-
-xx

+

ce
-xx

CnEIR
2, x

=0:v(x) =c. +2X

3, x0:v(x) =ccos) x x) +csin) xx)

sit) =we-a**t reIR

- inhomogene WLG:

- homogene Randbedingung v Bilt)
=Efr(x,t)sin)**x) ax

u(0,t) =0 =v(L,t) -> bult) =SuCt)ea* dt + Bn AnEi (Integrationskonstantel

w(x,0) =0 für x e [0,1] 2, v(x,t) = Er besin(*)e-a

3. An durch Einsetzen der Anfangsbedingung ermitteln

4) An in u(xit) einsetzen

- inhomogene Randbedingung n (x,t) =r(x,t) - (n - (gi(t) - Eh'(t)

v(0,t) =g(t) v(,t) =h(t) 2, f(x) =f(x) - (1
- E)g(0) - Eh(0)

w(x,0) =f(x) für x= [0,2] -> homogene Randbedingungen für i =axx +(x,t), siehe oben

3) v(x,t) =(x,t) +(1 - E)g(t) +En(t)

Wellengleichung Vet =cuxx +r(x,t)

d'Alembertsche Formel v(x,t) =[(f(x - ct) +f(x +ct)) +/g(s) as
-> zwei Mal nach x bzw. t ableiten und vergleichen



FOURIER-REIHEN Periode i =2L

⑪

Fourierf(x) =9 +jajcos(jx) + Ebjsin(jx Ck
= ~ f(x)e-

inx
dx =-(reikx

aj =π(* f(x)cos(jx)dx gerade Fortsetzung zuerst as! f(x) gerade ->f(x) =f)-x)-T

L

=S f(x)cos(jx)dx =So f(x)cosl jx) dx -> achsensymmetrisch ->bj=0
tan auch

bi =π)* f(x)sin(jx) dx ungerade Fortsetzung ungerade f(x) ungerade - - f(x)
=f)-x)

-T

=S f(x)sin(jx) dx =S f(x)sinljx) dx -> punktsymmetrisch -aj
=0

wenn z. B. aj
=j ->

an extra ausrechnen, an jzajcos(jx) Mischung aus Dunkt-& Achssymmetrie

z.B. f(x) =x(x +π) =x2πx gerade
Parsevalsche Gleichung I ungerade

as-2 =(,f(x)*dx =

π2
+ +i=(aj2 +bj2) -> aufteilen, dann Reihen addieren

(sin(x)dx =[ (x - sinxcos(x)] Stan(x)dx =I - In 1cos(x)l] Sxe**dx =f(ax -1)ea]
ab

Scos(x)dx =[ (x +sinxcos(x)] S(nxdx =[x((n1x) -1)]

Fallunterscheidungen Orthogonalitätsrelationen 2π n =k =0

cos(j) =(-1)d S
*

cosjx) cos(kx)dx = E B
für n =k =0

-T sonst

sin(ji) =0 (* cos(jx)cos(jx)dx =0

j n
=k =0

coS((2j +1) =0 - sinljx) sin (kx)dx = E I für sonst

sin((2j +1)
=(-1)"

Skizzen i cosh(x)
cosh(0) =1

sinh(x)

~Y
sinx +) +1

um * gestreckt, T=
sinh(0) =0

Verschiebung

tanh(x) um y nach links
+anh(0) =0 ↑ T2

um 1 nach oben
x X --------------

I ai 3 x X

Grenzwerte

f ist bis auf endlich viele Ausnahmestellen

xo in [-1,] mit endlichen rechts-

und linksseitigen Grenzwerten stetig diffbar

=>1. Die Fourier-Reihe konvergiert an jeder

Stelle x, an der stetig ist, gegen f(x)

2. An einer Unstetigkeitsstelle so von f

Konvergiert die Fourier-Reihe von f gegen

das arithmetische Mittel:

E(x+f(x) +x=-
f(x))



LAPLACE-TRANSFORMATION f(t) ↓(f(t))
1

F(s) =$. f(t)e-st dt 1 S

at 1

geg.:y"+y' +y =h(t) f(0) =... f((0) =... e S-a Sa

1

1 auf beiden Seiten LI...) anwenden t Sh
n!

21 durch Flst-Ausdrücke ersetzen und Alp einsetzen th gr+1

n!

2If(t)) =sF(s)-f(0) eat Is-a)
+1

S-a

↓If"(t)) =s"F(s) - sf(0) - f(0) eatcos(wt) (S- a)+n2

Wi

2 If
"(t)) =sF(s)-gn-f10/0) - g-f"(0) -

...

- gof(n-- (0) eatsin(wt) (S- a)+n2

3, nach FisI auflösen (-1)" trf(t) F((s)

Faltung Linearitat: Laf +bg) =a(f) +b((g)
(f *g)(t) =(öf(t - t)g(t)d= Dämpfung: ↓(eatf(t)) =F(s-a)

(( f *g) =((f).((g) Streckung: ((f(at)) =F(â)

Additionstheoreme

cos(2x) cos"(x)-sin"(x) sin(2x) 2cos(x)sin(x) sin(x) sin(y) I(cos(x-y) -cos(x +yl)

1-2sin(x) =2cos"(x) -1 cos(x)cos(yl I(cos(x-y) +cos(x +yl)

cos(z +w) cos(z)cos(w)-sin=)sin(w) sin(z +w) cos(z)sin(w) +cos(r) sin(z) sin(x)cos(yl =(sin(x - y) +sin(x +y))

cos"(x) =(1 +cos(2x)) sin"(x) =(1 - cos(2x)) sin"(x) +cos(x) 1

cos(- x) coS(x) sin)- x) - sin(x) cos(x)+isin(x) eiz

coS(x +i) -cos(x) sin(x +i) - sin(x)

coS(x) sin=x) sin(x) cost - x

(n(1) =0

Hyperbolicus cosh2(x) - sinh"(x) =1 In- Gesetze in(e) =1

cosh(x)sinh(x) == sinh (2x) cosh"(x) =I(cosh(2x) +1) In(ur) =(n(u) +(n(r)

sinh(x)coshly) =E(sinh(x+y)-sinh(y-x)) sinhb(x) =I(cosh(2x) - 1) In(E) =In(r) - (n(r)
ex +e

-x

sinh(x)cosh(x) =Elcosh(x+y)+coshly-xI) sinh(x) = 2 In(ur) =v. (n(u)

sinh(x) sinh(y) =E(cosh(x+y) -coshly-x)) ex - e
- x

cosh(x) = 2 In("v) =E.(n(w)

/Grenz-)Werte

in Sinh(x) =0 lim cosh(x) =0 ↓in archan(x)= arcsin(0) =0 arccos(0)=
x-

im Sinh(x) = - 0 /im cosh(x) = - 0 ↓Marchan(x) =- arcsin()=I arcos(n) =0x--

sinh(0) =0 cosh(0) =1 archan(0) =0 arcsin-1)=- arccos(-1) =π

archan(el=

Integration
A

partiell: (f(x).g(x)dx =[f(x)-g(x)] - (f(x)-g(x)dx S
x - cdx =[1.(nix - x1]

substi-(f(x)dx =ff(x(t)) x(t)dt Sixarax=[auisak] für kan
tolion:

CX 2x +1 A
( f(x(t)) x (t)dt =S! f(x)ax ((x2 +1x +f)kdx =2))(x2+1x +y)kdx

- (,x2+3x +y)kdx)

/xydx =[In1x2+3x +f13

- 1

((f(x) +g(x))dx =(f(x)ax +fg(x)ax (xy,dx =[(-)(x2 +1x +f)k-n) für k - 1

Ba
(xf(x)dx =2 Sf(x)ax S x2 x+fdx =jarcran)"131 =0

-

4

1 1

f(x) xa X b* * cox 1x2 1- x2 1 x2 sinh(x) sinx) cos() tan(x)

b*(f(x)dx anxanx in(b)
Inx1 tankl arcran(x) arcsin(x) arcsinh(x) cosh(x)-cos(x) sin(x) - InIcos(xil

I I I I 5
R ⑧ - E 3 2 Eπ &i H ⑮ i H i Iπ ⑤ π i 2π

D 0 300 450 600 900 1200 13501500 1800 2100 2250 2400 2700 3000 3150 3300 3600

sin 0 E 52 ⑤ 1 - E E 0 - - -E -1 -E - -I 0
I 2 I

COS 1 E E I 0 - - - -1 - - - 0 I E E 1

tan 0 ⑤ 1 5 -- -1 - ⑧ ⑤ 1 ⑮ - - -1 ⑤ 0


