Teil II: Statik starrer Korper

Mitschrift von Maximilian Seebeck
mit Grafiken von Betiil Celebi

7. August 2012



Inhaltsverzeichnis

Mathematische Vorraussetzungen

Grundbegriffe

2.1 Materieller Punkt, System von materiellen Punkten . . . . . . . .. .. ..
2.2 Materieller Korper . . . . . . . ..
2.3 DieKraft . . . ..
2.4 Kraftiibertragung, Stiitzung, Schnittprinzip . . . . . . . . . .. .. .. ..

Kriftesysteme

3.1 Das zentrale Kraftesystem . . . . . . .. . . ... ... ... .. ...
3.2 Allgemeines Kriftesystem (Einfithrung) . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3 Aquivalenz allgemeiner Kriftesysteme . . . . . . .. . ... ... ... ...
3.4 Allgemeine, rdumliche Kréaftesysteme . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.5 Das allgemeine, ebene Kréftesystem . . . . . . . .. ... ... ...

Schwerpunkt

4.1 Schwerpunkt eines Systems materieller Punkte . . . . . . . ... ... ...
4.2  Schwerpunkt eines materiellen Kérpers . . . . . . . . ... ... ... ...
4.3 Volumen-, Flachen- und Linienschwerpunkte . . . . . . .. . .. .. .. ..
4.4 Bemerkungen zur Bestimmung des Flachenschwerpunktes . . . . . . . . ..

Verschieblichkeitsuntersuchungen
5.1 Begriffe und Symbole . . . . . ..o
5.2 Statische und kinematische Bestimmtheit . . . . . . . . ... ... ... ..

Auflagerreaktionen und Schnittgrofien
6.1 Belastung von Stiitzen und Balken . . . . . . . . ... ... ...
6.2 Auflagerreaktionen an zusammengesetzten ebenen
Tragwerken . . . . . . . ..
6.3 Schnittgrofen am geraden Balken unter ebener Belastung . . . . . . . . ..
6.4 Schnittgrofsen an Rahmenecken und an Knoten mit mehr als 2 Staban-
schlissen . . . . . . . . . .
6.5 Schnittgrofen an einem in der Ebene gekriimmten Balken unter ebener
Belastung . . . . . . ..
6.6 Schnittgrofen am geraden Balken unter rdumlicher Belastung . . . . . . .

Ebene Fachwerke

7.1 Definition und Begriffe . . . . . .. ..o
7.2 Verschieblichkeitsuntersuchungen und Bildungsgesetze . . . . . . . . . . ..
7.3 Berechnung von Fachwerken und Knotenschnittverfahren . . . . . . . . ..
7.4 Berechnung von Stabkriften mit dem Ritterschen Schnittverfahren . . . . .
7.5 Ergdnzende Bemerkungen . . . . . .. ... .o

17
17
21
26
28
35

41
41
46
47
49

52
02
25

58
58

61
65

73

75
7



8 Reibung
8.1 Haftreibung und Gleitreibung
8.2 Seilhaft- und Seilgleitreibung

8.3 Rollreibung bzw. Rollwiderstand . . . . . . . . . . ... .. ... ... ...

9 Seilstatik
9.1 Vorraussetzungen . . . . . .

9.2 Seile unter kontinuierlicher Vertikalbelastung . . . . . . . . .. ... .. ..
9.3 Seil unter konstanter Vertikalbelastung . . . . . . . .. ... ...

10 Prinzip der virtuellen Arbeit

10.1 Arbeitsbegriff in der Mechanik starrer Kérper . . . . . . . ... ... ...
10.2 Das Prinzip der virtuellen Verrtickungen . . . . . .. .. .. .. ... ...

10.3 Stabilitdat des Gleichgewichts






1 Mathematische Vorraussetzungen

siehe ,Erginzungen zur Vorlesung, Vektorrechnung eine Einfiihrung"

2 Grundbegriffe

2.1 Materieller Punkt, System von materiellen Punkten

Def.: Ein materieller Punkt (Massepunkt) P ist ein Objekt mit folgenden Eigenschaften:
1. Die Lage von P ist durch einen Ortsvektor x(P) e V3 eindeutig festgelegt.

2. jeden P ist eindeutig eine Mase m(P) > 0 zugeordnet.

Def.: Ein Bezugssystem im Anschauungsraum be-
steht aus einem Bezugspunkt 0 und 3 nicht- \

komplanaren Vektoren a; ¢ V3 (i=1,2,3). L7
> 1
{O: Q4 @ Ra \

Lo~

Bem.: ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann a; mit einem orthonormierten System
e; identifiziert werden.

,\4‘»« ﬂk&w RS
2

X4 . ’0., D+ (( R ¢ 18
Ry : orlrormormnrrles  B-ugnaustonn
N ( (

X284y

Merke: Die Parameterlinien in einem Bezugssystem mit orthonormierter Basis heifen
,kartesische Parameterlinien bzw. ,kartesische Koordinaten‘

Komponentendarstellung des Ortsvektors x(P):

X: Tri€ — T1€1 + To€2 + T3es
rie; (i=1,2,3) :Komponeneten von x
mit:
X :Koeffizienten der Vektorkomponenten



Def.: Ein System v von materiellen Punkten P;, v(F;) mit i = 1,2,3,...,n besitzt folgende
Eigenschaften:

1. Die Lage jedes P; ist durch seinen Ortsvektor z;(P;) € V? eindeutig festgelegt:
x; := x(P;) mit x; # Xx

2. jedem P; ist eindeutig eine Menge zugeordnet:
n; = m(P;)

3. Die Masse von ~ ergibt sich aus
M =m(y) = >0 m

Veranschaulichung

Es fOlgt Xj 7é Xk < Pi 7é Pk



2.2 Materieller Korper

Def.: Ein materieller Korper ist eine kontinuierlich verteilte Mange seiner materiellen
Punkte P;, die sich eindeutig im Anschauungsraum V3 darstellen lisst. Eine solche Dar-
stellung heiftt . Konfiguration®.

Veranschaulichung;:

PN vk R
R ek, :}J\J;(,“(
.7 Obeffike v B

Einfiihrung der Konfiguration (Platzierung)

x = x(Pt)
d.h. die Konfiguration x(P,t) weifst jedem materiellen Punkt zu jeder Zeit t eine eindeutige
Lage im V3 zu.

Volumen und Masse des materiellen Korpers

- Volumen V = [, dv ~[dm = pdv
- Masse M = [, dm ml p(x, t)

Beispiel:

) ©
X

—— u_%p,

x._"»
|

&

o _ [T1E [T2E [T3E _
r= fB dv = fxlo fmm fxso dridzredrs = abe
dv
p = konst. (homogener Korper)
=M= [g,dn= [,pdv=p|pdv=pV



Mechanik kontinuierlich verteilter materieller Korper
— Kontinuumsmechanik

Reformierbarer und starrer Kérper

Def.:Ein materieller Kérper bei dem in jeder Konfiguration x(P,t) die Absténde jeweils
zweier materieller Punkte P; und P, zueinander konstant bleiben heifst starrer Korper.
Jeder andere Korper ist deformierbar.

Bem: In der TM 1 befassen wir uns nur mit starren Koérpern (Ausnahme: Seilstatik)



2.3 Die Kraft

Einfiihrung des Begriffes ,Kraft“ aus unserer physikalischen Erfahrung.

Merke: Eine Kraft ist eine physikalische Grofe, die in ihrer Wirkung mit einer Gewichts-
kraft dquivalent ist.

Veranschaulichung:

b= g
\...;4—% = (-:T'..L\,;‘gl‘i(,\., (Eﬁl’:)u.o&\au;v,‘m\
! By,

Nah- und Fernwirkungskriafte

a) Nahwirkung:
tiber eine Fliache verteilte oder (idealisierte) in einem Punkt konzentrierte Wirkung
von Kréften

Ubertragungsmechanismus: Kontakt

b) Fernwirkung:
iiber ein Volumen verteilt angreifende Kraftwirkung, z.B.: f, Gravitation




Begriffe:
e t: Oberflichenspannung (Kraft pro Fliche)
e f: Volumenkraft (Kraft pro Volumen)

Die Einzelkraft

Die Einzelkraft entsteht aus der Zusammenfassung verteilt angreifender Kréfte, zu einer
physikalische dquivalenten Grofe.
Dimension einer Kraft

Es gilt das Newtonsche Grundgesetz:

’Kraft = Masse x Beschleunigung‘
[IN = 1kg * 1m/s* |

Bem.: Masse messen, d.h. Kréfte messen d.h.

[
u
|
{
|
o
A R

e

N

AL,
J

= Kraft: 1kg x 9,81 m/s* = 9,81 N

Eigenschaften von Kraften

Eine Einzelkraft ist ein Kraftvektor mit folgenden Eigenschaften:

(a) Betrag (b) Richtung

freie Vetoren (c) Angriffspunkt am Korper

N

gebundene Vetoren

Veranschaulichung

'\\ a) )

’Merke: Die Kraft ist ein gebundener Vektor‘

10



Beispiel

Komponentendarstellung von F

F=F1+F2+F3:Eei
F;: Kraftkomponenten

mit
F;: Koeffizienten der Kraftkomponenten

Die Kraft am deformierten und am starren Korper

(a) deformierbarer Koérper

e {0
/B

;

4

A
-

(b) starrer Korper
/\ N
[ () / \ ?
i) L/”l @/

Konsequenz: Am starren Korper kann F beliebig auf der Wirkungslinie verschoben wer-
den.

‘Merke: Am starren Korper ist die Kraft ein linienfliichtiger Vektor

Zentrale und Allgemein Kriftesysteme

(a) Zentrales Kraftesystem

11



Def.: Im Zentralen Kréftesystem schneiden sich die Wirkungslinien der Einzelkrifte in
einem Punkt.

Veranschaulichung

S lcu—re v ) 2\\;(7'1.—

(b) Allgemeines Kréftesystem

Def.: In einem allgemeinem Kréftesystem schneiden sich die Wirkungslinien der Einzel-
krafte nicht in einem Punkt.

Veranschaulichung

12



2.4 Kraftiibertragung, Stiitzung, Schnittprinzip
(a) Kraftiibertragung

- Seile (Faden, Ketten): nur Zugkréfte

/
{ y
/ A
// — Sel
- gelenkig gelagerte Stébe:
1 —
: )
/ L & {
/ Sk B

(b) Stiitzung (ebene Stiitzung; 2-dim.)

- festes Auflager: 2 Kraftkomponeneten

- bewegliches Auflager:

D

/N
A= Ay

13



Bem.:

~7

xass
;A—; ?
Beispiel:

L § 3

2

>

77

g

Merke: Eine Lagerung/Stiitzung ermoglicht eine Auflagerkraft (starre Stiitzung) bzw.
behindert die Bewegung und damit die Verschiebung in vertikaler Richtung (elastische
Stiitzung).

starre Stiitzung Vs. elastische Stiitzung
)
o
ol

;ﬁ
\ )
L

Konsequenz:

e Im Anschauungsraum (3-dim.) existieren 3 linear unabhéngige Verschiebungsrich-
tungen.
Daraus ergeben sich auch 3 unterschiedliche Kraftrichtungen

e In der Ebene (2-dim.) existieren 2 Richtungen

14



(¢) Schnittprinzip

Bem.: Um Krifte sichtbar zu machen, bedient man sich des Schnittprinzips

Veranschaulichung

Schnittfithrung durch Geschlossene Schnitte

| ,S_ ,-'i L £
e -

/ / Sy

Konsequenz: Es gilt das

Wechselwirkungsgesetz:
Die Krifte, die 2 Korper (bzw. Teilkorper) aufeinander ausiiben sind gleich grof, entge-
gengesetzt gerichtet und liegen auf einer Wirkungslinie.

bzw. in Kurzform

\ actio = reactio \

15



Beispiel:

A S

16



3 Kraftesysteme

3.1 Das zentrale Kraftesystem
Bem.: Am starren Korper schneiden sich die Wirkungslinien aller Kréfte in einem Punkt.

Veranschaulichung

\ /7P

\
7S,

Es existieren 3 Grundaufgaben:

(a) Reduktion des Kréftesystems auf eine Einzelkraft
(b) Zerlegung einer Kraft
(a) Bedingungen fiir das Gleichgewicht

(1) Das Zentrale, ebene Kriftesystem (2-dim.)

Bem.: In der Ebene existieren 2 voneinander unabhéngige Verschiebungs- und Kraftrich-
tungen

Beispiel:

17



Geg.:

F="F e F =3 kN

P="P e +P e P, = —4 kN, Py = —3 kN
= P=|P|=5kN

K:Klel—f-ngg; Klz—gkN,K2:4kN

= K =|K|=5kN

Ges.:

(a) Reduktion auf eine Einzelkraft (Resultierende)
(b) Zerlegung der Resultierende in 2 Richtungen

Losung.:
(a) Ermittlung der Resultierenden

- graphische Losung:

Lageplan (lcm 2 1m); Krifteplan (1em £ 1kN)
S Y ek

- analytische Losung:

R:F+P—|—K:R1 81+R262

Koeffizientengleichung:

er: Ri=F+P+K =3-4—-3=—-4kN
€y : Ry=F+P+Ky,=0-3+4=1kN
Ergebnis:

R = —4eq + le; [EN]

= R=|R|=v42+1~4,12 kN
(b) Zerlegung von R in 2 Richtungen

hier:
a; = 1v2ey + 11/2e,
= |a1| =1

(aufderdem natiirlich:) as = ey

18



- graphische Losung:

Ergebnis (abgemessen):
Ay = -5,65 kN
A2 — 5 kN

- analytische Losung:

A1 = Al a; = %\/5 Al (81 +82)

!
R=A,+A it:
! 2 W { 2 =Asa; =A4; ey

Koeffizientengleichungen:

e : R, = %\/i A1 :>A1 = —5,66 kN
€g : RQZ%\/§A1+A2 :>A2:5kN

(c) Gleichgewicht

Bem.: In einem Gleichgewichtssystem (statisch) existiert keine resultierende Kraft, die
am starren Korper eine Bewegung verursachen konnte.

Axiom:

In einem Gleichgewichtssystem verschwindet die Summe der angreifenden Kréfte.

Beispiel (siehe oben)

A

RI - A]_ + A2
Gleichgewicht fir R=R! + R" =0

19



Koeffizientendarstellung des Gleichgewichts

e : Rl =0= Z?:l (Fl)z mit (Fl)z = Fi e
€q R2 =0= Z:-L:l (FZ)Z mit (Fg)l = Fi N sD)

Ubliche Kurzdarstellung:
mit e; =: eg und e; =: ey folgt

— > H =0: Summe aller ,Horizontalkréfte*
T >V =0: Summe aller ,Vertikalkrafte*

Beispiel fiir Gleichgewicht

analytische Losung:

e Geschlossener Schnitt, Antragen der Schnittkrafte
e Bedingungen fiir Gleichgewicht am Teilsystem I

Geg.: G mit G = 10 kN
Ges.: Seilkrifte S; und S fiir Gleichgewicht

— > H=0=S1g — Sou =51 cos(45°) — Sy cos(45°)
=51 =5,
TZV:0251V+SQV—G:251 sin(45°)—G

oS =Sy = — 7,07kN

2 sin(45°)

(2) Das Zentrale, rdumliche Kriftesystem

Bem.: Alle Ausfiihrungen fiir das ebene, zentrale Kréftesystem gelten uneingeschrankt
weiter, allerdings:

Es existieren im 3-dim. Anschauungsraum 3 unabhéngige Richtungen und Kraftrichtun-
gen!

20



3.2 Allgemeines Kréftesystem (Einfiihrung)
Bem.: Die Krafte schneiden sich nicht alle in einem Punkt.

Veranschaulichung;:

Latd

“‘\S ?

Es existieren 3 Grundaufgaben:

(a) Reduktion des Kréftesystem auf ein ,Aquivalentes” System
(b) Zerlegung der Kraft

(¢) Bedingungen fiir das Gleichgewicht

Voraussetzungen fiir Losung der Grundaufgaben

Einfithrung des Begriffs ,Moment einer Kraft* (um eine Achse, d.h. axiales Moment)

21



Allgemeiner Momentbegriff:

Def: Das Moment einer Kraft F in Bezug auf einen beliebigen Bezugspunkt B lautet:
MB =rxF

r ist der Differenzvektor zwischen B und dem Angriffspunkt @ von F (von B auf @
gerichtet)

Mafseinheit (Dimension) des Moments: 1 Nm = 1 N - 1 m

€1 €2 €3
Mg =raF=|ry r r3|=
Fy F, Fj

= (7’2F3 — 7’3F2)€1 — (7”1F3 — T’3F1)ez -+ (TlFQ — T2F1)63
Hinweis zur Berechnung einer Matrixz mit Unterdeterminante = ,Schachbrettmuster der Vorzeichen:

© o D
© ® ©
® o O

Bem.: Mg steht | (Rechtsschraubenregel) auf der durch r und F aufgespannten Ebene.

Beispiel wie oben:

hier: r und F liegen in der e; - e - Ebene
F = Fegs; r = aes + bes
Man erhélt:
Mgy = ryFse; = alFeq = My =aF

Das Kriftepaar und das Moment des Kraftepaar

Def.: Ein Kréaftepaar besteht aus 2 gleichgroften entgegengesetzt gerichteten Kraften mit
parallelen Wirkungslinien.

Veranschaulichung:

22



Kraftepaar: F=-P

Moment des Kraftepaars:

* Es gilt fiir My
MOZXFXF+XPXP:(XF—XP)XF

* Es folgt fir Mp
My=xp xF+xpxP=(xp —xp) xF

Konsequenz: Das Moment eines Kréiftepaars ist unabhéngig vom Bezugspunkt, d.h.:
Mp = M, ist ein freier Vektor

Beispiel fiir ein ebenes Problem:

/m N

\ Lo,

S

' 4
u

X‘J-

F, = —F sina
F = Fie, + Fse mit
11 3 {Fg = F cosa
r = Tr3es, rs = —r
Es folgt:

M:MOZ(XF—XP)XF:rXF:T3F182:M262
mit My = r3F; = rfsina

N p -
Qa,
PSS —— _455:’_ —30
'ff,
\?iﬁ
i i | T
| a 1

Es folgt der Zusammenhang;:

M:Me2

23



Hinweis:

® Vektor zeigt aus der Ebene hinaus
® Vektor zeigt in die Ebene hinein

Bem.: Das Moment (Betrag des Moments) eines Kréaftepaars entspricht dem Betrag der
Einzelkraft multipliziert mit dem senkrechten Abstand zwischen den Kréaften.

Versatzmoment des Kriftepaars:

Veranschaulichung:

Bem.: Man ergénzt eine Einzelkraft F in @ um F und -F in B sowie um
das Versatzmoment Mp:

Mp=(r—b)xF

Konsequenz: bzgl. B entstehen dquivalente Wirkungen durch:
e Fin@®
e Fin B und Mg

Bemerkungen:

e Am starren Korper ist das Moment eines Kréaftepaars {F;; —F} nicht vom Bezugs-
punkt abhéngig

aber:

e Das Moment einer Einzelkraft hdngt immer vom Bezugspunkt ab

24



Konsequenz:
Am starren Korper gilt:

* zentrales Kriftesystem:

3 Freiheitsgrade und Kraftrichtungen: - 3 Translationen

im allgemeinen Kréftesystem:

6 Freiheitsgrade:

- 3 Translationen bzw. Kraftrichtungen
- 3 Rotationen bzw. Momentrichtungen

Bei Reduktion auf ein ebenes System verbleiben:

e im zetralen Kraftesystem:
2 Translationen und Kraftrichtungen

e im allgemeinem Kréftesystem
2 Translationen und Kraftrichtungen sowie 1 Rotation und Momentrichtung | zur
Translationsebene

25



3.3 Aquivalenz allgemeiner Kriftesysteme

Einfithrung des Aquivalenzbegriffs:

Definition: Sind F ein Kraftvektor und a der zugehorige Ortsvektor zum Kraftangriffs-
punkt @ von F, so ist dieses System zu F in B und dem Versatzmoment Mg dquivalent:

F, b
{F, a}(:){MB: (a—b)xF

Veranschaulichung:

Kriftesysteme und Aquivalenzbegriff:

Def.: Sind F = {F;; a;} mit i = 1,2,...,n ein Kréftesystem und b ein beliebiger Ortsvektor,
dann gilt:

R="F; : resultierende Kraft
Mg =) " (ai—b)xF; : resultierendes Moment
von F in B.

Man bezeichnet die Dyname {R; Mg} als Reduktion von F in ®).

Veranschaulichung:

26



Aquivalente Kriftesysteme:

Def.: Zwei Kréftesysteme

F = { Fla ay, Fz, ag,...., Fn> an} und
F* = {Fj, aj, F5, a},...., F}, al} mit:
o YL Fi= Zf=1 F{ = R=R"

o Y (a—b)xF;=3Y" (af —b) x F} = Mg = M}

=1

sind dquivalent, wenn die Dynamen {R; Mg } von F und {R*; M} } von F* identisch
sind.
Damit fiihren F und F* auf dieselbe Reduktion in B mit Ortsvektor b.

27



3.4 Allgemeine, raumliche Kriftesysteme

Bem.: Losung der 3 Grundaufgaben im 3-dim. Raum mit:
e 3 Translationen und Kraftrichtungen

e 3 Rotationen und Momentenrichtungen

(a) Reduktion des Kriftesystems auf ein dquivalentes System
(1. Grundaufgabe)

Reduktion einer Einzelkraft auf eine Dyname

+ - ¥
/ < ( A £

0

Y, e

| a2 @ — | 2 & — f
0 L/j‘j;}. ol - f— él F:ﬂﬂ
fa; e P4 7}_‘ @/ {g,»:‘ ~ & !\“_E

Fiir eine Einzelkraft gilt:
F in @ ist dquivalent zu {F, Mg} in @), d.h. die Dyname {F, 0} in @® und {F, Mg} in
@ sind dquivalent. Es gilt:
MB = (a — b) x F
——

r'sa

Reduktion eines Kriftesystems F auf eine Dyname

\i—é / )
U7
~3

{1l

Fiir das Kraftesystem F gilt:
Reduktion von F = {F;; a;} (i = 1,2,...,n) in @ liefert die Dyname {R; Mg}

€1 Ry = Zz Fa
R=>%" Fi{es: Ry =), Fi»

28



Es folgt R = R;e;
€1 : Mp, = Zi<ri2ﬂ3 - TiSE2)
Mp = Z?:l (ai - b) x F; €2 : Mp,; = Zi<ri3Fi1 - Tilﬂ:%)
——
€3 : Mps = Zi<rilﬂ2 - Ti2ﬂl)
Es folgt MB = MBi €;
Untersuchung spezieller Reduktionsfille:

Bem.: Betrachtung dquivalenter Dynamen {R, Mg} in B und {R, M} in ©.

(1) Basis: der allgemeine Fall

Es gilt:
MC = MB +rcB X R
N—_——

My
mit My =rcg x R L {rcs, R}

29



Sonderfille der Reduktion
Sonderfall 1: rcg L {R, Mg}

o

Konsequenz:

e My =rcg xR
= rce, R, My : orthogonales System
® Geg.: rcs 1 {R, MB}
= My liegt in R — Mg—Ebene in ©
(] MC = MB + MV
= {R, Mg} und {R, M} bilden parallele Ebenen.
Sonderfall 2: Reduktion auf eine Kraftschraube

Bem.: Ausgangsposition ist Sonderfall 1, d.h. {R, Mg} und {R, M} bilden parallele
Ebenen.

Ziel: Ermittlung der Kraftschraube R || M ¢ mit gemeinsamer Wirkungslinie (Zentralachse).
R H Mc = RxMc=0

30



e Einsetzen und Anwendung des Entwicklungssatzes, vgl. 1.2 D, liefert:
My

—
OZRXMB+RX (I‘CBXR>
RXMV:<R-R)I‘CB—(R-I‘CB)R
—_——
=0,darcglR

Es folgt:

- RXMB_MBXR
'CBT""R. R RP

e Einsetzen in Mc und Anwendung des Entwicklungssatzes liefert:

Me = Mg+ (MBER) R
c = Mg+ RJ? X h=

:MB_W\RX(I\EBXRZ
=(R-R)Mp — (R-Mp)R
Es folgt:
Me = Ma ~ s [RF M — (R Ma)R)
R-Mg
= Mc = W ‘R
Bemerkungen:

e M liegt auf der Wirkungslinie von R.
e Betrag von Mc:
R
IMc| = (Mc¢ - Mg)'/? = @.MB =
= |Mg| cos<(R, Mp)
Sonderfall 3: Reduktion auf eine Einzelkraft
Bem.: Ausgangssituation ist Sonderfall 2
Ziel: Vorraussetzung fiir {R, Mc} mit Mc =0
Reduktion auf eine Einzelkraft {R, 0} nur moglich wenn fiir alle Mg gilt:

Mc=0 = R -Mp=0
= R L Mg, d.h. Kraftebene 1. Mg

31



Bem: Der oben genannte Sonderfall ist in der Regel nur fiir ebene Probleme mdoglich, d.h.
alle Kraft liegen in einer Kraftebene. Dann ist das Moment der Krifte immer senkrecht
zu dieser Ebene.

Aquivalenzsatz fiir allgemeine raumliche Kriftesysteme

Es gilt fiir F und F*:

e : R1:R>{, MBlegl
R=R und Mg =Mj<e,: Ry=Ri Mp =Mj,
(ST Rg = Riqk), MB3 = ME:,'

Das oben genannte System bildet ein System mit 6 Gleichungen fiir 6 unabhéngige Gro-
fen, die daraus zu bestimmen sind.

Satz: Die in dan Aquivalenzbedingungen enthaltenen Kriftediquivalenzen kénnen durch
weitere Moment-Aquivalenzbedingungen ersetzt werden bzgl. weiterer Punkte © und ©)

Bem.: Man beachte, dass dabei linear abhéngige Gleichungen auftreten kénnen,
vgl. 3.5: Ebene Systeme

(b) Zerlegung einer Kraft im Raum (2. Grundaufgabe)

Bem.: Zerlegung ist eindeutig moglich in:
e 3 Richtungen (Zentrales Kréftesystem)
e 6 Richtungen (Allg. Kriftesystem)

Veranschaulichung:
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Eine eindeutige Zerlegung von R in 6 vorgegebene Richtungen ist moglich, wenn:
e hochstens 3 Wirkungslinien in einer Ebene liegen

e hochstens 3 Wirkungslinien, die nicht alle in einer Ebene liegen, in einem Punkt
schneiden

Bestimmungsgleichung fiir die Zerlegung

Aquivalenz beider Systeme bei Reduktion auf 0.

o Kriftedquivalenz
R, =P,
Ry =P, + Pg
R3=P3+P4s+Ps

e Momentedquivalenz von 0
M01 = a(%Rg — RQ) = CL(P4 + P5>
Mog = —a(%Rg — Rl) = —CL<P3 -+ P4)
M03 = (l(%RQ - %Rl) = an

10 0 0 0 0lP Ry
01 0 0 0 1||P R,
_ |00 1 1 1 ofP)_ R
00 0 1 1 0[P |iRs—Ry
00 -1 -1 0 0||Ps Ry — 3R
001 0 0 0 0P| [3(R—R)
Kx=r = x=K!r

(c) Gleichgewicht (3. Grundaufgabe)

Axiom: In einem Gleichgewichtssystem verschwindet die Dyname {R,Mg} eines gegebe-
nen Kriftesystems F bzgl. eines beliebigen Punktes @), d.h.

R =0, Mg = 0

Bem.: Im Allgemeinen muss gelten:
e Impulssatz — 1’ = R, mit I’ = (mx’)’
e Drallsatz — hy = Mp, mit hy = {(x —xp) x I}
hier: Im Fall der Statik folgt:
e Impulssatz — Kréftesatz (Kréftegleichgewicht)

e Drallsatz —— Momentensatz (Momentengleichgewicht)
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hier: nur Statik in TM 1, Dynamik mit 1 und hg zugehérig zu TM 3
Es gelten die Gleichgewichtsbedingungen der Statik:

(e1: Y, Fy=0

R=0 e2: Yo Fip=0

es: .o, Fi3=0

\

(11 Y00, My (F) =0
MB =0 (S Z?:l MBQ(E) =0
es: iy Mps(Fi) =0

Bem.: Entsprechend dem Allgemeinen Aquivalenzsatz kénnen die Kriftegleichgewichts-
bedingungen ersetzt werden. (man beachte mogliche lineare Abhéngigkeiten)

\
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3.5 Das allgemeine, ebene Kriaftesystem

Bem.: Die Gleichgewichtsbedingungen R = 0 und Mg = 0 reduzieren sich von 6 Glei-
chungen auf 3 Gleichungen (2 x Kréftegleichgewicht, 1 x Momentengleichgewicht).
Dies gilt auch fiir die Ermittlung dquivalenter Systeme.

Grundaufgaben

(a) Reduktion des Kriftesystems auf ein dquivalentes System (1. Grundauf-
gabe)

Bem.: Reduktion auf eine Einzelkraft moglich, da das Moment Mp L R, vgl. 3.4(a) Son-
derfall 3.

Es folgt F = {F},a;} mit i = {1,2,...,n} ist dquivalent zu R = {R,r}.

Analytische Losung:

Bem.: Losung in 2 Schritten

(1) Reduktion auf die Dyname ®
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e bei ebenen Systemen Reduktion von
F = {F;,a;} dquivalent R = {R,r}, d.h.

g }—){R,MB} m@

Beispiel:

Geg.:

F=-2 e; + 3 €3
F:3e1+2e3 [k?N]

F=-2e +05e3

a=2e;+4e;3
b:4,5 e1—|—3,5 €3 [m]
c=0955e;+3e3

Wirkungslinie R

Ges.: R, Wirkungslinie r bei Reduktion auf eine Einzelkraft

Losung in 2 Schritten

e Reduktion von F z.B. in 0
R=F+P+K — {

— R =559 kN

e . R1:F1+P1+K1:—1kN
€3 . R3:F3+P3+K3:5,5kN

M()(F,P,K) = —(G1F3 — CL3F1>€2 — (b1P3 — bgpl)ez — (ClKg — CgKl)

— €ea: M02 = —21,29 kNm

e Aquivalentes Kriftesystem R = {R,r} in @), so dass {R,0}
——
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Bem.: Die Aquivalenzbeziehung My{F,P, K} = Mo{R} liefert eine Gleichung fiir r, d.h.
fiir einen Kraftangriffspunkt ©) auf die Wirkungslinie von R.Reduktion auf eine Einzelkraft.

Mo(R> = —<T1R3 — TgRl)ez = M02 (SD)

Es folgt:
MO(F7P7K) ; MO(R>
Moy + 1R —21,2541r1-5,5
= r3(r) = ——m—— = T = 21,25 - 551
Ry —1
Schnittpunkt mit der e;-Richtung
r3(rip) =0 — rio = 3,86 kN

Aquivalenzsatz fiir allgemeine, ebene Systeme:

2 Kriftesysteme F und F* sind aquivalent, wenn

er: R, =R} bzw. eqy: Ry = R;
R = R* — 1 1 1 DLW. H H H

es: Rs = Rj bzw. ey : Ry = Ry,
Mg = Mg : ey : Mpy = My, bzw. O: Mp = M5

Oben genannte Gleichungen stellen ein System von 3 linear unabhégigen Gleichungen dar.

Satz:Die in der Aquivalenzbedingungen enthaltenen Kriftedquivalenzen konnen durch wei-
tere Momentenéquivalenzen bzgl. © und O ersetzt werden, sofern B, ©, O nicht auf
einer Geraden liegen.

Untersuchung des Aquivalenzsatzes:

Geg.: Kriftesystem F mit V, F, H. Reduktion von F in B auf R, Mg.
Ges.: Reduktion von F in © und O

Reduktion in ©

Mo = Mp + (c1 Ry — coRy)

() = 1= — [(Mp — M) + ]
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Reduktion in ©

MD = MB + (d1R2 — d2R1)

1

Bem.: (i) und (ii) sind 2 lin. unabhéngige Gleichungen zur Darstellung von R;, Rs in

Abhéngigkeit von Mg, Mg, Mp.

Es folgt aus (i) und (ii):

[(Mp — Mp) + da Ry ]

( c [d +c d ]

R = ! 2T My — 2 My — My
Cldg — Cle C1 C1

(4ii) _ -
dy — d

Rp=— 2= My — 2 Mo+ Mp
Cldg — C2d1 Co Co

Konsequenz:

R; und Rs sind darstellbar durch:
e Mg, Mc bzw. Mp, sowie Ry bzw Ry, vel. (i) und (ii)
e Mp und Mg und Mp, vgl. (iii)

Ergebnis des Aquivalenzsatzes

Aquivalenzbedingungen fiir allgemeine, ebene Kriftesysteme lauten:
o Ry =Ry, Ry = Ry, Mp = M}

alternativ gilt:
o Ry =Ry, Mp = Mg, Mc = Mg

oder:
o Mp =My, Mc =My, Mp =M},

Bem.: B, C und D diirfen nicht auf einer Geraden liegen.

(b) Zerlegung einer Kraft in der Ebene (2. Grundaufgabe)

Bem.: Beim allgemeinen, ebenen Kréftesystem ist eine Zerlegung in 3 Kréfte, 3 Wirkungs-
linien moglich.

Veranschaulichung;:

R WA

W3

w2
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Beispiel mit analytischer Losung:

Geg.: R, Wirkungslinie von F, P, K
Ges.: F, P, K

Erinnerung: Zerlegung einer Kraft in Richtung ey, ey

Fg=F- -eg=F-cosa . B
Fy=F ey =F - sina }m1tF\F|
F
90°-0t Fy

Fy
CoOSQ\ = ———
F
—
: Fy
Stnoe = ?
Losung:

(1) Reduktion von {R, r} und {F, f, P, p, K, k } in 0.

'TRV:RSin’y

(2) R: ¢ = Ry = R cosy

My =rR siny
(TRV:Fsma+Psinﬁ+Ksm5
F. P K ¢ — Ry =F cosa+ P cosfs + K cosd

| OMy=f-F sina+p-Psinf+k-K sind
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(c) Gleichgewicht (3. Grundaufgabe)

Axiom:In einem Gleichgewichtssystem verschwindet die Resultierende Kraft und das Re-
sultierende Moment bzgl. eines beliebigen Punktes B).

Bem.: Allgemein gilt:
e Impulssatz — Kréftesatz
e Drallsatz — Momentensatz

Gleichgewichtsaxiom liefert bei Reduktion von F in ®):

R — 0, Mg — 0]

Es folgt speziell fiir ebene Systeme:

e : R, =0 — Ry=0
€y ! RQZO — RVZO
€3 M3 =0 —> M =20

bzw.:

—~ S H =0, TV =0, O Mp=0

Ausnutzung des Aquivalenzsatzes fiir ebene Systeme

Bem.: Aus den Aquivalenzbeziehungen fiir allgemeine, ebene Kriftesysteme ldsst sich
unmittelbar schliefen, dass die Kriftegleichgewichtsbedingungen durch weitere Momen-
tengleichgewichtsbedingungen bzgl. beliebiger Punkte © und O ersetzt werden konnen,
sofern B), © und O nicht auf einer Geraden liegen.

Mogliche Varianten fiir Gleichgewichtsbedingungen

(1) S H=0 1V=0 OSXMz=0

w AV =0, O Mp=0, O Mc=0
S H=0, O Mp=0, O Mg =0

() O Mz=0, O Mc=0, O Mp=0
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4 Schwerpunkt

Einfiihrung des Begriffs ,,Schwerpunkt®:

Voraussetzung: Existenz eines Systems von Massepunkten bzw. eines materiellen Kérpers
im Gravitationsfeld. Die resultierende Gewichtskraft sei durch das Kréftesystem {G,rg}
reprasentiert.

Def.: Der Angriffspunkt S (Ortsvektor rs) der resultierenden Gravitations- bzw. Schwer-
kraft G heifst Schwerpunkt.

4.1 Schwerpunkt eines Systems materieller Punkte

Problemstellung: Gegeben sei ein System von n materiellen Punkten P; mit Ortsvektoren
v; und Gewichtskriften Gy

Eingangsgrofien:
vy={P}, i=12,..,n
F= {Gi, I‘i}
mit G; = m;g = —m,ges

Bem.: Man setzt voraus, dass in der Nahe der Erdoberflace
e die Wirkungslinien aller G; parallel verlaufen,
e fiir die Erdbeschleunigung g gilt: g = konst.

Anmerkung: Die Erdbeschleunigung S ist eine durch dufsere Fernwirkung (Gravitaion)
erzeugte Volumenkraft pro Volumeneinheit

Reduktion von F bzgl. 0:

Man bildet dazu die Dyname {G, My}
G=>",G;: resultierende Gewichtskraft

MO = Z?:l r X Gi
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Reduktion von F bzgl. ©):
Man bildet die Dyname {G, Mg} mit:
Mg=>" (ri—15)xGi=)rixGi—rsxG=My—rsx G

Bem.: Reduktion auf eine Einzelkraft in @) mit {G, Mg} = {G, 0} ist méoglich, wenn:

[ rsj_{G, Mo} d.h. I'S'G:O
— Reduktion auf eine Kraftschraube

— Reduktion auf eine Einzelkraft

(a) G kann beliebig auf seiner Wirkungslinie verschoben werden:
rg liegt z.B. in der e; - e3 - Ebene, so dass
rs =Tg — rs L G

(b) My liegt immer in der e; - e3 - Ebene
— MO 1 G
Begriindung: G; = Gi3 e3; Gz = —myg; Ty =Ty €;
— Mo = Z?:l r; x Gy = Zi(TiQGB e1 — 171Gz e2)

Reduktion auf eine Einzelkraft in 5

Ms=0=Mo—-TsxG; Ts=rg €1+7s2 e
!
— Zi(riQGzB e1 —1i1Gis ez) =1rg5Gs e1 —1r51G3 ez

so dass durch Koeffizientenvergleich folgt:

Zi rioGis - ZZ T'i2M

e : Tso =
Gg m
) . Zz ri1Gis - Z, 7311
€9 . sy = G =
3 m

mit m =) . m;

Bem.: Die Wirkungslinie der resultierenden Gewichtskraft ist eine Gerade in es - Richtung
durch (§). Die oben genannten Gleichungen geben in der e; - ez - Ebene die Koordinaten
des Massenmittelpunktes von v an.

Konsequenz: Sind in einem System von Massepunkten alle Gewichtskréfte parallel, dann
sind die Koordinaten des Schwerpunktes gleichzeitig die Koordinaten des Massenmittel-
punktes.

Durch die fiktive Annahme einer um den Winkel @ gedrehten Erdbeschleunigung (z.B.
a = 90°; g = —g e3) erhilt man z.B. die Koordinaten rg; und rgs des Schwerpunktes
bzw. des Massenmittelpunktes in der e; - e; - Ebene.
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Veranschaulichung:

©=-®

Fs1:Fs3 7'4

rsl 5"52

Bestimmung des Massenmittelpunktes ) = M

Ausgangsgleichung ist die Aquivalenzbeziehung

Mg =My =0

—0=r,xG—-) 1ixGi=(Mrym—> ,mTi)Xg

Fiir ,beliebige Richtungen“ von g (z.B. e3 - bzw. e - Richtung) verschwindet das o.g.
Kreuzprodukt, wenn gilt:

DT

m

I'm

Bem: Der Ortsvektor des Schwerpunktes (Massemittelpunktes) ist der massengerichtete
Mitelwert der Ortsvektoren der Massepunkte P;.

Schwerpunkt (8 und Massemittelpunkt V)

Bem.: Der Schwerpunkt wurde als Angriffspunkt der resultierenden Schwerkraft einge-
fithrt (Reduktion auf eine Einzelkraft ist jedoch nur in Sonderféllen moglich).

Der Massenmittelpunkt ist als ,Massenzentrum‘ aufzufassen.

Schwerpunkt und Massenmittelpunkt sind identisch, wenn die Richtung von g aller P;ey
parallel sind. Dies trifft jedoch nur in der Néhe der Erdoberfliche zu. Im Allgemeinen
konnen Schwerpunkt ) und Massenmittelpunkt ) jedoch verschieden sein.

Resultat:
Lage des Mittelpunkt M

e Im Allgemeinen gilt: 8 # Q) +— ry # s

e Sonderfall paralleler Schwerkréfte: M) = © +— ry = rs
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Beispiel fir O # ©
Geg.: Hantelsatellit im Orbit

. ¢
\ masselose Stange

Ges.: Lage des Schwerpunktes )

oW

G,

Vorraussetzungen:

Iri| = |ro| =1
™™™
—>G1:G2:—2m
r

7: universelle Gravitationskonstante
2
T =6,6732- 10711 =

Bem.: - Gravitationsgesetz
- Gravitationskonstante

Konsequenz: Die resultierende Schwerkraft G in §) verursacht ein Moment um ) — Der
Satellit stellt sich ,nadelférmig” zum Massenmittelpunkt der Erde.

Anmerkung zur Gewichtskraft im Schwerefeld

An der Erdoberfliche gilt fiir die Gewichtskraft G eines Korpers mit der Masse m:

Richtung von g : Lotrichtung

G = mg mit TMpg
Betragvong: g¢g= f
E
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Es sind My = 5,977 - 10**kg : Erdmasse
Rp = 6371,04km : Radius einer der Erde volumengleiche Kugel
Einige reale Werte fiir g:
g = 9,83 %3: an den Polen
g =978 Z:am Aquator
g = 9,81 %: Mittelwert ( 50° Breite)
g =10 5: im Bauingenieurwesen

Bem.: Die Gewichtskraft ist auf den Massenmittelpunkt der Erde gerichtet (Lotrichtung).
Lokale Schwankungen in der Massenverteilung bewirken Anderungen.
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4.2 Schwerpunkt eines materiellen Korpers

hier: Voraussetzung sind paralleler Schwerkréfte; d.h. Schwerpunkt und Massenmittel-
punkt fallen zusammen

Eingangsgrofien:
differentielle Schwerkraft
dG =g dm
dm = p dv

Reduktion des Schwerkraftsystems bzgl.
G = deG =mg;, m= dem

Mg = [5(x —x5) x dG = [, x dG — x5 x G
Bedingungen fiir den Schwerpunkt: Mg = 0

0= [,xdnxg—mxsxg

= konst.
%Oz(mxs—fodm)xg}g ons

Bem.: Unter der Voraussetzung ) = M folgt wie in 4.1, dass die Bestimmungsgleichung
fiir den Schwerpunkt dann erfiillt ist, wenn der Klammerausdruck fiir sich verschwindet.

Resultat: Xs =Xp = = [pxdm
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4.3 Volumen-, Flachen- und Linienschwerpunkte
(a) Volumenschwerpunkt (Volumenmittelpunkt)

Fiir materielle Kérper mit homogener Dichte (p = konst.) gilt:

m= [pdm=p [gdv=pV — V:%

Es folgt nun mit der Bestimmungsgleichung fiir den Massenmittelpunkt:

1
— o l.xd
XM mprx v

1
—)XV:XmIvaXd’U

Bem.: Die Lage xy des Volumenschwerpunktes wird ausschlieflich von der geometrischen
Form des Korpers bestimmt.

Volumenelement und Volumen B (kartesisch Koordinaten):
dv = dridxodrs
— V= [pdv= [ [ [, dvidesdes

(b) Flachenschwerpunkt (Flichenmittelpunkt)

Fiir Volumina mit homogener Dicke (t = konst.) gilt:
V= [ [, [ dvidzsdes =t [ [ deide
Flécheninhalt und Flache (kartesische Koordinaten)
da = dx1dxs

V
—>A:fsda:fm f$1 dridry = 7

Es folgt nun aus der Bestimmungsgleichung fiir den Volumenschwerpunkt:
1
Xy = T t f g X da
1
— xp = — [¢x da

A

Koeffizientengleichung zur Bestimmung des Flédchenschwerpunktkoordinaten

Es folgt durch Koeffizientenvergleich

1
xlF:Zmelda Sy 1= fsxlda

1
Top = Zfsg;zda Sy = foQda

Bem.: Die darin enthaltenen Integrale S; und S5 bezeichnet man als ,Flachenmoment
1. Grades” bzw. statisches Moment.
— Ausfiihrliche Behandlung in TM 2.
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(c) Linienschwerpunkt (Linienmittelpunkt)

Fiir Flachen mit homogener Hohe h (h = konst.) gilt:
A= [ [, deides =h [, day

Linienelemente und Linien (kartesische Koordinaten)
dl = dx,

A
—)l:fxldl‘lzﬁ

Es folgt aus der Bestimmungsgleichung fiir den Flachenschwerpunkt

1
XP:thBxdl
1
—>xL:ZfBXdl

Abschliefiende Bemerkungen

e Flichen- und Linienschwerpunkte konnen fiir gekriimmte Flichen und gekriimmte
(und gewundene) Linien auch auferhalb dieser Fldchen und Linien liegen.

Veranschaulichung

€

e In Analogie zur Definition des Massenmittelpunktes eines materiellen Korpers kon-
nen auch Massenmittelpunkte fiir Flachen und Linien eingefiihrt werden. Man be-
niitzt die Grofen:

* p: Dichte (Masse pro Volumeneinheit)
* u: Massenbelegung (Masse pro Volumeneinheit)
* v: Massenbelegung (Masse pro Linieneinheit)

Fiir homogene p, p, v sind die Massenmittelpunkte und die Volumen-, Flichen-,
und Linienschwerpunkte identisch.
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4.4 Bemerkungen zur Bestimmung des Flichenschwerpunktes
hier: Einige Sonderfille ebener Fliachen

(a) Basisvektoren, kartesische Koordinaten, Koordinatentransformation

X,

e
- OEl 0 X2 0
Xy (o] .
0
—eeeee
X
2
X3 X,
€3
X3
Xy

kartesisches Koordinaten
und Koordinatentransfor-
mation (Translation)

Bezugssystem mit Darstellung kar- kartesische
tesischer Koordinaten Koordinaten

(b) Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften

A
0

F

X >

da @ da

3 Lo
xpgzzfA.CI?gda:O

d.h. © liegt auf der Symmetrieachse (geometrischer Ort zur Bestimmung des Flidchen-
schwerpunktes)
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Sonderfall doppelt geometrischer Flachen

x ©

ZTop = x3p =0

fiir die statischen Momente folgt:

SQ = IE3FA = fsxg, da =10

Ss = xopA = f g T2 da = 0 Bem.: Im Bezug auf den Schwerpunkt verschwinden die stati-
schen Momente.

(c) Zusammengesetzte Flichen:

€,

/ X,

L
S

|
.

Xp = %fsfc da = %(DA(F1A1 + XpaAs)

Fiir zusammengesetzte Flachen gilt allgemein:

< > i1 Xrid;
F— —n a1
Z?:l Ai
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(d) ,,Negative Teilflichen*

A FAY
X, e, o
FaY
Q Xg
ks + €3
@ (ist gleich)

A

I X3

— Xp =
® )A(ii

o Xj:

. XFlAl - XF2A2

A — Ay

beliebige kartesische Koordinaten

o>

(minus)

kartesische Koordinaten durch den Schwerpunkt
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5 Verschieblichkeitsuntersuchungen

5.1 Begriffe und Symbole

Kinematische Freiheitsgrade des starren Korpers:

e im Raum
P 3 Translationen

. } 6 Freiheitsgrade
x 3 Rotationen

e in der Ebene

2 Translationen o
€, . 3 Freiheitsgrade
1 Rotationen

€,

Merke: Unter dem Einfluss dufserer Krifte (Belastungen) bleibt ein starrer Korper in Ruhe,
wenn die Anzahl der voneinander unabhéngigen kinematischen Bindungen wenigstens so
grofs ist, wie die Anzahl kinematischer Freiheitsgrade.

Kinematische Bindungen

Bem.: kinematische Bindungen treten auf, um Auflager und Zwischenlagern (Kopplungen
von starren Korpern).
Kinematische Bindungen dienen der Kraftiibertragung.

(a) Auflager (Stiitzungen)

Beispiel: Balken auf zwei Stiitzen (ebenes Problem)

N7 AN
e

’F ist eingepragte Kraft

bzw. mit Schnittprinzip und Reaktionsprinzip
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F
Ay
@ @
. Av IB J
' N\
Ay B
AH
/7777 p—
9 J

Ay, Ay und B sind Reaktionskrifte

Bem.: Mit Hilfe des Schnittprinzips und des Reaktionsprinzips wird deutlich, dass jeder
kinematischen Bindung eine potentielle Reaktionskraft zugeordnet ist.

Merke: Eine Reaktionskraft ist eine Kraft, die sich als ,,Antwort auf eine dem Korper
belastende eingepragte Kraft einstellt.

(b) Zwischenlager (Gelenke)

Bem.: Zwischenlager treten auf bei Systemen die aus mehr als einem starren Korper be-
stehen.

Besipiel: Gelenkbalken bzw. Gerber-Tréger (ebenes Problem)

4 K

AT K & T A
©

®

B, B

A, B, ©: Auflager
G: Zwischenlager (Gelenk)

93



A\ Pa¥ Sy - /%

.

. J

8 J

(c) Symbole fiir Auflager und Zwischenlager

Bem.: Die statische Wertigkeit eines Auflagers bzw. Zwischenlagers entspricht der Anzahl
der unabhéngigen Komponenten der Reaktionskréifte bzw. der Reaktionsmomente.

— siehe Tabelle
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5.2 Statische und kinematische Bestimmtheit

Definition: Ein gekoppeltes System starrer Korper ist statisch bestimmt, wenn die An-
zahl der zu berechnenden Reaktionskrifte mit der Anzahl der zur Verfiigung stehenden
Gleichungen iibereinstimm.

Bem.: Ist ein starrer Korper nicht statisch bestimmt, dann kann es sein:
e statisch unterbestimmt: mehr Unbekannte als Gleichungen
e verschieblich: mehr Gleichungen als Unbekannte

Merke: Ein verschiebliches System starrer Koérper ist kinematisch unbestimmt, d.h. seine
Lage im Raum ist nicht dauerhaft fixiert.

Kinematische Systeme konnen demnach sowohl statisch bestimmt als auch statisch unbe-
stimmt sein.

- 6p — (a+ z) : raumliches System
3p—(a+2): ebenes System

Auswerung des Abzahlkriteriums:

> (0: i-fach verschieblich
f=1<¢=0: statisch bestimmt

< (0: statisch unbestimmt

Anzahl der Freiheitsgrade

" Anzahl der starren Korper (Scheiben)
mi
Anzahl der Auflagerreaktionen

NV

Anzahl der Zwischenreaktionen

Berechnung der Anzahl Zwischenlagerreaktionen:

.| S: Anzahl der Stidbe
z=(S-1)-W |mit o )
W stat. Wertigkeit der Verbindung
Beispiel
] \/
S=2,W=2 S =4, W =2
=z=(2-1)-2=2 =z=04-1)-2=6

aulerdem sind

e Gp bzw. 3p: Anzahl der zur Verfiigung stehenden Gleichungen

o (a+ 2): Anzahl der unbekannten Reaktionskréfte
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Beispiele fiir ebene Systeme:

i 5 p=1 a=3, 2=0
724 T — f:3.1_(3_|_0):0

p=2, a=4, z=2
— [f=3-2—-(442)=0

A
|

Achtung: statische Unbestimmtheiten und kinematische Unbestimmtheiten (Verschieb-
lichkeiten) kénnen sich rechnerisch kompensieren.

—_A DaV {pzl,azg,zzo
.

p=1 a=2 2=0
— f=3-1-(2+40)=1

A
|

7% S R
T

— [=31-(3+0)=0
aber: 1-fach statisch unbestimmt und 1-fach
verschieblich!

—
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Sonderfille: versteckte ,zentrale Kréaftesysteme” der moglichen Reaktionskrafte

Bem.: Im zentralen Kraftesystem ist der Kérper nicht gegen Verdrehen gesichert; d.h. das
System ist ebenfalls 1-fach statisch unbestimmt und einfach verschieblich.

Verschiebungsfigur fiir infinitesimale Verschiebungen

Bem.: Bei infinitesimalen Drehungen ersetzt die Tangente den Kreisbogen.
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6 Auflagerreaktionen und Schnittgrofien

nur statisch bestimmte und unverschiebliche

6.1 Belastung von Stiitzen und Balken A
ysteme

Stabe und Balken

e Tragwerke deren Lénge 1 groft im Vergleich zu den Querabmessungen
(Hohe h, Breite b) ist.

[ 2 10h; [ Z 10D
e beschrieben durch Langsachse und Querschnitssfliche

e Achse verlduft durch den Schwerpunkt der Querschnitssflache.

Veranschaulichung

mit x;: kartesische Koordinaten
Belastungen:
e Stabproblem: Belastung nur in Léngsrichtung ()
e Balkenproblem: Belastung nur quer zur Langsrichtung (xs,z3)

Bem.: im Allg. spricht man immer von Balkenproblemen

Belastung des allgemeinen, ebenen Balkens

(a) durch Einzelkrifte (wie bisher)

S

7 —_
X

3

P, K, F — Dim [K]
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nur statisch bestimmte und unverschiebliche Systeme


(b) durch Linienlasten g¢3(z1), ¢2(x1)

g3(z1) = Dim |K/L]

belastetes differentielles Linienelement dx;
dR3 = q3(x1) dry

zur Linienlast dquivalent Resultierende Rj
R3 = f: dR3 = ff Q3(551) dx,

Bem.: Lage von Rj iiber den Aquivalenzsatz
OMy=—x1p Rg = — f; x1 q3(z1) day

fabffl Q3($1) dx,
Rs

Beispiel: ,,Dreieckslast*

:}le:

Bestimmung von R3 und zg

q3(z1) = qTO 1

L go 1
RngoTxld[El:qul
l
40
Jowr %z duy _

[
%Q?,l

:}le:

win
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(c) Linienlasten in Richtung der Balkenachsen

ni(x1): Dim [K/L]

belastetes differentielles Linienelement:
dRy = nq (1) day

Bestimmung der Resultierenden

R1 = f: nl(xl) dl’l

Bem.: Ry greift an im Schwerpunkt der Querschnittsfliche und kann beliebig auf ihrer
Wirkungslinie verschoben werden.

(d) Einzelmomente M,, Ms;

z.B. M, und ]\7/2
M, M,
N /4
A
4

X3

Bem.: Weitere Belastungsarten sind durchaus méglich.
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6.2 Auflagerreaktionen an zusammengesetzten ebenen
Tragwerken

Bem.: Losung fiir statisch bestimmte Systeme

Vorgehensweise:

(1) Kontrolle der statischen Bestimmtheit

p=2 a=4, z=2
— f=3-2—(4+2)=0
— statisch bestimmtes System

(2) Freischneiden der Teilsysteme

e Fiihrung geschlossener Schnitte

e Antragen der ,sichtbar* gemachten Auflager- und Zwischenreaktionen

4 N ( )
K P
Gy
i
— BH
ls,

(3) Berechnung der Auflager- und Gelenkreaktionen

Bem.: Man versucht ein Gleichgewichtssystem zu finden bei dem man aus jeder Gleichung
eine Unbekannte ermitteln kann.
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Einige typische Systeme:
e Gelenkbalken bzw. Gerber-Trager

statisch bestimmt

P
P
Po

S

e Dreigelenk-Bogentriager (Kreisbogentréiger)

stat. bestimmt

77777 7777

e Dreigelenktréiger

).
A

,7797 77 Q;/ 77/<->/7/ as 2

Beispiel: Dreigelenk-Bogentréiger

l/2 L /2 l’
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Geg.: F., 1
Ges.: Auflagerreaktionen, Gelenkreaktionen

Kontrolle der statischen Bestimmtheit

p=2 a=4, z=2 — f=3-2—-(4+1)=0

Losung

l
a= 5(1 — cos 45°)
b= . 45°
= 5 S

e am Gesamtsystem, d.h. (I) und (II)

OY Mp=0=—-lAy+aF
a F

= Av="7

tYV=0=Ay+By - F

:>BVZF<1—%>:F—AV

e am Teilsystem (I)

Gy
Gy
AH
4
AV
OS Mg =0=—a Ay +b Ay
A
:>AH:abV

TZVZOZA\/—GV - Gy = Ay
—>ZH:0:AH+GH - Gy =—Apy

e am Gesamtsystem (bzw. am TS (II))
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Abschliefiende Bemerkungen

e Gelenke mi Einzellasten sind wie Teilsysteme zu behandeln

e Linienlasten, die sich {iber Bereichsgrenzen erstrecken:

DN
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6.3 Schnittgrofien am geraden Balken unter ebener Belastung

Einfiihrung des Begriffs ,,Schnittgrofien

,Sichtbarmachen der Schnittgrofen

------------ 5 G

N; @, Normalkraft®
Bezeichnung: ¢ Q3 : ,Querkraft®

—

M, : | Biegemoment®

Bem.: Schnittgrofsen (stress resultants) sind die Resultierende aus den Spannungen (TM II).

Vorzeichendefinition und ,,gestrichelte Zone*

e kartesische Schwerpunktskoordinaten und gestrichelte Zone

[~ =

I e =
/ Xl
X
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e positive Schnittgrofen an rechten und linken Schnittufer

negatives bzw.
linkes Schnittufer

M,r "Q3R

positives bzw.
rechtes Schnittufer

Bem.: bei gestrichelter Zone unterhalb des Balkens

v

iR

Merke: Positive Schnittgrofsen wirken am positiven Schnittufer in positive Koordinaten-
richtung und am negativen Schnittufer in negativer Koordinatenrichtung.

Elementare Berechnung von Schnittgréfsen

Satz: Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn sich jeder Teilkorper, der sich durch geschlos-
sene Schnittgrofen bilden lasst im Gleichgewicht befindet.

Veranschaulichung

F
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Gleichgewicht am TS 1
Vorr.: Ay, Ay, F sind bekannt
=Y H=0 = N =-Ay
T2XV=0 = =Ay-F
OY Msg=0 = My=bAy—(b—a) F

Differentialgleichungen fiir Schnittgrofien

hier: Behandlung des geraden Balkens

a(x))

mz(xl) M2+d MZ

M,
<\l )
Q;+dQ;

L 'I' ix, L

x konstant dber dx,
x konstant tber dz;

Zuwéchse der Schnittgréfien und Taylorreihenentwicklung bei Entwicklung nach dem An-
fangsglied an der Stelle
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Es gilt z.B.:

le(fL'l)
Nigp = N1 o=z, + dx
1R 1 ’ 1=T1L dIl s 1
bzw. ,kurz:
NlR:N1+dN1 mit N1 :NlL

Gleichgewicht am Balkenelement
=Y H=0 = —N;+ni(x;)dry+ Ny +dN; =0
T2V=0 = @3 — g3(x1) dzy — Q3 —dQ3 =0
OY Mg=0 = —My+my(x1) doy + My + dMy — Q3 dy + 5 g3(x1) i{i =0
~ 0 Es folgt

z.B. fir den Normalkraftverlauf

n(xl) dl‘l + dN1 =0
dNy ,

:>7'L1($1> = _d_xl_ 1

Differentialgleichungen fiir den geraden Balken

dN

%11 = Nj = —n(z1)

dQs

d_xl = Qé, = —Q3(I1)

dM.

dxf = M, = —ma(z1) + Qs(21)

Bem: In fast allen real auftretenden Féllen gilt mo(z;) = 0, d.h.:
M; = Q3(21)

My = Q4(x1) = —gs(21)
—> Entkopplung der Diff.gleichung am geraden Balken in

m2($1) =0— {

e das Stabproblem (Vi)
e das Balkenproblem (Q3, M)
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Schnittgrofsen am geraden Balken

Integration der Differentialbeziehung fiir Schnittgrofen liefert mit mq(x1) =~ 0

Ni(71) = Ni(z10) — 10 nl(ﬂfl) dzy
Qs(21) = Qs(z10) — [, a5(21) d
My(z1) = My(210) +fm1 Qs3(71) dr, =

= My(710) + Q3(z10) (71 — 210) fxlo fxm g3(71) dry dry

Bemerkungen:

e Am geraden Balken sind das Stab- und Balkenproblem entkoppelt.

o Fiir Q3 = 0 tritt ein Extremwert fiir My auf, Maximum fiir g3 > 0 Minimum fiir
q3 <0

e Treten Unstimmigkeiten in Geometrie und Belastungen auf (Einzellasten, Einzelmo-
mente, Knicke, etc.), dann sind die Integrationsbereiche entsprechend zu trennen.

e Fiir Q3 = 0 und M, = 0 liegt ein reines Stabproblem vor. Gilt aufserdem n;(z;) = 0,
dann nennt man den Stab ,Pendelstab“ bzw. ,Pendelstiitze"

N, N

~ "
U/ .

Beispiel zur Schnittgrofsenberechnung

/—
a,=q =konstant

Geg.: F,q,1
Ges.: Verlauf der Schnittgrofen Ny(xq), Qs(x1), Ma(zy)
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Losungsweg:

(1) Kontrolle der stat. Bestimmtheit
p=2a—=4,2—2 —f=3-2-4+2)=0

(2) Berechnung der Auflagereaktionen

AV: - L AHZO

3
B =%+, C =0

SIEAINT S

(3) Festlegung der Integrationsbereiche

— Fiihrung geschlossener Schnitte

(4) Berechnung der Schnittgrofen

Bereich [

* N1($1) =0

* Q) = Av = [) q dF = Ay —qu1 = q (5 —21) —
— Qs(ry =1)=—q - %
Nulldurchgang: Q3(x1 — z15) =0
= ITIN = % [ — %

* MZ(£1) = 0551 [Q(% - f/l) - %} dii:/l = %(lil’l — %%) — % x
My(zy =Ly =2 _ &

2 8 6

M2(£C1 = l) = —%7 HlaX{MQ} = Mg({l?lN)

el

Ubergangsbedingungen Bereich I - II

M, M;r

g

+

Nip = Nip, DMop= My, Qsp=Qs3.+ B

Bereich I1
* Ni(21) =0
* Qs(11) = Q3(v1 = 1) + B = F = konst.
¥ My(ay) = My(ay = 1) + Fiiy = F(=§ + )

70



Ubergangsbedingungen Bereich 1T - II1

NIR

Qe
Nip = Nig, My, =Mp=0, Q3=Q3p—F=0
Bereich 111
Ni(z7) =0, Qs(27) =0, Msy(z])=0

(5) Darstellung der Schnittgréfsen

graphische Darstellung der Funktionsverlaufe von Ny (z1), Q3(z1) und Ms(xq) mit
Angaben typischer Werte an ausgewéhlten Stellen.

quadr. Parabel 8



Bem.: Darstellung von Schnittgrofien

e positiv (blau): auf der Balkenseite mit gestrichelter Zone
e negativ (rot): auf der, der gestrichelten Zone gegeniiberliegenden Seite des Balkens

Zusammenhénge zwischen duferer Belastung, Querkraft und dem Biegemoment beim Bal-
kenproblem.

dufsere Last Querkraft Moment
Einzellast Sprung Knick
Rechteckskraft Gerade quadr. Parabel
Dreieckslast | quadrat. Parabel | kubische Parabel
Einzelmoment / Sprung
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6.4 Schnittgrofien an Rahmenecken und an Knoten mit mehr als
2 Stabanschliissen

(a) Rahmentragwerk (Beispiel)

v
4 Z
3 +£L *
Ay =By =4
An= =}
Rahmeneck:
m
| Qg
I
B ,’
" M P,
N
| Nk = Qs Qsr = —Nig Mg = Moy, |

Darstellung der Schnittgrofen

0 o
ve "

(o3 |
|
st
ot
<
|

PR
pie
“

o
s
s
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(b) Knoten mit mehr als 2 Stabanschliissen

AL Qap
|N1R = N1z — Q3 Qsr = Q31 + Nio Msp = My, — My
S? \

Ubergangsbedingungen aus Y. H =0 und >,V =0

Anzahl der Zwischenreaktionen aus:
s : Anzahl der Stabe
z=(s—1) - w

w : Wertigkeit der Verbindungen
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6.5 Schnittgrofien an einem in der Ebene gekriimmten Balken
unter ebener Belastung

Differentialbeziehungen fiir Schnittgrofien

q2 (6,

(&)

Geometrie des in der Ebene gekriimmten Balkens
e 0' : Bogenlinge (natiirliche Koordinaten)
o 0l =1r(0") dp
Gleichgewicht am Balkenelement
— Y H=0: —Ncos(3 dp) — Qzsin(3 dyp) + n(0")do" +
+(Ny + dNy) cos(3 dp) — (Qs + dQs) sin 5 dp) =0
PV =0: Qs cos(3 dp) — Nysin(3 dp) — g3(0") d6* —
—(Qs + dQs) cos(3 dp) — (Ny + dNy) sin(3 dp) = 0
OZMRZOC —M2+m2(91) d91+M2+dM2—
—Q3 cos(5 dyp) db* + Nysin(3 dp)dd* + Lg5(6")(d6")* =0

—_——— N ——

Reihenentwicklung fiir Winkelfunktionen:
3 5 2n+1
. P ¥
=p——=4+—=— ..+ (-1)" ———
sing == grt g U g
2 4 2n
TP n P
cosgo—l—ﬁ-l-z—....-l-(—l) i
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So dass fiir kleine Winkel gilt:

sin(3 dp) = £ dg
cos( dp) =1

— O Mp=0=—M,+my(8") d6" + My + dM, — Q3 d6" + N, L dp d6" + 0

do*
Es folgt z.B. fiir die Normalkraft mit dp = @
,
—di@ + n1(91)d91 + le — %d@g d(g)O =0
1 d Ny
_WQ:J, -+ n1(91) = —m = —N{
Man erhélt somit fiir die Differentialgleichungen:
dN, 1
W = N{ = —nl(‘gl) + T(Ql) Qg(el)
dQs , 1
— = Q= —q3(0") — N, (6%
d@l Q3 Q3< ) 7"(01> 1( )
d M,
gt = M = —ma(9") + Q3(6")
Bemerkungen:

e Normalkraft und Querkraft sind gekoppelt, d.h. es existiert keine Aufteilung in Stab-
und Balkenproblem

e r(0') = konst.:  Kreisbogentriger

o r(0') = oo: gerade Balken mit Entkopplung in Stab- und Balkenproblem
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6.6 Schnittgrofien am geraden Balken unter raumlicher Belas-
tung

Vorzeichendefinition

Bem.:
e My, Ms: Biegemoment
o M;i: Drillmoment

Analogschluss:

Positive Schnittgrofen weisen am positiven (negativen) Schnittufer in positiver (negativer)
Koordinatenrichtung.

am Balkenelement der Lange x; treten folgende Belastungen auf:
ni(z1); ma(21)
¢2(x1); ma(zy)  positiv in positiver Koordinatenrichtung

Q3(I1); m3(x1)

Differentialbeziehungen fiir Schnittgrofien

C;—i\jll = N| = —ny(xy)

C;;fj = Q4 = —g3(z1);
% =@y = —q2(z1)

C{ZZQ = Mj = —ma(z1) + Q3(x1);
= My = () — Qs
(2];411 = Mj = —my(z1)

77



Beispiel:

Auflagerreaktionen:
Az =P
M; = —3PI
My = —PI
Schnittgrofen:
@ /—\®\,
& g < te=— %
P 4 ‘

Abschliefiende Bemerkungen:

e Schnittgrofen (Zustandslinien) kennzeichnen den lokalen Beanspruchungsgrad eine
Tragwerkes

e Sie sind erforderlich um Bauwerke bzw. Tragelemente zu bemessen.
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7 Ebene Fachwerke

7.1 Definition und Begriffe

Definition: Fachwerke sind aus geraden Stédben zusammengesetzte Systeme fiir die einige
idealisierende Annahmen getroffen werden.

Veranschaulichung

é(ouxwt /// ’PFOA “6 w

Ideales Fachwerk:

e Alle Fachwerksknoten (Gelenke) sind reibungsfreie Momentengelenke

e Alle Stabachsen (Systemittellinien) der an den Knoten angeschlossenen Stébe schnei-
den sich in einem Punkt
e Aufere Lasten greifen nur in den Knoten an
Konsequenz:

e Alle Fachwerksstéibe sind Pendelstiitzen
— Zug- bzw. Druckkraft (Zug positiv)

Bem.: Bei idealen Fachwerken werden die wesentlichen Einfliisse der dufteren Belastung
erfasst.

e durchlaufende Fachwerksstédbe (z.B.: Untergurt) fithren zu inneren statischen Unbe-
stimmtheiten

e Belastungen aus Eigengewicht, Wind o.4. fithren zu Querkréften und Biegemomen-
ten

Diese Effekte sind aber von untergeordneten Einfluss.
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7.2 Verschieblichkeitsuntersuchungen und Bildungsgesetze

Es gilt das allgemeine Abzahlkriterium (vgl. 5.2)

= { 6p — (a + z), rdumliches

Syst
3p — (a + z), ebenes } ystem

Beispiel von Oben:
p=13, a=3, 2z=236
=f{=3-13-(3+36)=0

3p:  Anzahl der Gleichungen
darin sind
a+ z: Anzahl der Unbekannten

Vereinfachtes Abzahlkriterium fiir Fachwerke

S
L g R
i

()

A

e 2 Gleichungen: Y- H=0; > V=0

e 5 Unbekannte: S; — S5
Man erkennt daraus:

e Anzahl der Gleichungen: 2 - k
mit k: Anzahl der Knoten

e Anzahl der Unbekannten: a +s
mit s: Anzahl der Stabe

Es folgt:

3k — (a + s), rdumliches
f= System
2k — (a + s), ebenes

Beispiel wie Oben:
k =8, a =3, s =13
=f=2-8-3+13)=0
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Bildungsgesetze zur Konstruktion unverschieblicher Fachwerke

1. Bildungsgesetz

e cin aus 3 starren Stdben zusammengesetztes System ist ein starrer Korper
e cin aus Dreiecken zusammengesetztes System heifst ,einfaches Fachwerk”. Weitere
Dreiecke konnen durch jeweils 2 Stdbe hinzugefiigt werden.

A

k=6, a=3 s=9 =f=2-6-(3+9) =0

2. Bildungsgesetz

Zwei nach dem ersten Bildungsgesetz konstruierte Fachwerke kénnen miteinander verbun-
den werden, durch:

(a) 3 Stabe, die nicht alle zueinander parallel sind.

(b) 2 dieser Stidbe konnen durch einen Knoten ersetzt werden, der zu beiden Fachwerken
gehort.

(¢) Der letzte Verbindungsstab kann durch eine entsprechende Lagerung ersetzt werden.

7
e

3. Bildungsgesetz

Wird ein Stab bei Fachwerken entfernt, die nach dem 1. und 2. Bildungsgesetz aufgebaut
sind, so muss an anderer Stelle ein geeigneter Stab eingebaut werden.
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Abschliefiende Bemerkungen

e Fachwerke, die nach den Bildungsgesetzen aufgebaut sind, sind statisch bestimmt.
e Sonderfille bei der Nutzung des Abzéhlkriteriums sind moglich.

Beispiele:

k=5 a=3 s=8 =f=2.-5-(3+8)=-1
— 1-fach stat. unbestimmt

k=6, a=3 s=9 =f{=2-6-(3+9) =0
Achtung: — 1-fach stat. unbestimmt und 1-fach verschieblich
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7.3 Berechnung von Fachwerken und Knotenschnittverfahren

Vorteil: Fiihrt bei jedem Fachwerk zu einer Losung

Nachteil:  zur Ermittlung einzelner Stabkrifte ungiinstig

Erlauterung des Verfahrens

T ¥ F ¥
@Y% T v O, ¥ Oy \L/ P
© ® ® ]
D D 0 .‘
A 8 3 V
v, Vi A y, =
AN (NN (S, 7;@ e
A“ 7vA u" QL u& A—
TAV T‘B
F a + a — QA 7

k =8, a =3, s =13
=f{=2-8-(3+13)=0

d.h. statisch bestimmt.

Ay =0, Ay =2F, B =2F

Losungsweg beim Knotenschnittverfahren

1) Uberpriifung auf stat. Bestimmtheit

2) Bezeichnung der Knoten und Stébe

3) Freischneiden von k Knoten und k zentralen Kréftesystemen

(1)
(2)
(3)
(4) Berechnen der Stabkrifte
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Beispiele:

ZHZO:>U1:O

Knoten (D y ey
j Y, SSV=0:=V=-2F
Taz
J:F
/ o w a 04 D, = \/§F
Knoten 2) L,—L\/’
\ \ O,=-F
b, Y2
V,
4
D, /]\\{ SSH=0:
o \ . = Uy =D cosdb® =F
Knoten :‘ \
{ & \\\ (N Z V=0:
UL — ’ML = Vo, = —D;sin45° = —
Zusammenstellung des Ergebnisses
O110y |03 | U |Up |Us| Dy |Dy| D3 | Vi | Vo | V3|V
F|[-F|Oo|]O|F|F|[V2F| 0 |-V2F|-2F|-F| 0 |-F
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7.4 Berechnung von Stabkriften mit dem Ritterschen Schnitt-
verfahren

JF FY I k3
N T

= il
TaF o~ Ti‘F
Ao O gl Q=g B~

Beispiel: Berechnung von O, Us, D-

Losungsweg beim Ritterschen Schnittverfahren

(1) Herausschneiden eine Teilsystems, so dass hochstens 3 Unbekannte Stabkréfte frei-
geschnitten werden, die sich nicht alle in einem Punkt schneiden.

(2) Berechnung der freigeschnittenen Stabkréfte
(z.B. 2 x Kriftegleichgewicht, 1 x Momentengleichgewicht)

Berechnung der Stabkréfte Os, Uy, Dy

F T

vy,
vy

R ®5 ;‘&m

Tor
1.) Berechnung von Uy
O>Y Magy=0: —2Fa+Fa+Uya=0
=54 D2 =F
2.) Berechnung von D,
T V=0: 2F—F—F—Dysind5° =0
= Dy, =0
3.) Berechnung von O,

—>ZH:0 Uy+0y=0
:OQZ—F
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7.5 Erganzende Bemerkungen

(a) Erkennung von Nullstdben

Tl A " \L‘F

7

v /
AT ALY
= W=
Nullstébe sind:
Fall A: nicht gleichgerichtete Stédbe eines unbelasteten Knotens mit nur
2 Stabanschliissen
Fall B: der 3. Stab eine unbelasteten Knotens mit 3 Stabanschliissen,

von der die ersten 2 dieselbe Richtung haben

Fall C: der 2. Stab eines belasteten Knotens mit 2 Stabanschliissen,
von denen der 1. Stab die Richtung der duferen Kraft hat. |

(b) Schnittverfahren beim k-Fachwerk

Bem.: Beim k-Fachwerk ist es nicht moglich mit dem Ritterschen Schnittverfahren zu
operieren, da immer 4 Stdbe geschnitten werden.

F

N

o
g

o
7=k

®
"

e
.

k =11, a =3, s =19
=f{=2-11-(3+19) =0
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Losungsweg bei der Ermittlung der Stabkrifte

(a) Fiihrung von 2 Schnitten mit 4 Unbekannten Stabkréften in Schnitt I und 2 weiteren
Unbekannten Stabkréften in Schnitt II.

(b) Obergurt- und Untergurtkraft aus Schnitt I

?
'Li l g 20

TV
1
;/\; @ﬂ‘—%u
Tas
OY Mp=0: —2Fa+ Fa+4a (tana+tanf) =0
= U=...

OZM@:O — 0 =...

(¢) Knotenschnitt am k-Knoten
1

b
K

Yy,
N
\Lyu “
—> H=0: Dgpcosa+ Dycosf =0
cos o
—_— D4 = —DO
cos f3

> V=0: Vo—Vy+Dosina— Dysinf =0
= Vuy = Vo + Do (sina + cosa tan f3)

(d) Diagonalkrafte am Schnitt IT

v o

o
o
Ny
& {— U
A
¥
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OY Mg=0: —2F-2a+F-2a+F-a—0-a (tana+tan)— Do cosa-a tan f—
— Dgsina-a=0

- Do = ... Dy = ...

(e) Vertikalstabkrafte aus Knotenschnitt (D

. I¥
>4 ! y o
<7

=
v,

—-> H=0: 0—Dcosa=0

:}D:
cos «
> V=0: —Dsina—F—-Vy=0
— Vo = F — Otana, Vg = ...

wZahlenbeispiel fiir a = f = 45°

(b) U=1F, O=-1F
(¢) Dy = —Do; Vir=Vo+2 Do
(d) Do=0 = Dy=0

)

Vo=—35F; Vp=—3 F
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8 Reibung

8.1 Haftreibung und Gleitreibung

Veranschaulichung

Beobachtung des Reibungsphénomens zeigt folgende Zusammenhénge:

e Die Steigung vona > 0 fiihrt auf einen Grenzwinkel o = pg, nach dessen Uber-
schreitung sich der Klotz in Bewegung setzt.

e Fiir 0 < a < py verhindert die Haftreibung ein Einsetzen der Bewegung.

e Im Zustand der Bewegung (a > py) wird Gleitreibung aktiviert. Die Gleitreibung
behindert die Bewegung.

e Reibkrifte entstehen in Folge von Oberflichenrauigkeiten von Klotz und schiefer
Ebene.

e Reibungskrifte wirken tangential zur Reibungsebene.

(a) Haftreibung

Phénomen: Der Klotz bleibt in Ruhe. Es herrscht Gleichgewicht.
Gleichgewichtsbetrachtung:

> F1=0: Ry —Gsina=0
> F,=0: N —Gcosa=0
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_, B _,
— = tan o
N

bzw. Rg = N - tan«

Grenzfall der Haftreibung:

a=py = Ryp=N- -tana

Einfithrung der Coulombschen Reibung (Konstitutivgesetz)

Ry =pupg- N mit pg: Haftreibungswinkel (uy = tan py)

Einige Werte fiir vy:

(0,15 Stahl auf Stahl
0,025  Stahl auf Eis
0,65  Stein auf Stein
\0,577 Sand (trocken) = pgy = 30°

mg =

Bremsweg aus 100 km/h in Abhéngigkeit von pu:

Asphalt | ug |/] | 25 [m]
rau 1,2 32,8

normal 0,9 43,7
glatt 0,7 56,1
Eis 0,08 491,3

Reibkrifte
Ry: aus einer Gleichgewichtsbedingung — Reduktionskraft
Ry aus dem Konstitutivgesetz (R}, = pn N),

muss aus Versuchen bestimmt werden.
Gleichsetzen vonRj; aus Grenzfall der Haftreibung aund aus dem Reibungsgesetz liefert:

Bem.: Bei Reibungsmaterialien (z.B. trockener Sand) kann der Béschungwinkel py als
,Winkel der inneren Reibung" interpretiert werden.
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Haftreibung und Haftreibungskegel

e allgemeines Kriftesystem

e ebenes Kriftesystem

(b) Gleitreibung
Bem.: Nach Uberschreiten des Grenzfalls der Haftreibung tritt Gleitreibung ein.

Konstitutivgesetz fiir die Gleitreibungskraft

in Analogie zum Coulombschen Haftreibungsgesetz gilt:

Reg =pe- N mit pug: Gleitreibungkoeffizient

Bem.: R ist eine ausgepragte Kraft

Untersuchung der Bewegung aus Gleireibung

Y Fi=Gsina— Rg=P =m-a

Yy, =N—-Gcosa=0

Bem.: Stat. Gleichgewicht in z5 - Richtung

— Kriftegleichgewicht als Spezialfall des Impulssatzes
Impulssatz (k = ma, a = X) in x; - Richtung,

d.h. P, = may, G =mg, g ist Gravitation
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Untersuchung der Bewegung

> F; =ma; — TM III
Man erkennt:
may > 0:  beschleunigte Bewegung
P, {ma; =0: gleichférmige Bewegung
may; < 0: gebremste Bewegung

Abschliefiende Bemerkungen
e Haftreibungskoeffizient und Gleitreibungskoeffizient
PH 2 HG

e Richtung der Reibungskraft

Die Reibungskraft wirkt entgegen der Bewegungsrichtung (Gleitreibung) bzw. ent-
gegen der angestrebten Bewegung (Haftreibung).
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8.2 Seilhaft- und Seilgleitreibung

Gleichgewicht am Element

hier: Betrachtung des Grenzfalls der Haftreibung

e Gleichgewicht in radialer Richtung
dN — (S +dS)sin(3dyp) — Ssin(3dp) =0
e Gleichgewicht in tangentialer Richtung
dR — (S + dS) cos(3dyp) — S cos(3dp) =0
Fiir kleine Winkel gilt:
sin(1dyp) = 3dy, cos(idp) =1
damit folgt:

° dN—Sdcp—%degsz = dN = Sdyp (%)
~0

e dR =dS (%)
Im Grenzfall der Haftreibung gilt:
o dRy = uydN
Es folgt aus (x):
o dS = pupdN = p - S - dp (xx)

Bem.: (xx) ist Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Seilkraft S(p), die durch Trennung
der Variablen geldst werden kann.

Integration durch ,,Trennung der Verianderlichen*

ds s dS N
< = Hudp = 5 g T M Jo d?

man erhalt:

InS —1InS; = unp

=1 S—
g = M
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In : logarithmus naturalis

1 e . eulersche Zahl

— [5=57]

Es folgt fiir den Umschlingungswinkel «

Bem.: Durch die Richtung von dR am Element wurde vorausgesetzt, dass Sy > S
Fiir den Fall S; > S5 folgt analog:

Sl = SQ@“Ha

S .
- S—:e“H‘P rmt{

Fiir Gleitreibung gilt durch Analogschluss

Sy = Sperc® Fiir Bewegung in Richtung von S

Haftbedingung bei Seilreibung

Sy >S5S = Sy <S5 etre
S1 >S5y = Sy >5 et

Folgerung nach Euler und Eyselwein:

e HHA L % < ehHX
S5 S

Beispiel: Auf ein Rad maximal zu iibertragende Kraft

max M = (S, — Sy) r = Syr(et#® —1)
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8.3 Rollreibung bzw. Rollwiderstand

e starres Rad e deformiertes Rad

S\
- $’
s TS

Momentengleichgewicht bzgl. des Radmittelpunktes fiir gleichférmige Bewegung
> M =0= Ryr— Nd

M=0=R
Z Hr :RH:$N

Konsequenz:

IS

Ry =pr- N mitup =
Bem.: Ry hiangt unmittelbar von r ab.
— grofe Réder rollen leichter.
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9 Seilstatik

9.1 Vorraussetzungen

e Biegeschlaffheit: d.h. es konnen keine Querkrafte aufgenommen werden.
e Druckschlaftheit: ~ d.h. es konnen keine Druckkrafte aufgenommen werden.
e Dehnsteifigkeit: d.h. es kdnnen nur Zugkrafte aufgenommen werden.

e Dehnstarrheit: keine Deformation in Folge von Zugbelastung

Beispiel: Seil unter Einzellast

Geg.: F, [, maxn
Ges.: Seilkrafte

Seildurchhang: maxn = % [tan

Seilkrafte:
S

el

ZHZO = S1 =55

F . 2 maxn
- mit tano =
2 sinw l

ZV:O = 51:»92:

Bemerkungen:

e Fiir gegebene Werte von I’ und [ hingen S; und S5 nur vom gréfsten Durchhang
maxn ab.

e Veranderungen von max7n bewirken:

— maxn wird grofer — Seilkréfte werden kleiner
(Grenzfall fiir maxn — oco: S; =Sy = 5 F)
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— maxn wird kleiner — Seilkréfte werden grofier
(Grenzfall fiir maxn = 0: S; = S, = o)

= d.h. ohne Durchhang konnen Seile keine Kraft iibertragen.

Veranschaulichung
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9.2 Seile unter kontinuierlicher Vertikalbelastung

L? AR HEN
A 1,

\L;@N Hed W J‘-

S =0 = dH=0
S F =0 — AV = —g(21) dy
1
O Mg =0 = deg—de1+§Q3( 1) (dry)?
X0

Differentialbeziehungen fiir Schnittgrofien

dH
H = =0 =— H = konst.
de’l
dV
I
V= iy Q3(961)
d$3
V=H T3 = H —
da:l

Ermittlung der Seilkraft:
S=vVH?+ V2= \/H?+ (H 24)2 = H \/1+ (24)?
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Ermittlung der Seilkurve

v
H
— Ig = % V' = —% Q3(ZL'1)

A
xg—

Zweifache Integration liefert:

1 1 (T1

ng(xl) = -7 0 0 q3(:51) dfl dfl + Cl T + Cg

wg(xle):O — CQIO

Randbedingungen
1'3(33'1 = l) =h — Cl = ....

Gleichungssystem der Seilstatik

e 2 Gleichungen: z3(x1) bzw. n(z;)
v(H, xq) bzw. S(H, z2)

e 3 Unbekannte: x3 bzw. n, v bzw. S, H

Konsequenz: 1 zusétzliche Gleichung ist erforderlich!
Moglichkeiten sind:

(1) max. Durchgang n* ist vorgeschrieben
(2) max. Seilkraft S* ist vorgeschrieben

(3) max. Seilldnge [* ist vorgeschrieben
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9.3 Seil unter konstanter Vertikalbelastung

Bem.: Es werden 2 Fille untersucht, namlich
(a) g3 ist konstant bzgl. der Horizontalldnge

(b) g5 ist konstant bzgl. der Seilldnge L.

(a) Der Fall q3(x;) = konst.

Bestimmung der Seilkurve fiir g3(z1) = ¢ = konst.

1’3(331) = —ﬁ qx% + 01 T+ 02

$3(I1:0):0 — Cy=0

Randbedingungen (RB)
wt=)=h = C =142

h gl q
— Ig(xl): (74‘ ﬁ) 1'1——%%

h ql q
e ! — — _— _— —
73(71) (z + 2H> "

Ermittlung der Durchgangskurve n(z1)

n(z1) = xs(21) — % r1 = 55 (lx1 — 1?)
Bem.: Seilkurve z3(x1) und Durchhangskurve n(z;) sind quadratische Parabeln.

Bestimmung des Horizontalzuges

(1) max n = n* ist vorgeschrieben.

— Lage x1 von n*:

q
T],<I1) = 0 = E(Z — 2.%172)

l
e 1‘12 = 5

l
— Durchhang n* fir z; = 3

_l . q 2 2 _ql2
MM =5) =" o \2 " H|) " 8H

- o

— |H

(2) max S = S* ist vorgeschrieben.

— Lage x15 von S™*:
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S=H \/1+ (z5)?

=  max S fiir max |z}]
— Lage x5 von max |z}|

r3=—%#0

- kein Extremwert fiir |z4] im Bereich 0 < 2y <

— Untersuchung der Randwerte fiir x1 =0, 1 = {

21=0 — |ohl=|t+ L

2H
n=l — lhl=li- g

h>0: max S firxz; =0
Konsequenz

h<0: max S fur z; =1

Bem.: max S tritt am jeweils hoheren Seilauflager auf.

— max S = S* fiir max |z}]:

|h|  ql

max |z} = —+ —

[ 2H
Es folgt.

(3) max L = L* ist vorgeschrieben

— Ermittlung der Seillinge L
Es gilt fiir ein Element df der Seillinge:

2
a0 = /(1) + (des = (14 (42) doy = T+ (@) day
So dass gilt:

L= [ld0= [} \/1+ (ah)2dn

Auswertung des Integrals durch Substitution

dz _ _ 4 - _H
=1 = dr; = qdz
/. o _ __ h ql
Tg=:z z1 =0 - Z_Zl_T—'—ﬁ
l

Einsetzen liefert:

L= 8 [* IT ds= £ (z VIT + arsinh2) |2

mit arsinh (%) = area sinh (x):  inv. Hyperbolicusfunktion (sinh™!)
e

mit sinhz = 5

Es folgt: H=H(L*) firL=1L"

101



(b) Der Fall q3(¢) = konst.
Bem.: Der Fall Seil unter Eigengewicht bedingt:

w)=vo it {

v:  Masse pro Lingenelement

g: Betrag der Gravitation

Der Fall ,Seil unter Eigengewicht

hier: beide Seilenden seien auf gleicher Hohe

Veranschaulichung

Ermitllung der Belastung g3(z)

o

ng (6)

e

F— dy—

Es gilt:

Q3(9) d9 ; q?,(l‘l) dl‘l

q3(0) do
dilfl

= q3(z1) =

Es gilt auch:
df = /1 + (24)? dxy
= 0= g = V1 + (@)

Es folgen fiir homogene Seile mit v = konst.

g3(x1) = q3(0) /1 + (25)? =vg /1 + (24)?
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Seilkurve x3(xq)

Es gilt bei beliebiger Belastung

vy = —3 as(@))

so dass:

== TT R

Bem.: Man erhélt eine Differentialgleichung 2. Ordnung der Form 2% = f(z}) fiir die Seil-
kurve.

Behandlung durch Substitution:

2(z1) = ah(z1)

— Uberfithrung der DGL 2. Ordnung in eine DGL 1. Ordnung in z(z1).

Es folgt:

dz _ _vg 2
dr1 — H l1+=2

Losung durch Trennung der Verdnderlichen

dz _ v
f V1itz2 T _ﬁg 14 22

Integration liefert:

arsinhz = =22, 4 C

RB.:  z(x;=0)=2a4(z1=0)=0

Es folgt mit dem natiirlichen Logarithmus
arsinhz = In(z + /1 + 22) = —Z o +C
= arsinh 2|,(;,—0)=0 = 0

Es folgt:

z = r3 = sinh(—% x)

= x3(21) = — [sinh(—% 21) day
Integration liefert:

T3 = —V—}; cosh(%4 1) + C

R.B.: z3(ry =0)=0 = C= ,,% mit cosh(0) =1
Man erhéilt als Seilkurve

x3(zy) = V—h; (1 — cosh %)

Bemerkungen

e Die Seilkurve stellt die ,Kettenlinie* dar.
(Bem.: Anwendung z.B.: bei Hochspannungsleitungen)

o Scilkraft S = H /1 + (2})?

e Horizontalzug aus einer der 3 Zusatzbedingungen vgl. 9.2
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Es gilt im einzelnem

V = H x3 = —H sinh 5+
S=H \/1+ (25)> = H cosh *&*
L= [", I+ (25)? doy = 2L sinh 42!

n(xy) = z3(x1) + h mit h = —x3(z; = %)

Analogie zur Seilstatik

Umkehrung der Seilkurve, d.h. unter Eigengewicht

Y Ly

Wo~—
¢ Dk
\..W Z
B

Anwendung: Mauerwerkstréger, Gewdlbe usw.
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10 Prinzip der virtuellen Arbeit

10.1 Arbeitsbegriff in der Mechanik starrer Korper
Einfiihrung des Arbeitsbegriffs

Beispiel: Heben eine Gewichtes

% T made

|
-1
S
)

%
Beim Absenken von G um den Betrag S wird Arbeit geleistet.

Dimension:

1 J (Joule) £ 1 Nm

Physikalische Erfahrung:

e Heben eines Gewichtes: System verbraucht Arbeit
e Senken eines Gewichtes:  System leistet Arbeit

Es gilt der allgemeine Zusammenhang;:

A12 = f::f Gdex=G@G (IQ — 1'1)
e Heben von G (1 = s, 25 = 0): Ap=-Gs <0
e Senken von G (1 =0, 29 =5): A= Gs >0

Konsequenz: Wird in einem System zwischen zwei Zustéinden () und 2) Arbeit geleitet,
dann gilt:
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Arbeit einer Kraft entlang eines beliebigen Weges

o differentielles Element der Arbeit
dA =F(x) - dx

e Arbeit zwischen (D) und @)
A12 = f;lz F(X) -dx

,,JKonservative’ Krafte bzw. Potentialkrafte

Def.: Eine Kraft ist konservativ, wenn die Arbeit A5 nicht vom Weg abhéngt, auf de, Sie
zwischen den Zustédnden (D und 2) geleistet wird.

Beispiele:
e konservativ: z.B.: Gravitations- bzw. Gewichtskraft
— §F(x)-dx=0
e nicht-konservative: z.B.: Reibungskraft R(x, ...)
— §R(x,...)dx #0
Bem.: Die Arbeit konservativer Kréfte verschwinden ldngs eines geschlossenen Weges.

Arbeit und Potential konservativer Krafte

fiir konservative Kréfte existiert ein Potential bzw. eine potentielle Energie.

Uy=-A=—[F(x) dx

Bem.: U, und A haben entgegengesetzte Vorzeichen. U, kann nur bis auf einen konstanten
Faktor (Integrationskonstante) bestimmt werden.

Es folgt:
F(x) 45, dU,
X) = — =: —grad U, d
= d() Uala) = J dlia X
mit grad (-) := T ~
—F.(z)
——
dU,
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Die Arbeit eines Kriftesystems am starren Korper

e differentielles Produkt des Kriftesystems F' = {F;,x} mit i = 1,
Es gilt mit |z,;| = konst.
dXqai = dp X Xaj
Bem.: Am Starrkorper erfahrt jeder Punkt dieselbe Drehung.
dA =) F; (dxa+ dxa) =), Fidxa+ ), Fi - (dp x dxa) =

= (D Fi) - dxa+ (3, Xai x Fy) - dpp =
— R-dxa+ M, - dy

Arbeit eines Systems konservativer Kréfte zwischen D) und 2

A= @Y Fidxi= [fR-dxa+ [ Ma-dg
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10.2 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

Bem.: Das Prinzip der virtuellen Arbeit (PdvA) in der Form des Prinzips der virtuellen
Verriickung (PdvV) hat in der ,Analytischen Mechanik® denselben Stellenwert, wie das
Gleichgewichtsaxiom in der Eulerschen Mechanik.

Die virtuelle Verriickung (Verschiebungen, Verdrehungen)

Eigenschaften:

e gedacht (virtuell)
e unendlich klein

e mit dem kinematischen Zwangsbedingungen des Systems vertréglich

Einfithrung der Verriickungssymbole:
) 0x :  virtuelle Verschiebung
virtuelle Veranderungen
0y :  virtuelle Verdrehungen
mit 0(-): Variationssymbol

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen (PdvV)

JA=0
virtuelle Arbeit eines Kréftesystems F' = {Fj, x;} am starren Korper.
0A = Zz Fi . (SXi

bzw. bei Reduktion auf @

54 = (5, F1) - 0% + (50, %t X Fy) -0 =
=R ox,+ M, dp

PdvV und Gleichgewichtsaxiom

(1) Es gelte das Gleichgewichtsaxiom (Eulersche Mechanik)
R=0

M. -0 } PdvV (6A = 0) ist erfiillt fiir beliebige dx, und dp
(2) Es gelte das PdvV (Analytische Mechanik)
JA=10
Gleichgewicht, d.h. R = 0 und M, = 0 ist erfiillt.
0Xa, 0@ : beliebig

Bemerkungen zum PdvV

e ) A kennzeichnet einen virtuellen Zustand

e §(-) - Variation wird formal behandelt wie das Differential d(-)
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e wer leistet virtuelle Arbeit:

— eingepragte Krifte (dufsere Krifte)
— Reaktionskrifte (Statik) und Fiihrungskréfte (Dynamik) leisten keine virtuelle
Arbeit

e Berechnung der virtuellen Arbeit

Beispiel: Einzelkraft

JA(F) =F - dx = |F||dx| cos <(F, dx) =
= (F-cosa)dx
Beispiele:

(a) System mit 1 kinematischen Freiheitsgrad

T :Idx-l

Geometrie:

dza
l2

PdvV: A =0= F1 5551 - F2 5.’172 = (Fl — FQ
— 0 = Flll - F2l2

tan d¢ = dp mit dp = 6% =

é—i) (5.1’1
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(b) statisch und kinematisch bestimmtes Tragwerk
3 L
o ' @ I l* @
el B lg
N ~— 3 {i& &:( .).
‘ P G

TA =t
= —F— L KL —— L K L=

Geg.: Gerbertrager
Ges.: Lagerreaktion in B mit PdvV

Vorgehensweise:

e Losen der kinematischen Bindung in @), d.h.
x Reaktionskraft B wird eingepragte Kraft
x System erhdlt 1 kinematische Freiheitsgrad
e Anwendung des PdvV
Geometrie: dxy =1 dy, dxy =3l dp
dxg =2l 0p, Odxg= %l dp
PdvV: (SAZOZFl 5$1—B(5333+F2 5$2+F3 5.’[}3
() = B=LiF+3FR+3F)
Bem.: (%) entspricht der Gleichgewichtsbedingung > M@ = 0, wenn zuvor C berechnet

wurde.
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10.3 Stabilitat des Gleichgewichts

Bemerkungen zur Stabilitdt am Beispiel einer Walze

(a) (b) (c)
‘; u_() V‘VQ »\3 -

Fustaad \% 7 —%

b il it <. /

Nudnsor s tand *

Fallunterscheidung von Gleichgewichtslagen

(a) Stabiles Gleichgewicht: Die Walze kehrt nach Auslenkung in die Ruhelage zurtick.
(b) Neutrales Gleichgewicht: Die Walze verbleibt in der Nachbarlage

(c) Labiles Gleichgewicht: Die Walze entfernt sich nach Auslenkung von der Gleichge-
wichtslage

Charakterisierung des Gleichgewichtszustand

e Entwicklung der potentiellen Energie des Nachbarzustands in einer Taylor-Reihe
nach dem Anfangszustand (Ausgangslage)

U= U dU, . 1 d?U, . )
a — a—i—%(‘%‘ —ZL')—f—a dl’z (.T —QT) -+ ...
e W 1 EU
= U=U,+ o :c+2! T2 (0x)" +....
—
oU, 5%U,

1
= Ur = Ua+5Ua+§52Ua+

dr =1 —=x
mit U,

5U'—d )
ai= 0

Es folgt fiir den Potentialunterschied:
U, =U; -U,

Konsequenz:

> (0: stabiles Gleichgewicht
0U, ¢ =0: neutrales Gleichgewicht
< 0: labiles Gleichgewicht
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e Untersuchung von U} in einem Arbeitsausdruck:
Ur = —A* mit A*=A+ A +1 A+ ...
= 0(PdvV)
e Charakterisierung des Gleichgewichts durch die 2. Variation der Arbeit, d.h.
< 0: stabiles Gleichgewicht
5°A { =0: indifferentes Gleichgewicht
> (0: labiles Gleichgewicht
Bem.: Fiir $2A = 0 (indifferentes Gleichgewicht) kennzeichnet die néichst kleinere, nicht

verschwindende Variation die Art der Indifferenz.
Neutralitat existiert nur fir 64 = 0.

Beispiel: Untersuchung der Stabilitat des Gleichgewichts

hier: System mit 1 kinematischen Freiheitsgrad

T

z___i/t- n f\ ;C

Federgesetz:
F=cr-zx mit r=a-tana

Bestimmung der Arbeit A

Bem.: mafgebend ist die Arbeit, die zwischen Grundzustand (¢ = 0) und dem Ausgangs-
zustand (@) geleistet wird.

A=P-1(1—cosp)— [y F(x)dx =
=Pl (1—cosg)—icr (a tanyp)?

Ermittlung von Gleichgewichtszustdnden

dA ) tan ¢
dA = —6p = | Plsing — cp a? dp

dy cos? p
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Moégliche Gleichgewichtszustdnden sind:

2
3/CpaQ

Pl

sin p = 0, Ccos p =

Dies folgt aus:

, cra?
0=sinp | Pl——
cos3p

Stabilitat des Gleichgewichts:

d’A
2A — 2
0 i (d¢)

d*A cra® sin?
—— =cosy (Pl— F3 )—BCFCL2 P =

costp
3 — 2 cos?

= Plcos p — cpa? —480
cost p

Fallunterscheidung:

(1) sinp=0 = cosp=1

oA <0: stabil
d_g02 = Pl — cra® =0: indifferent
>0: labil
Zusammenhang der duferen Last mit dem Gleichgewichtszustand
9 > P stabil 5
Cra L Cra
l = P : indifferent = | Pryit. = ]
< P: labil
2
s/Cra
(2) cosp = l;’l = cpa® = Plcos® p
d*A 3 —2cos?p
—— = Plcosp — Plcos® p——— - =
de? cost

1 stabil
=3Plcosp | 1 - — <0
cos“p indifferent
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Untersuchung fiir -3 < ¢ < 7

p 8

CFCL2

- lcos? ¢

Charakterisierung der Lastfunktion

114





