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3.2 Die Strahlungstransportgleichung

Zur Bestimmung von Strahlungsfeldern in einem Stoff oder der an Stoffe
iibertragenen Energie ist die Ausbreitung der Strahlung von der Emission aus ei-
ner Quelle unter Beriicksichtigung der Wechselwirkungsprozesse in dem jeweili-
gen Medium bis zur Absorption bzw. Herausstreuung aus einem betrachteten Vo-
lumenelement zu untersuchen. Dieser gesamte AusbreitungsprozeB wird als Strah-
lungstransport bezeichnet. Infolge von Wechselwirkungsvorgingen ist der Transport
von Teilchen oder Photonen mit einer stindigen Anderung ihrer Energie und Rich-
tung verbunden. Zur mathematischen Beschreibung sind Angaben iiber die Wahr-
scheinlichkeit dw erforderlich, mit der Strahlungsteilchen aus einem Energie- und
Richtungsintervall E'...E’ + dE'; £'... 2 + d2' infolge von Wechselwirkungen
am Ort r in das betrachtete Intervall E...E + dE: §2... 2 + d2 gelangen. Diese
Wahrscheinlichkeit 148t sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte p durch

dw = p(r.E,E', 2, ) dE' dfY aV (64)

ausdriicken, wobei dV ein Volumenelement am Ort r bezeichnet, Der Strahlungs-
transport kann durch Aufspaltung von dw in zwei Faktoren

dw = dw(r) dwa2(E, E', 2, 82) (65)

modelliert werden. Der erste Faktor stellt die Wahrscheinlichkeit dar, da am Ort r
cine Wechselwirkung stattfindet (unabhingig von ihrer Art und den Anderungen der
Eigenschaften der daran beteiligten Strahlungsteilchen). Unter Verwendung des tota-
len mikroskopischen Wirkungsquerschnitts o fiir die Gesamtheit aller auftretenden
Wechselwirkungsprozesse gilt hierfiir

dw, = noe " ds = Tie = ds. (66)

Dabei bedeuten s die freie Weglinge eines Strahlungsteilchens bis zum Ort der
Wechselwirkung und ds das Wegintervall, in dem die Wechselwirkung erfolgt. n
stellt die Teilchendichte der Reaktionspartner im betrachteten Stoff dar. Die Grofie

X = hoy (67)

bezeichnet den totalen makroskopischen Wirkungsquerschnitt, der die Dimension
einer reziproken Linge besitzt und mit der mittleren freien Weglinge A iiber

,\=§=>:l/‘ de = df = (68)
0

zusammenhingt. Gleichung (66) gilt fiir den eindimensionalen Fall. Die analoge
Beziehung fiir den dreidimensionalen Fall (Koordinatenursprung bei r,) lautet

e—2t|r rol

dw) = 5,——> dV.
" ax|r - rol? 4 (69)
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Der zweite Faktor in Gl. (65) stellt die Wahrscheinlichkeit dar, daB infolge der
Wechselwirkung eine Anderung der Energie und Richtung von E’, 2’ nach E, £2
erfolgt. Zur Bestimmung von dw, sind Angaben iiber die Art der elementaren Wech-
selwirkungsprozesse erforderlich. Unter Verwendung der zugehorigen differentiellen
Wirkungsquerschnitte folgt

' oA E, E', 1,12
dw, = M dE'd?. (70)
a(E")

Mit den Beziehungen (66) bzw. (69) und (70) kann die Wahrscheinlichkeitsdichte p
ermittelt werden.

Der Strahlungstransport lift sich mathematisch durch die Boltzmannsche Trans-
portgleichung beschreiben, deren Losung fiir den stationdiren Fall (d.h. ohne
Beriicksichtigung von Zeitabhingigkeiten) die Energie- und Richtungsverteilung
der FluBdichte wgq(r, E, £2) fiir jeden interessierenden Ort r liefert. Die Ablei-
tung der Transportgleichung beruht auf einer Bilanz fiir die zeitliche Anderung von
©eo(r, E. £2) im Volumenelement dV, die durch folgende Prozesse zustandekommen
kann:

1. Absorption und Herausstreuung von Strahlungsteilchen aus dem betrachteten
Energie- und Richtungsintervall, ausgedriickt durch

(dppn)y = —ZUE)ppo(r. E, £2)ds. (71)

2. Hineinstreuung von Teilchen aus Energie- und Richtungsintervallen £’... E' + dE'
bzw. £2'... 2 + d§2 in das betrachtete Intervall, ausgedriickt durch

(dvgn). = f S(ENp(r,E,E', 02,2 Yopo(r. E', £2)d? dE' ds, (72)
0 dqr

wobei ¥ den makroskopischen Streuquerschnitt bedeutet.

3. Erzeugung von Teilchen mit Energien und Richtungen in dem betrachteten Inter-
vall durch Quellen im Strahlungsfeld, ausgedriickt durch

(dpee)s = sen(r. E, £2) ds, (73)

wobei sgp; die Energie- und Richtungsverteilung der Quelldichte bedeutet.

In GL (71) bis (73) bezeichnet ds den Teilchenweg, der in der Zeit dr im Volu-
menelement dV' zuriickgelegt wird. Die gesamte Anderung von gy, im Volumenele-
ment dV ergibt sich aus

Oven
ar

dppa(r E, £2) = dr, (74)
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woraus

dyen
dr

= vgradpeo(r, E, £2) = vQ2gradpeo(r, E, £2) (75)

folgt. Mit v = ds/dr wird hierbei die Teilchengeschwindigkeit bezeichnet. Die Bi-
lanzgleichung

dopp ([ dpen dyen dpen
dr _( dt ,d+ dr f dr ) (76)

liefert nach Einsetzen von Gl. (71) bis (73) die Boltzmannsche Transportgleichung

$2grad ppo(r. E, $2) = - E(E)ppo(r, E, £2)

- / / S(Ep(r,EE', 02,82 (7)
JA) 4
X peo(rE', 2482 dE' + sgo(r, E, 02).

Gleichung (77) stellt eine Integrodifferentialgleichung dar, fiir die im allgemeinen
eine Losung in geschlossener Form nicht angebbar ist (zu Losungsmethoden siehe
Abschnitt 3.3.).

Neben der abgeleiteten differentiellen Form der Transportgleichung wird hiufig
eine integrale Form verwendet, die durch mathematische Umformung aus Gl. (77)
erhalten wird. Zur Abkiirzung wird dabei fiir den stationdren Fall ein Zustandsvektor
X in einem 6-dimensionalen Phasenraum A eingefiihrt, dessen Komponenten durch 3
Ortskoordinaten, 2 Richtungskoordinaten und die Teilchenenergie gebildet werden.
Eine Abhingigkeit von x symbolisiert folglieh die Abhiingigkeit einer GroBe von r,
E und £2. Damit lautet die integrale Form der Transportgleichung

P(x) = /A K(x, x)(x') dx’ + o (x). (78)

Hierbei bezeichnet /(x) die Dichtefunktion der Verteilung aller Teilchenzustinde
unmittelbar nach einer Wechselwirkung und ,(x) die entsprechende Funktion un-
mittelbar nach der Erzeugung durch eine Quelle im Strahlungsfeld. Die GroBe 1)
kann unterschiedliche physikalische Bedeutung besitzen. Sie kann die Energie- und
Richtungsverteilung der FluBdichte g ausdriicken, aber auch fiir die StoBdichte
oder Bremsdichte stehen (siehe Abschnitt 3.4.2.). Der Integralkern K(x,x’) in GL
(78) bezeichnet die Dichtefunktion der Wahrscheinlichkeit, mit der ein Strahlungs-
teilchen aus dem Zustand x" infolge Wechselwirkung den Zustand x erreicht. Auch
die integrale Form der Transportgleichung, die eine Fremdholmsche Integralglei-
chung darstellt, ist im allgemeinen nicht geschlossen lsbar.
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3.3 Losung der Strahlungstransportgleichung

3.3.1 Losungen fiir einfache Spezialfille

Geschlossene analytische Ausdriicke fiir die Losung der Strahlungstransportglei-
chung lassen sich nur fiir einfache Spezialfiille angeben. Im folgenden werden zwei
Beispiele diskutiert, die trotz einschrinkender Randbedingungen von groBer Bedeu-
tung fiir praktische Anwendungen sind.

Ein erstes Beispiel betrifft die Schwiichung monoenergetischer Photonenstrahlung
der Energie E, durch eine unendlich ausgedehnte Stoffschicht der Dicke x. Gesucht
ist die FluBdichte ¢(x) fiir die Photonen, die ohne Wechselwirkung die Stoffschicht
passieren und von einem Detektor hinter der Abschirmung registriert werden (siehe
Abb. 17). Die Photonen sollen als paralleles Biindel senkrecht auf die Abschirmung
auftreffen (quellenseitige Kollimierung) und fiir x = 0 die FluBdichte ¢, besitzen.
Da keine Energie- und Richtungsabhingigkeit vorliegt, in der Abschirmung keine
Quellen vorhanden sind und die Aufgabe als eindimensionales Problem behandelt
werden kann, vereinfacht sich die Strahlungstransportgleichung (77) zu

dp( _
2 — B(Ep). (79)
Abschirmung
7/////// P A /
", Kollimator / Kollimator
v
Es /ﬁ 5o

Detektor

Abb. 17  Durchgang von Photonen durch eine Abschirmung bei quellen- und detekiorseitiger
Kollimierung

Ist die Schichtdicke x nicht zu groB, so daB Photonen nicht durch mehrfache Wech-
selwirkung in die urspriingliche Richtung gestreut werden, liefert die Integration von
Gl. (79) als Losung der Transportgleichung

Px) = poe HEN, (80)

d.h., es wird das exponentielle Schwiichungsgesetz erhalten (siehe auch Abschnitt
3.4.3.). Die formulierten Randbedingungen bedeuten, da} gestreute Photonen am
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Detektorort keine Beitriige zur FluBidichte @(x) liefern. Diese Voraussetzung 1Bt
sich experimentell durch die in Abb. 17 dargestellte zusitzliche detektorseitige Kol-
limierung erfiillen. Nur dann stellt Gl. (80) eine exakte Losung der Strahlungstrans-
portgleichung dar.

Ein zweites Beispiel bezieht sich auf die Abbremsung von Neutronen in einem
unendlich ausgedehnten, nicht absorbierenden und quellenfreien Streumedium. Un-
ter diesen Randbedingungen lidft sich die spektrale FluBdichte wg(E) der Neutronen
bestimmen. Bei der Aufstellung der Transportgleichung ist zu beachten, daf} keine
Orts- und Richtungsabhiingigkeit vorliegt und der totale Wirkungsquerschnitt gleich
dem Streuquerschnitt ist. Aus Gl. (77) folgt daher

L(E)pe(E) = / S(Ep(E, E"pp(E") E'. (81)
]

Handelt es sich um das Streumedium Wasserstoff, besitzt die Wahrscheinlichkeits-
dichte p die Form

1 E'>E
p(E,E') = { E' } fiir { . (82)
0 E'<E

Auflerdem kann fiir Wasserstoff der Streuquerschnitt ¥(£) im Energiebereich von
1 eV bis 1 MeV als annihernd energieunabhingig angenommen werden. Damit
ergibt sich

o0 dE.i
we(E) = / we(E") B (83)
E
Differentiation nach der unteren Integrationsgrenze E liefert
el E 5
dee(E) Q«E(E). 84)
dE E
Daraus folgt als Losung
Ingp(E) = —InE + InC (85)
beziehungsweise
C
we(E) = g (86)

wobei C eine Konstante bedeutet. Gleichung (86) stellt das Fermische 1/E-Spektrum
fiir intermediiire Neutronen in wasserstoffhaltigen Moderatoren dar (siehe auch Ab-
schnitt 3.4.2.). Auch dieses Ergebnis ist nur bei Einhaltung der oben genannten
Randbedingungen eine exakte Losung der Transportgleichung.
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Letztere konnen fiir isotrope punktformige y-Quellen in einem unendlich ausge-
dehnten Medium durch die Beziehung

B(px) = Ale 4 (1 - Al)e (89)

beschrieben werden. Die Konstanten A’, oy und a, sind in Tabelle 8 fiir einige
Abschirmmaterialien als Funktion der Photonenenergie angegeben. Fiir Materialien
hoher Ordnungszahl kénnen die so berechneten Dosisaufbaufaktoren niherungsweise
auch im Fall von Abschirmungen endlicher Dicke verwendet werden. Besteht eine
Abschirmung aus n Schichten verschiedenen Materials, berechnet sich der Auf-
baufaktor bei isotroper punktformiger y-Quelle nach

n i n i—1
B= Bi | )| - D Bi | D ()| . (90)
i=1 j=1 j=1

i=2

Tabelle 8: Parameter zur Bestimmung von Dosisaufbaufaktoren fiir isotrope
punktférmige ~-Quellen in unendlich ausgedehntem Medium (nach [8])

E (in MeV) 0,5 1 2 3 4 6 8 10
Wasser
A 24 11,0 6,4 52 4.5 3,6 3,0 27
—0lq 0,138 0,104 0,076 0,062 0,056 0,050 0,045 0,042
Olp 0,0 0,030 0092 0,108 0,117 0,124 0,128 0,130
Beton
A 12,5 9,9 6,3 47 39 3 2,8 2,6
~0l4 0,111 0,088 0,069 0,062 0,058 0,059 0,057 0,050
Clp 0,006 0,029 0,058 ° 0,073 0,079 0,083 0,08 0,084
Eisen
A 10 8,0 55 3,75 29 2,35 2,0
—0ty 0,0948 0,0895 0,0788 0,075 0,0825 0,0833 0,095
Ola 0,012 0,04 0,07 0,082 0,075 0,0546 0,01186
" Blei
A 1,65 2,45 2,60 2,15 1,65 0,96 0,67 0,50
—0l4 0,032 0,045 0,071 0,097 0,123 0,175 0,204 0,214

0,178 0,103 0,077 0,084 0,059 0,067 0,08
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3.3.3 Numerische Losungen

Fiir verschiedene Probleme konnen unter Voraussetzung starker Vereinfachungen
der Transportgleichung analytisch-asymptotischc Losungen erhalten werden. Hierzu
gehoren z.B. Integraltransformationen, Matrizenrechnungen und asymptotische Rei-
henentwicklungen. Allgemeinere Problemstellungen erfordern die Anwendung nu-
merischer Methoden zur Losung der Transportgleichung. Ein Beispiel hierfiir ist die
Methode der sukzessiven Streuungen, bei der eine Entwicklung nach $treu0rdnun-
gen vorgenommen wird. Dabei werden die Beitrige der ungestreuten, der einfach,
zweifach usw. gestreuten Strahlungsteilchen zur Energie- und Richtungsverteilung
der FluBdichte am Ort r einzeln berechnet und anschliefend addiert. Eine weitere
Mbglichkeit zur Losung der Transportgleichung stellt die Punktkernintegration dar.
Dabei wird ein ausgedehntes Strahlungsfeld durch eine Vielzahl von Punktquellen
ersetzt. Durch Superposition der Beitriige aller Punktquellen 1Bt sich die FluRdichte
am Ort r ermitteln. Haufig verwendet wird die Methode der diskreten Ordinaten.
Hierbei wird der gesamte Energiebereich in Energiegruppen unterteilt. Ebenso er-
folgt eine Aufteilung des Raumes der Orts- und Richtungskoordinaten in ein Koor-
dinatennetz (diskrete Ordinaten). Fiir jede so entstandene Netzzelle wird das Inte-
gral der Transportgleichung durch Gruppenkonstanten angenihert, wobei der Zusam-
menhang zwischen Energie und Streuwinkel in jeder Netzzelle zu beriicksichtigen
ist. Unter Beachtung der Randbedingungen kann somit fiir jede Zelle eine mittlere
FluBdichte bestimmt werden. Die Methode der diskreten Ordinaten liefert im all-
gemeinen Gleichungssysteme 10%ter bis 10%*ter Ordnung, deren Losung aufwendige
Iterationsverfahren und damit den Einsatz leistungsfahiger Rechner erfordern. Inter-
national bekannte Programme zur Losung von Strahlungstransportproblemen mit der
Methode der diskreten Ordinaten sind ANISN [9] und DOT [10].
- Wiihrend die bisher angefiihrten numerischen Methoden auf Grund des hohen
. Rechenaufwandes in der Regel nur auf eindimensionale beziehungsweise mit Ein-
schriinkungen auf zweidimensionale Probleme anwendbar sind, gestattet die Monte-
Carlo-Methode auch die Losung dreidimensionaler Probleme. Diese Methode stellt
ein ,theoretisches Experiment” dar, bei dem der Zustand x eines willkiirlich aus-
gewihlten Teilchens auf seinem Weg in einem Medium verfolgt wird. Aus einer
Vielzahl so berechneter Teilchenwege, die als Lebensgeschichten bezeichnet werden,
1Bt sich die gesuchte Funktion ¢(x) als Erwartungswert der Verteilungsfunktion der
Teilchenzustinde in einem vorgegebenen Punkt x im Zustandsraum bestimmen.
Der Verlauf einer Lebensgeschichte wird durch verschiedene Zufallsgroben X cha-
rakterisiert. Die Dichte p(x) der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Zufallsgrofe den
Wert X = x annimmt, 1d8t sich aus den bereits beschriebenen physikalischen Ge-
setzmiBigkeiten des Strahlungstransports ableiten. Dabei miissen die Bedingungen

b
p(x) >0 und / p(x)dx =1 o1

erfiillt sein, wobei [a, b] das Intervall kennzeichnet, in dem die Zufallsgrofe X lie-
gen kann. Eine konstante Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet, daB die ZufallsgroBe
X gleichverlcilt ist. Trifft dies fiir das Intervall [0,1] zu, wird sie als Zufallszahl &
bezeichnet. Eine Zufallszahl nimmt folglich jeden Wert zwischen 0 und 1 mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit an. Im einfachsten Fall kénnten Zufallszahlen mittels eines
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1. Die physikalischen Grundlagen des Strahlenschutzes
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Abb. 20  Zur Bestimmung kontinuierlicher ZufallsgréBen mit dem Verfahren nach von Neumann
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Abb. 21 Zur Bestimmung diskreter ZufallsgréBen

Abb. 22  Zur Berechnung der Lebensgeschichte eines Strahlungsteilchens
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68 L. Die physikalischen Grundlagen des Strahlenschutzes

die die Wahrscheinlichkeitsdichte in Abschnitt 3.2. bereits angegeben wurde. Das
Auslosen erfolgt nach

!
Z = %(E) f eSO gff = 1 — g =B, (102)
0
so dal} sich
1
1=_E—(E)1n(1—2) (103)
T

ergibt. Mit den Koordinaten des Anfangsortes Xo, Yo, Zo folgt damit fiir den Ort der
ersten Wechselwirkung '

X| = Xo + [ sin? cosp, (104)
yi = Yo + 1 sind singp, (105)
z1 = zo + 1 cosd. (106)

Der weitere Verlauf der Lebensgeschichte wird durch die Art der Wechselwirkung
bestimmt. Diese stellt eine diskrete ZufallsgroBe dar, wobei die Wahrscheinlichkeit
fiir den i-ten WechselwirkungsprozeB mit dem zugehorigen Wirkungsquerschnitt o;

a;
pi=— (107)
Ty
betriigt. Gilt
i i
— = 1,2 e BN
Z.& Z = (i n) (108)

i'=l1

findet der i-te WechselwirkungsprozeB statt. Handelt es sich um eine Absorption,
ist der Teilchenweg beendet, und es muB eine neue Lebensgeschichte mit der Be-
rechnung des Anfangszustandes begonnen werden. Liegt dagegen ein Streuprozell
vor, sind Richtung und Energie des Strahlungsteilchens nach der Streuung zu er-
mitteln. Die Dichtefunktion fiir den Kosinus des Streuwinkels ergibt sich aus dem
differentiellen Streuquerschnitt zu

p(cosd) = [27 (do(E, cos?)) / d2]/a(E). (109)

Nach Auslosen eines Wertes fiir cos ¢ kann damit die neue Energie entweder mit
Hilfe des Energie- und Impulserhaltungssatzes oder durch Auslosen aus einer Ver-
teilungsfunktion fiir die Energie bestimmt werden. Danach ist aus dem Streuwinkel
6 die neue Bewegungsrichtung (Koordinaten ¥, o) des Teilchens im vorgegebenen
Koordinatensystem zu berechnen.

Durch Ort, Energie und Flugrichtung ist der Zustand eines Strahlungsteilchens
vollstandig bestimmt. Die Monte-Carlo-Rechnung wird weitergefiihrt, indem der Ort
der zweiten Wechselwirkung ermittelt wird. Die beschriebenen Prozeduren werden
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