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Vorwort

Diese Europidische Vornorm wurde vom Technischen Komitee CEN/TC 290 ,,Geometrische Produktspezifikationen und
-priifung” erarbeitet, dessen Sekretariat vom DIN gehalten wird.

Diese Européische Vornorm enthilt vollinhaltlich den ,,Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen (GUM), der in

TUPAP und OIML ausgearbeitet und von der ISO veréffentlicht wurde.

der ISO Technical Advisory Group ISO/TAG 4 unter Mitwirkung von Fachleuten von BIPM, 1EC, IFCC%PAC,

Entsprechend der CEN/CENELEC-Geschiftsordnung sind die nationalen Normungsinstitute der folgendefr]

diese Europdische Vornorm anzukiindigen:

Die beteiligten internationalen Organisationen haben eine Ver6ffentlichung als International
erachtet. ISO und IEC haben diesen Leitfaden jedoch als zu beachtende Technische Regel in
genommen. Die Technischen Komitees von ISO und IEC miissen diesen Leitfaden bei der ]

zugrunde legen.

Angesichts des Mangels an einer internationalen Uberein-
kunft iiber die Angabe der Unsicherheit im Me8wesen er-
teilte das Internationale Komitee fiir Mal und Gewicht
(Comité International des Poids et Mesures; CIPM) als
hochste Instanz in der Metrologie, dem Internationalen
Biiro fiir Ma und Gewicht (Bureau International des
Poids et Mesures; BIPM) 1977 den Auftrag, das Problem
gemeinsam mit den nationalen metrologischen Instituten
aufzugreifen und eine Empfehlung zu erarbeiten.

) : 2
interessiert waréd

4 Ri%y

heit und zur Kombination von individu

7
2

heitskomponenten zu einer einzigen Gesany
zu haben. Eine einheitliche Meinung hj
fiir zu benuizenden Methode war jed
Das BIPM berief hierauf eine Zysa ’;%/
Experten aus 11 nationalen, nmgt olo hen Instituten
teilnahmen, um zu einem ,/‘ i gn und allgemein
akzeptablen Verfahren fiir di¢ % be der MeBunsicher-
heit zu gelangen. Diese &rbeitsgru]

MeBunsicherheiten enty/icke

éch
ich

<
2

Das CIPM genehgigtéy /-A pfehlung 1981 {3] und be-

stehlung der Arbeitsgruppe zu erarbei-
ten (die eher einen kurzen Abril} als eine detaillierte Vor-
schrift darstellt), beauftragte das CIPM die Internationale
Organisation fiir Normung (ISO), da diese die Erforder-
nisse, die aus den breiten Interessen von Industrie und
Handel erwachsen, besser vertreten kann.

1) Siehe die Literaturhinweise ab Seite 98f.

%

iiber Frage
meinsam

Vdes
%
2 7

eteiligten Organisationen liegen. Diese
ten sind: die Internationale Elektrotechnische

nd angewandte Chemie (IUPAC) und die Interna-
jonale Organisation fiir reine und angewandte Physik
(IUPAP), die beiden internationalen Organisationen, die
die Fachgebiete Chemie und Physik vertreten; und die In-
ternationale Féderation fiir klinische Chemie (IFCC).

TAG4  bildete ihrerseits die  Arbeitsgruppe 3
(ISO/TAG 4/WG 3), die sich aus vom BIPM, der IEC, der
ISO und der OIML benannten und vom Vorsitzenden der
TAG 4 berufenen Experten zusammensetzt. Die Aufga-
benstellung fiir diese Arbeitsgruppe lautete:

Entwicklung eines Leitfadens auf der Grundlage
der Empfehlung der BIPM-Arbeitsgruppe zur An-
gabe von MeBunsicherheiten, der Regeln fiir die
Angabe der MeBunsicherheit im Bereich der Nor-
mung, Kalibrierung, Akkreditierung von Laborato-
rien und metrologischer Dienste bereitstellt;

Zweck eines solchen Leitfadens ist es,

— volistindig dariiber zu informieren, wie
man zu Unsicherheitsangaben kommt;

— eine Grundlage fiir den internationalen
Vergleich von MeBergebnissen zu liefern.
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0 Einleitung

0.1 Wenn das Ergebnis der Messung einer physika-
lischen Grofle vorgelegt wird, mufl auch eine quantita-
tive Angabe zur Qualitit des Ergebnisses erfolgen, da-
mit der Benutzer dessen Zuverlissigkeit beurteilen
kann. Ohne eine solche Angabe lassen sich MeBergeb-
nisse weder miteinander noch mit Referenzwerten ver-
gleichen, die in einer Spezifikation oder Norm vorge-
geben sind. Daher wird ein einfach handhabbares, leicht
verstindliches und allgemein anerkanntes Verfahren zur
Charakterisicrung der Qualitit eines MeBergebnisses,
das heifit zur Emittlung und zur Angabe seiner Mef-
unsicherheit, benotigt.

muteten Komponenten der MeBabw%c

und die entsprechenden Korrektion g
Z

den, eine Unsicherheit beziiglich '3"/
angegebenen Ergebnisses verbleibt, d3 B
fel dartiber, wie gut das MefBergebnis dén¥

messenen Grofle ausdriickt.

e
‘;/"//

2

! ) .
hnischen Messungen verein-

heitlicht hat, wiirde
dic Ermittlung und Angabe der Mefunsicherheit erlau-
ben, die Bedeutungg

gen leicht miteinander verglichen werden kénnen.

0.4 Die ideale Methode zur Ermittlung und Angabe
der Unsicherheit eines MeBergebnisses sollte wie folgt
beschaffen sein:

Seite 5
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nd alle Typen von Eingabeda-
sein, die bei Messungen ver-

Be, um die MeBunsicherheit anzuge-
olgt beschaffen sein:

u ihr beitragenden Komponenten herleiten las-
sen und unabhiingig von der Gruppierung die-
ser Komponenten und ihrer Zerlegung in Un-
terkomponenten sein.

iibertragbar: Es mufl moglich sein, die fiir ein
MeBergebnis ermittelte MeBunsicherheit direkt
als Komponente zur Ermittlung der MeBunsi-
cherheit bei einer anderen Messung zu verwen-
den, bei der das erste Ergebnis verwendet wird.

Weiterhin ist es bei vielen Anwendungen in Industrie
und Handel sowie in den Bereichen Gesundheit und Si-
cherheit oft erforderlich, einen Bereich um das MeBer-
gebnis anzugeben, von dem erwartet werden kann, daf§
er einen groflen Anteil der Verteilung der Werte umfagt,
die der gemessenen Grofie verniinftigerweise zugeord-
net werden kénnen. Somit sollte die ideale Methode zur
Ermittlung und Angabe der MeBunsicherheit in der La-
ge sein, einen solchen Bereich zu liefern, insbesondere
einen Bereich, dessen Uberdeckungswahrscheinlichkeit
oder Vertrauensniveau auf realistische Weise dem ge-
forderten entspricht.

0.5 Das Vorgehen in diesem Leitfaden beruht auf
dem Ansatz in der Empfehlung INC-1 (1980) [2] der
Arbeitsgruppe zur Angabe von Unsicherheiten, die auf
Veranlassung der CIPM vom BIPM einberufen wurde
(siche Vorwort). Dieser Ansatz, dessen Berechtigung in
Anhang E diskutiert wird, erfiillt alle oben aufgesteliten
Forderungen. Fiir die meisten anderen derzeit verwen-
deten Methoden trifft dies nicht zu. Die Empfehlung
INC-1 wurde vom CIPM in dessen eigenen Empfehlun-
gen 1 (CI-1981) [3] und 1 (CI-1986) [4] genchmigt bzw.
bestitigt; im Anhang A sind diese CIPM-Empfehlungen



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

Seite 6
ENV 13005:1999

in deutscher Ubersetzung wiedergegeben (siche A.2
bzw. A.3). Da die Empfehlung INC-1 die Grundlage fiir
das vorliegende Dokument bildet, sind ihre deutsche
Ubersetzung im Abschnitt 0.7 und ihr verbindlicher
franzosischer Wortlaut im Anhang A.1 angefiihrt.

0.6 Das in diesem Leitfaden dargestellte Verfahren
zur Ermittlung und Angabe der MeBunsicherheit wird in
Kapitel 8 kurz zusammengefafit. Eine Reihe von detail-
lierten Beispielen wird in Anhang H angefiihrt. Die iib-
rigen Anhdnge behandeln die folgenden Themen:
Grundbegriffe der Metrologic (Anhang B); Grundbe-
griffe der Statistik (Anhang C); "wahrer" Wert, MefBab-
weichung und MeBunsicherheit (Anhang D); praktische
Vorschlige fiir die Ermittlung von Unsicherheitskom-
ponenten (Anhang F); Freiheitsgrade und Vertrauens-
niveaus (Anhang G); die im Dokument hauptsichlich
verwendeten mathematischen Zeichen (Anhang J) und
Literaturhinweise (Anhang K). Ein alphabetisches
Stichwortverzeichnis beschlieBt das Dokument.

0.7 Empfehlung INC-1 (1980)
Angabe experimenteller Unsicherheiten

1. Die Unsicherheit eines MeBergebnisses setzt sich
aus mehreren Komponenten zusammen, die sich
nach der Art, in der ihr Zahlenwert hitzt wird,
in zwei Kategorien einteilen lasseny,

A. Komponenten, die mit statisti oden
berechnet werden,
B. Komponenten, die a e ermittelt

werden.

Klassifizierung nach
gratischen” MeBunsicher-

eichungen” s5; ) und die Anzahl v; der Freiheits-
grade gekennzeichnet. Wenn erforderlich, sind auch

3. Die Komponenten in Kategorie B sind durch Grg-
en uf zu charakterisieren, die als Niherungen der

entsprechenden Varianzen angesehen werden kon-
nen, deren Existenz vorausgesetzt wird. Die Gré8en

u; konnen wie Varianzen und die GroBen u; wie

Standardabweichungen behandelt werden. Wenn er-
forderlich, sind die Kovarianzen auf die entspre-
chende Weise zu behandeln.

4. Die kombinierte Mefunsicherheit sollte durch
den Zahlenwert gekennzeichnet werden, den man
mit der iiblichen Methode zur Kombination von Va-
rianzen erhélt. Die kombinierte MeBunsicherheit und
ihre Komponenten sollten in der Form von
"Standardabweichungen” ausgedriickt werden.

5. Wenn es bei besonderen Anwendungen erforder-
lich ist, die kombinierte MeBunsicherheit mit einem
Faktor zu multiplizieren, um eine Gesamtunsicher-
heit zu erhalten, so ist der Multiplikationsfaktor stets
anzugeben.
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1.1 - Der vorliegende Leitfaden stellt allgemeine Re-
geln zur Ermittlung und Angabe der MeBunsicherheit be-
reit, die auf verschiedenen Genauigkeitsniveaus in vielen
Bereichen - von der Werkstatt bis zur Grundlagenfor-
schung - befolgt werden konnen. Daher sollen die in die-
sem Leitfaden enthaltenen Prinzipien auf ein breites Spek-
trum von Messungen anwendbar sein, einschliefilich sol-
chen, die erforderlich sind:

—  zur Qualititspriifung und Qualititssicherung
der Produktion;

und Vorschriften;
—  bei Forschungsarbeiten im Bereich ?’% rund

T
genforschung, der angewand%n F s

-y

Entwicklung, in Wissensch

—  zur Kalibrierung von Normd]
und zur Durchfithrung von Peif
men eines nationalen K;
Riickverfolgbarkeiw, ayf
ermoglichen;

und nationaler physikali-
ormale einschlieBlich Referenzma-

1.2

rende Phinomen sich nur als Werteverteilung darstellen
148t oder von einem oder mehreren Parametern, wie zum
Beispiel der Zeit, abhdngig ist, dann entsprechen die zu
seiner Beschreibung erforderlichen MeBgréfien der
Menge von Groflen, die diese Verteilung oder Abhingig-
keit beschreiben.

Seite 7
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eBmethoden und komplexen Komponenten
3 X / verbunden ist. Da ein Mefergebnis und
seine OnigiCherheit rein theoretisch sein und nur auf hypo-
Daten beruhen k&nnen, ist die in diesem Leit-
¢rwendete Benennung "MeBergebnis” in diesem
pen Zusammenhang zu interpretieren.

reit und gibt keine technikbezogenen Anweisungen. Es
wird auch nicht diskutiert, wie die Unsicherheit eines be-
stimmten MeBergebnisses, nachdem sie einmal ermitteit
wurde, fiir verschiedene Zwecke verwendet werden kann,
zum Beispiel fiir Schlufifolgerungen iiber die Vereinbar-
keit dieses Ergebnisses mit anderen dhnlichen Ergebnis-
sen, zum Aufstellen von Toleranzgrenzen fiir einen Her-
stellungsprozef oder fiir die Entscheidung dariiber, ob ei-
ne bestimmte Handlungsrichtung sicher eingeschlagen
werden kann. Es kann sich daher als notwendig erweisen,
auf der Grundlage des vorliegenden Leitfadens weitere
Normen zu entwickeln, die sich mit den speziellen Pro-
blemen bestimmter Bereiche des Messens oder den ver-
schiedenen Anwendungen quantitativer Angaben der Un-
sicherheit befassen. Bei diesen Normen kann es sich um
vereinfachte Fassungen des vorliegenden Leitfadens han-
deln. Sie miissen jedoch in ihrer Darstellung so genau
sein, wie dies fiir den Grad der Genauigkeit und Kom-
plexitit der behandelten Messungen und Anwendungen
angemessen ist.

ANMERKUNG: Es kann Situationen geben, in denen der Begriff
der MeBunsicherheit nicht im vollen Umfang anwendbar erscheint,
zum Beispiel wenn die Prizision cines Priifverfahrens. ermittelt
wird (siche z.B. Literaturangabe [5] ). i
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2 Definitionen

2.1  Allgemeine metrologische Begriffe

Die Definitionen fiir eine Reihe von allgemeinen, fiir den
vorliegenden Leitfaden relevanien Begriffen des Mefiwe-
sens, zum Beispiel "mefibare Grofie”, "MeBgrofie” und
"Me@labweichung" werden in Anhang B wiedergegeben.
Diese Definitionen wurden dem Internationalen Worter-
buch der Metrologie (International vocabulary of basic
and general terms in metrology, Abk. VIM) [6] entnom-
men. Anhang C enthdlt aufierdem die Definitionen einer
Reihe von Grundbegriffen der Statistik, die hauptsichlich
der Internationalen Norm ISO 3534-1 [7] entstammen.
Beginnend mit Abschnitt 3 erscheint im nachfolgendef
Text jede dieser metrologischen und statistischen B

nungen (oder eine eng mit ihnen zusammenhingendéZB;

nennung) bei ihrer ersten Verwendung im Fettdruck,
bei die Nummer des Unterabschnitts, in dem di ini
tion steht, in Klammern angegeben ist.

wird die Definition des allgemeinen metr
griffs "MeBunsicherheit" sowohl in Anhang®g) 17
Unterabschnitt 2.2.3 angegeben. Die {if

[
2
o1

K
%

schnitten 2.3.1 bis 2.3.6 definiépt. In“4}

n ungen, daf} diese
»es unwahrscheinlich

Der Begriff der
Abschnitt 3 u
2,
2
22,1 Das Wort "Unsicherheit" bedeutet Zweifel, wo-
mit "MefBunsicherheit" im weitesten Sinne Zweifel an der
Giiltigkeit des Ergebnisses einer Messung bedeutet. We-
gen des Fehlens verschiedener Worter fiir diesen allge-
meinen Begriff der MeBunsicherheit und die speziellen

Gr6fen, die, wie zum Beispiel die Standardabweichung,

%

(MeB)unsicherheit

Dem MeBergebnis zugeordneter Parameter, der die
Streuung der Werte kennzeichnet, die verniinftiger-
weise der Mefigrole zugeordnet werden konnte

ANMERKUNGEN

1 Der Parameter kann beispiclsweise eine Standardab-
weichung (oder ein gegebenes Vielfaches davon), oder die
halbe Weite cines Bereiches sein, der ein festgelegtes
Vertrauensniveau hat.

2 MeBunsicherheit enthdlt im allgemeinen viele Kom-
ponenten. Einige dieser Komponenten kénnen aus der
statistischen Verteilung der Ergebnisse einer Mefreihe
ermittelt und durch empirische Standardabweichungen
gekennzeichnet werden. Die anderen Komponenten, die
ebenfalls durch Standardabweichungen charakterisiert
werden kénnen, werden aus angenommenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen ermittelt, die sich auf Erfahrung
oder andere Information griinden.

3 Es wird vorausgesetzt, dal das Meflergebnis der beste
Schitzwert fiir den Wert der MeBgroBe ist, und daB alle
Komponenten der Unsicherheit zur Streuung beitragen,
eingeschlossen diejenigen, welche von systematischen
Einwirkungen herriihren, z.B. solche, die von Korrektio-
nen und Bezugsnormalen stammen.
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2.2.4  Bei der im Unterabschnitt 2.2.3 gegebenen Defi-
nition der MeBunsicherheit handelt es sich um eine opera-
tive Definition, die sich auf das MeBergebnis und dessen
ermittelte Unsicherheit konzentriert. Sie steht jedoch
nicht im Widerspruch zu anderen Begriffen der MeBunsi-
cherheit, wie zum Beispiel:

—  MaB fiir die mogliche MeBabweichung des
Schitzwertes der MefgroBe, der als Mefer-
gebnis ermittelt wurde;

—  Schitzwert zur Kennzeichnung eines Wertebe-
reiches, innerhalb dessen der wahre Wert der
MeBgroBe liegt (VIM, 1. Auflage, 1984,
Nr 3.09).

Wenngleich diese beiden traditionellen Begriffe als Ideal-
vorstellungen giiltig sind, konzentrieren sie sich auf nichr
erfafbare Groflen: die "MeBabweichung" des MeRBergeb-
nisses beziehungsweise den "wahren Wert" der MeBgroBe
(im Gegensatz zu deren Schitzwert). Welcher Begriff der
Unsicherheit auch immer zugrundegelegt wird, eine Unsi-
cherheitskomponente wird doch stets aus den gleichen
Daten und zugehérigen Informationen ermittelt. (Siche
auch E.5)

23  Spezielle Begriffe des vorliegenden
Leitfadens

Im allgemeinen werden die speziellen Begriffe de
liegenden Leitfadens bei ihrem ersten Aufirete

Begriffe ist an folgenden Stellen zu Jirdgn:
3.3.3 und 4.2 ; zu 2.3.3 siche 3.3.3 und;34
Abschnitt 5 und die Gleichungen (1 ]
und 2.3.6 siehe Abschnitt 6.

2.3.1 Standardunsicherheit
Als Standardabweichung ausgé;
Ergebnisses einer Messug

%
2y
%

27y

7
der MeBunsicherheit)
MefBunsicherheit durch sta-
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233  Ermittlungsmethode B (der MeBunsicherheit)
Methode zur Berechnung der MeBunsicherheit mit ande-
ren Mitteln als der statistischen Analyse von Reihen von
Beobachtungen

2.3.4  kombinierte Standardunsicherheit

2
@

167
a4
343)!/

. . 7.
gewichtet danach, wie das Mgl
dieser Groflen variiert.

o Vepéiing der Werte umfaflt, die der
s ’
& W

Weise zugeordnet werden kénnten.

2% uzuordnen, sind explizite oder implizite Annahmen iiber
s “ e . . . .
die Wahrscheinlichkeitsverteilung erforderlich, die durch

das MeBergebnis und die kombinierte Standardunsicher-
heit charakterisiert wird. Das Vertrauensniveau, das

diesem Bereich zugeordnet werden kann, kann nur in dem
MaBe bekannt sein, wie solche Annahmen gerechtfertigt
sind.

3 Die erweiterte MeBunsicherheit wird in Abschnitt 5
der Empfehlung INC-1 (1980) Gesamtunsicherheit ge-
nannt.

2.3.6  Erweiterungsfaktor

Zahlenfaktor, mit dem die kombinierte Standardunsicher-
heit multipliziert wird, um eine erweiterte MeBunsicher-
heit zu erhalten

ANMERKUNG: Ein Erweiterungsfaktor k liegt typisch im
Bereich 2 bis 3.
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3 Grundbegriffe

Eine weiterfithrende Diskussion der Grundbegriffe befin-
det sich in Anhang D, der sich auf die Auffassungen des
"wahren" Wertes, der MeBabweichung und der Mefunsi-
cherheit konzentriert und graphische Darstellungen dieser
Begriffe enthilt, sowie in Anhang E, der die Motivation
und die statistische Basis fiir die Empfehlung INC-1
(1980) untersucht, auf der dieser Leitfaden beruht. An-
hang J ist ein Verzeichnis der wesentlichen mathemati-
schen Zeichen, die im vorliegenden Leitfaden verwendet
werden.

3.1  Messung

3.1.1 Ziel einer Messung (B.2.5) ist die Ermittlung dés
Wertes (B.2.2) der MeflgroBle (B.2.9), das heif3t
Wertes der speziellen Grofie (B.2.1., Anmerkung 1

ANMERKUNG: "Wahrer Wert" (siche
im vorliegenden Leitfaden aus den in

einer Grofie) und "wahrer Wert
einer Grofle) werden als gleichivert

Wertes der MeBgrofie ud somitzpur dann vollstindig,
wenn es von einer Anga & der MeBunsicherheit (B.2.18)

mit der Messung verbundenen praktischen Zwecke cin-
deutig ist. Im vorliegenden Leitfaden wird der Ausdruck
"Wert der MeBgrofie” in diesem Sinne verwendet,

BEISPIEL: Wenn die Linge eines nominell 1 m langen
Stahlstabes auf Mikrometer ermittelt werden soll, so muf3

7
3.14

ihre Spezifizierun
schliefien, unter dnge gemessen wird. Somit

T . N
“Béispiel als Linge des Stabes bei
7

25,00 °C und ¥ A/a weitere als notwendig er-
scheinende ¢hsparameter wie z.B. die Art der

Stahlstabes) festgelegt werden. Wenn die

auf Millimeter ermittelt werden soll,
ézifizierung keine Festlegung der Tempera-
ckes oder eines Wertes fiir einen weiteren

Zrdoch
2%
A //////é‘o,,

L CLSTH

In vielen Fillen wird das Ergebnis einer Messung
auf der Grundlage von Reihen von Beobachtungen ermit-
telt, dic unter Wiederholbedingungen (B.2.15, Anmer-
kung 1) ausgefiihrt wurden.

3.1.5 Es wird angenommen, daff Schwankungen bei
mehrmaligen Beobachtungen dadurch entstehen, da Ein-
fluigroBen, die das Mefergebnis beeinflussen konnen,
nicht vollig konstant gehalten werden.

3.1.6  Das mathematische Modell der Messungen, das
dic Menge der Werte bei mehrmaligen Beobachtungen in
das MeBergebnis umwandelt, ist von entscheidender Be-
deutung, da es zusiitzlich zu den Beobachtungen norma-
lerweise Einflufigrofien enthilt, die nur ungenau bekannt
sind, Dieser Kenntnismangel trdgt zur Unsicherheit des
MeBergebnisses ebenso bei wie die Schwankungen bei
den mehrmaligen Beobachtungen und Unsicherheiten, die
im mathematischen Modell selbst liegen.

3.1.7 Der vorliegende Leitfaden behandelt die MeB-
grofe als Skalar (eine cinzelne Grofie). Eine Erweiterung
auf cine Menge zusammengehoriger MeBgrofien, die
gleichzeitig wihrend derselben Messung ermittelt werden,
erfordert die Ersetzung der skalaren MefigroBe und ihrer
Varianz (C.2.11, C.2.20, C.3.2) durch eine vektorielle
MeBgroBe und Kovarianzmatrix (C.3.5). Eine solche Er-
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setzung wird im vorliegenden Leitfaden nur in den Bei-
spielen betrachtet (siche H.2, H.3 und H.4).

3.2 MeBabweichungen, Einfliisse und Kor-
rektionen

3.21 Eine Messung ist im allgemeinen mit Unvoll-
kommenheiten verbunden, die eine MeBabweichung
(B.2.19) im MeBergebnis hervorrufen. Eine MeBabwei-
chung hat nach traditioneller Auffassung zwei Kompo-
nenten: eine zufillige (B.2.21) Komponente und eine sy-
stematische (B.2.22) Komponente.

ANMERKUNG: MefBabweichung ist ein Idealbegriff;
MeBabweichungen kdnnen nicht genau bekannt sein.

3.2.2  Eine zufillige MeBabweichung kann durch nicht
vorhersagbare oder zufillige zeitliche und riumliche Ver-
dnderungen von EinfluBgroBen auftreten. Die Einfliisse
solcher Veriinderungen, im folgenden zuféillige Einfliisse
genannt, rufen Variationen bei mehrmaligen Beobachtun-
gen der Mefigrofie hervor. Obwohl es nicht moglich ist,
die zufillige MeBabweichung cines MeRergebnisses ganz
auszugleichen, 148t sie sich normalerweise durch Vergro-
Berung der Anzahl der Beobachtungen verringern; ihr
Erwartungswert (C.2.9, C.3.1) ist Null.

ANMERKUNGEN:

. - . . .2
1 Die empirische Standardabweichung eines aritlfsg
schen Mittels oder Durchschnitts einer Reihe yon

Benennungen
faltig unter-

§

403t sich dieser Einfluf quantifizie-

Korrektionsfaktor (B.2.24) angewen-
det werden, um den EinfluB auszugleichen. Es wird ange-
nommen, daff der Erwartungswert einer durch cinen sy-
stematischen Einflufl hervorgerufenen MeBabweichung
nach Anbringen der Korrektion Null ist.
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ANMERKUNG: Die Unsicherheit ciner auf ¢in Mefler-
gebnis angewandten Korrektion zur Berichtigung eines
systematischen Einflusscs ist nicht die durch den Einflufl
bedingte systematische Abweichung des MeBergebnisses,
oft auch Bias genannt, wenngleich sie manchmal so be-
nannt wird. Sie ist statt dessen ein Mg} fiir die Unsicher-
heit des FErgebnisses aufgr

324
Messung hinsichtlic}
matischen Einfliisggde

wendet und aus anderen Messungen gewonnen werden,
selbst unsicher. Diese Unsicherheiten werden zur Berech-
nung der Unsicherheitskomponente aus der Ermittlung des
Spannungsabfalls verwendet, die aus der Korrektion und
damit aus dem systematischen Einflu$§ aufgrund der end-
lichen Impedanz des SpannungsmeBgerites erwichst.

ANMERKUNGEN:

1 Mefgerite und MeBeinrichtungen werden hiufig mit
Hilfe von Normalen und Referenzmaterialien justiert oder
kalibriert, um die systematischen Einfliisse zu eliminie-
ren; jedoch miissen die mit diesen Normalen und Refe-
renzmaterialien verbundenen MeBunsicherheiten immer
mitberiicksichtigt werden.

2 Der Fall, in dem eine Korrektion eines bekannten si-
gnifikanten systematischen Einflusses nicht angebracht
wird, wird in der Anmerkung zu 6.3.1 und in F.2.4.5 dis-
kutiert.

3.3 Unsicherheit

3.3.1 Die Unsicherheit cines MeRergebnisses spiegelt
die unzureichende Kenntnis des Wertes der MeBgrofRe
wider (siehe 2.2). Das MeBergebnis ist nach angefiigter
Korrektion hinsichtlich der erkannten systematischen Ein-
fliisse immer noch nur ein Schdtzwert der MeBgroBe in-
folge der Unsicherheit, die sich aus zufilligen Einfliissen
und unvollkommener Berichtigung des Ergebnisses hin-
sichtlich systematischen Einfliissen ergibt.
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ANMERKUNG: Das MeBergebnis kann (nach Anbringen
der Korrektion), ohne daf} dies bekannt ist, dem Wert der
MeBgroie sehr nahekommen (und damit eine vernachlis-
sigbare MeBabweichung aufweisen), aber dennoch cine
groBe MeBunsicherheit haben. Daher sollte die Unsicher-
heit eines MeBergebnisses nicht mit der verbleibenden
unbekannten Meflabweichung verwechselt werden.

3.3.2  Inder Praxis gibt es viele mégliche Quellen fiir
die MeBunsicherheit, zum Beispiel:

a)  unvollstindige Definition der MeBgrofie;

b) unvollkommene Realisicrung der Definition
der Mefigrofle;

¢)  nichtreprisentative Probenahme: die gemes-
sene Probe stellt moglicherweise nicht die de-
finierie Mefgrofe dar;

d)  unzureichende Kenntnis der Einfliisse von
Umweltbedingungen auf die Messung oder
unvollkommene Messung der Umweltbedin-
gungen;

e}  personell bedingte systematische Abweichun-
gen beim Ablesen analoger MeBgeriite;

f)  endliche Auflosung oder Ansprechschwelle
des MeBgerits;

g) ungenaue Werte von Normalen und Refe-
renzmaterialien;

h)  ungenaue Werte von Konstanien und anderen
Parametern, die aus anderen Quellen bezogen
und beim Datenreduktionsalgorithmus vé¥
wendet werden;

i) in der Mefimethode und dem Mefiver
enthaltene Ndherungen und Annahmen

j)  Variationen bei mehrmaligen Beobaghfiing
der MeBgroBe unter scheinbar identi /w/ i%

dingungen.
Diese Quellen sind nicht unbedingt vo unab-
hingig; einige der Quellen a) bis i) kénn uclle j)

beitragen. Ein unerkannter systema fscher EinfluB kann

‘zufdllig" und “"systematisch".
orrektion hinsichtlich eines be-
{ en Einflusses kann man - genau wie
die Unsicherheit, die einen zufilligen Einfluf} kennzeich-
net - in manchen Fillen durch eine Berechnung vom Typ
A und in anderen Fillen durch eine Berechnung vom Typ

B erhalten.

ANMERKUNG: In manchen Publikationen werden Unsi-

cherheitskomponenten  als  "zufillig" und  als

60
C
///¢.,

777)

"systematisch" kategorisiert und jeweils Abweichungen
zugeordnet, die entweder durch zufillige oder durch be-
kannte systematische Einflisse entstehen. Eine solche
Kategorisierung von Unsicherheitskomponenten kann sich

bei allgemeiner Anwendung als mehrdeuig, erweisen. So

der Komponenten selbst wirgieine

e
vermieden. Gleichzeitig /W
zelne Komponenten, d }/;é éf Yitfe der beiden Methoden

;é// /}2,,/

3.3.4 Der Zwcg
Typ B besteht ji
Arten zur Erp

mit beiden ermittelten Unsicherheitskompo-
erden durch Varianzen oder Standardabweichun-

ungsmethode A erhaltene Unsicherheitskomponente cha-
rakterisiert, errechnet sich aus einer Reihe von mehrmali-
gen Beobachtungen und ist die bekannte statistisch ge-
schitzte Varianz s* (siche 4.2). Die geschitzie Stan-
dardabweichung (C.2.12, C.2.21, C.3.3) u, die positive
Quadratwurzel von u2, ist somit # = s und wird manchmal
kurz Standardunsicherheit vom Typ A genannt. Fiir eine
durch Ermittlungsmethode B erhaltene Unsicherheits-
komponente wird die geschitzte Varianz u? mit Hilfe ver-
fiigbarer Kenntnis (siche 4.3) gewonnen. Die geschitzie
Standardabweichung u wird manchmal Standardunsi-
cherheit vom Typ B genannt,

Somit erhdlt man eine Standardunsicherheit vom Typ A
aus einer Wahrscheinlichkeitsdichte (C.2.5), die von ¢i-
ner beobachteten Haufigkeitsverteilung (C.2.18) abgelei-
tet ist, wihrend man eine Standardunsicherheit vom Typ
B aus einer angenommenen Wahrscheinlichkeitsdichte
erhilt, die auf dem Uberzeugtheitsgrad beruht, daB ein Er-
eignis eintritt [hiufig subjektive Wahrscheinlichkeit
(C.2.1) genannt]. Beide Ansitze bedienen sich anerkann-
ter Interpretationen der Wahrscheinlichkeit.

ANMERKUNG: Eine Berechnung einer Unsicherheits-
komponente vom Typ B beruht gewohnlich auf einer Zu-
sammenfassung von relativ zuverldssigen Informationen
(siehe 4.3.1).
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3.3.6 Die Standardunsicherheit eines MeBergebnisses
heiBt kombinierte Standardunsicherheit und wird mit u,
bezeichnet, wenn das Ergebnis aus den Werten einer
Reihe von anderen Gréflen gewonnen wurde. Dabei han-
delt es sich um den Schitzwert der dem Ergebnis zuge-
ordneten Standardabweichung. Er ist gleich der positiven
Quadratwurzel der kombinierten Varianz aus allen der
Varianz- und Kovarianzkomponenten (C.3.4) unabhén-
gig von deren Ermittlung und wird nach dem im vorlie-
genden Leitfaden Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz (sie-
he Abschnitt 5) genannten Gesetz gewonnen.

3.3.7 Um den Bediirfnissen von Industrie und Handel
sowie den Anforderungen der Einsatzgebiete Gesundheit
und Sicherheit zu entsprechen, wird eine erweiterte Unsi-
cherheit U durch Multiplizieren der kombinierten Stan-
dardunsicherheit u. mit einem Erweiterungsfaktor k er-
rechnet. Zweck von U ist es, einen Bereich um das MeB-
ergebnis anzugeben, von dem erwartet werden kann, dafl
er einen grofien Anteil der Werteverteilung umfafit, die
der MeBgroBe vemiinftigerweise zugeordnet werden kann.
Die Wahl des Faktors &, der gewohnlich zwischen 2 und 3
liegt, beruht auf der fiir den Bereich geforderten Uber-
deckungswahrscheiniichkeit oder dem Grad des Vertrau-
ens (siche Abschnitt 6).

ANMERKUNG: Der Erweiterungsfaktor & ist stets anzu-

geben, so dafl die Standardunsicherheit der MeBgréBe z

/ 2
2 ?

Berechnung der kombinierten Standardunsicherheit and
rer MeBergebnisse, die von dieser GroBe abhingezko
nen, erneut ermittelt werden kann.

6

3.4  Praktische Uberlegungen

3.4.1 Wenn alle Gro8en, von dene%ei
abhingt, vaniert werden, 146t sich sei s
statistischen Mitteln berechnen. Da die
Praxis wegen begrenzter Zeit und

matisch modelliert werdémk

vanten Groflen im groftmoglichen
da} die Ermittlung der Unsi-

hen, und Priifnormale sowie Kontrollkarten zu verwen-
den, die anzeigen, ob cine Messung statistisch beherrscht
wird. Das mathematische Modell mufl stets iiberpriift
werden, wenn die beobachteten Daten oder die Ergebnisse

2.
2

Zz)
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von unabhingigen Messungen derselben MefigroBe erwei-
sen, dal das Modell unvollstindig ist. Ein gut angelegtes
Experiment kann die zuverldssige Berechnung der Unsi-
cherheit sehr erleichtern und ist eine wesentliche Voraus-
setzung fiir anspruchsvolles Messen.

3.4.3 Um zu entscheiden, ob eing MéBgin
tig funktioniert, wird die anhand der bgg

schen Standardabweichung ermitt )
gangswerte hdufig mit der vo (fg,,_g, .
//‘";"/

ten) Komponenten
pirisch beobachtetey
tragen kénnten.

ditlung der Unsicherheit eines MeBergebnisses
ogen zu werden. Obwohl die Unsicherheit ermittelt
de, kann sie unberticksichtigt bleiben, wenn ihr Bei-

g zur kombinierten Standardunsicherheit der Messung
gnerheblich ist. Wenn der Wert der Korrektion selbst un-
bedeutend fiir die kombinierte Standardunsicherheit ist,
darf er ebenfalls unberiicksichtigt bleiben.

3.4.5 In der Praxis, speziell im Bereich des gesetzli-
chen MeBlwesens, kommt es hiufig vor, daf} ein Gerit
durch den Vergleich mit einem Normal gepriift wird, und
daf die mit dem Normal und dem Vergleichsverfahren
verbundenen Unsicherheiten angesichts der geforderten
Priifgenauigkeit vernachléssigbar sind. Ein Beispiel ist die
Verwendung eines Satzes von wohlkalibrierten Mas-
senormalen zum Priifen der Genauigkeit einer Handels-
waage. In solchen Fillen, in denen die Unsicherheitskom-
ponenten klein genug sind, um vernachlissigt werden zu
diirfen, kann die Messung als Ermittlung der MeBabwei-
chung des gepriiften Gerits angeschen werden. (Siehe
auch F.2.4.2).

3.4.6 Der von einem MeBergebnis gelieferte Schitz-
wert einer MeBgroBe wird zuweilen als Vielfaches des
iibernommenen Wertes eines Normals statt in der entspre-
chenden Einheit des Internationalen Einheitensystems
(SI) angegeben. In solchen Fillen kann die GroBenord-
nung der dem Mefergebnis zuzuordnenden Unsicherheit
deutlich kleiner sein als bei der Angabe des Ergebnisses
in der entsprechenden SI-Einheit. (Tatsichlich ist die
MeBgroBe hier als Quotient des Wertes der zu messenden
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Grofle zum iibernommenen Wert des Normals neu defi-
niert worden.)

BEISPIEL: Ein hochwertiges Zener-Spannungsnormal
wird durch Vergleich mit einem Josephson-Effekt-Span-
nungsnormal kalibriert, das auf dem Wert der Josephson-
Konstante beruht, der vom CIPM fiir die internationale
Verwendung empfohlen wird. Die relative kombinierte
Standardunsicherheit  u (V)/Vy (siehe 5.1.6) der kali-
brierten elektrischen Spannung V des Zener-Normals be-
trigt 2% 108, wenn Vg als Vielfaches des vereinbarten
Wertes angegeben wird, u (V)/V betrigt jedoch 4 x 1077,
wenn Vg als Vielfaches der SI-Einheit fiir die elektrische
Spannung, das Volt (V), angegeben wird, was an der zu-
sdtzlichen Unsicherheit liegt, die mit dem SI-Wert der
Josephson-Konstante verbunden ist.

3.4.7  Falsches Registrieren oder Analysieren von Da-
ten kann eine betréchtliche unbekannte Abweichung des

MefBergebnisses zu Folge haben. Schwere Bearbeitungs-
fehler lassen sich gewdhnlich durch eine geeignete Uber-
priifung der Daten erkennen; leichte Fehler konnten durch
zufallige Variationen verdeckt sein oder als solche er-
scheinen. MaBe der Unsicherheit sind nicht dafiir gedacht,
solche Fehler zu beriicksichtigen.

0
ist weder eine Routineaufgab )
thematische Aufgabe, sondern 5
nisse iiber das Wesen der

angegebenen Ungsicherh of
Verstindnis, der kritisglier?;
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Weitere Anleitungen zur Ermittlung von Unsicherheits-
komponenten, die vor allem praktischen Charakter haben,
befinden sich in Anhang F.

4.1  Formulierung des Modells der
Messung

4.1.1 In den meisten Fillen wird eine MeBgroBe Y
nicht direkt gemessen, sondern aus N weiteren GréBen X,
X5, ..., Xy durch cine Funktionsbezichung f berechnet:

Y= (X, Xy o Xy) ey

ANMERKUNGEN:

'43,
fallsgroBe (siche 4.2.1) verwendet, die ein moglichesd

gebnis einer Beobachtung dieser GroBe u,’;)}/'-'-"'
Wenn angegeben wird, da X, cine bestimm
scheinlichkeitsverteilung hat, wird das Zeichgp, i

3 Der Schitzwert vén

wartungswertes) wird mit x;’bezeichnet.
BEISPIEL: WSpa.nnung V an die Anschliisse ei-

dngigen Widerstandsgerits angelegt

grofie) des Widerstandsgeriits bei der Temperatur £ und V,

Ry, cundt:
P=f(V.Ryot)= VZ/R0 [+ a@-1p)]

ANMERKUNG: Andere Methoden zur Messung von P
wiirden durch andere mathematische Ausdriicke model-
liert.

Seite 15
ENV 13005:1999

;/// experimentell ermittelt werden
tur als Algorithmus vorliegen, der nu-
wertet werden muB. Die Funktion f ist bei
erf im vorliegenden Leitfaden in diesem wei-
A enhang zu interpretieren, speziell als Funk-
e Grofle einschlieBlich Korrektionen und Kor-
faktoren enthilt, die eine signifikante Unsicher-
skomponente zum Mefergebnis beitragen kann.

vorgeschrieben wird, sind zusitzliche EingangsgréBen in
f einzubeziehen, um die Unzulidnglichkeit zu beseitigen
(siehe 3.4.2). Das kann die Einbeziehung einer Eingangs-
groBe erfordern, die die unzureichende Kenntnis einer
Erscheinung widerspiegelt, die die Mefigrée beeinfluft.
Im Beispiel 4.1.1 konnten weitere Eingangsgréfien beno-
tigt werden, um eine bekannte, nicht konstante Verteilung
der Temperatur im Widerstandsgerit, einen moglichen
nichtlinearen Temperaturkoeffizienten oder eine mégliche
Abhdngigkeit des Widerstands vom Luftdruck zu
beschreiben.

ANMERKUNG: Die Gleichung (1) kann dennoch eine so
elementare Form annehmen wie Y = X - X2. Dieser Aus-

druck modelliert zum Beispiel zwei Messungen derselben
Grofle X.

4.1.3  Die Menge von EingangsgroBen X, X, , ..., Xy
148t sich wie folgt charakterisieren:

— GroBen, deren Werte und Unsicherheiten direkt
wihrend der aktuellen Messung ermittelt werden.
Diese Werte und Unsicherheiten erhilt man zum
Beispiel aus einer einzelnen Beobachtung,
mehrmaligen Beobachtungen oder einer auf Er-
fahrung beruhenden Beurteilung. Sie kénnen die
Ermittlung von Korrektionen fiir Ausgaben des
MefBgerats und Korrektionen hinsichtlich des
Einflusses von Grofen wie der Umgebungstem-
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peratur, des Luftdrucks und der Luftfeuchte
cinschlieflen.

— GroBen, deren Werte und Unsicherheiten von ex-
ternen Quellen in die Messung cingebracht wer-
den, zum Beispiel GroBen, die mit kalibrierten
Normalen, zertifizierten Referenzmaterialien und
Referenzdaten aus Handbiichern verbunden sind.

4.1.4  Man erhilt einen Schitzwert der MeBgrofe 7Y,
bezeichnet mit y, aus der Gleichung (1) mit den Ein-
gangsschdtzwerten x, X5, ... , Xy fir die Werte der N
Grofen X;, X,, ..., Xy. Somit gilt fir den Ausgangs-
schdtzwert y, der das Meflergebnis darstellt:

Y= xg, 0 Xy) 2)

ANMERKUNG: In einigen Fillen gilt fiir den Schétzwert
y:

- 1 & 1
y:Y:—ZYkz—
n n

k=1

i M=

FX o X g o i)
k=1

Das heift, daB y als der arithmetische Mittelwert oder der
Durchschnitt (siehe 4.2.1) aus n unabhingigen Ermittlun-
gen Y, von Y angesehen wird, wobei jede Ermittlung die
gleiche Unsicherheit hat und auf einer vollstindigen
Menge von gleichzeitig erhaltenen Beobachtungswerten
der N EingangsgroBen X; beruht. Diese Art der Mittéh
wertbildung anstelle von y = f( X1, X2, . XN ), wobel

bei f um eine lineare Funktion von X; &gy
und H.4).

4.1.5 Die geschitzte Standardabweic
Ausgangsschiitzwert oder MeBerge

s y zugeordnet ist,
i, und wird mit

razwert x; und die ihm zuge-
u(x;) erhdlt man aus einer

vom Typ A der Standardunsicherheit griinden sich auf
Haufligkeitsverteilungen, wiahrend Berechnungen vom
Typ B auf A-priori-Verteilungen basieren. Es ist dabei zu
beachten, dafl die Verteilungen in beiden Fillen Modelle

2

sind, die zur Darstellung unseres Wissensstandes benutzt
werden.

4.2  Ermittlungsmethode A der Standard-
unsicherheit

4,2.1 In den meisten Fallen ist deg best
. . ’//,, < .
Schitzwert eines Erwartungswertes u, e Grofie g, die

SO
oy

V. )
Do Ve N
{@é B.2.15), der
1 ':?3,‘47 % i a
urchschmtt q

=
N

(C.2.19) dieser n Beobachtu /;,:'
4

7

3

groBe X, die aus n unab-
geschitzt wurde, der durch

der EinfluBgroBen oder zufilligen Einfliissen (siehe

3.2.2). Fiir die empirische Vananz dieser Beobachtungen,
die die Varianz ¢ der Wahrscheinlichkeitsverteilung von
q schitzt, gilt:

1

S - 9)* “)

n-1k=1

Sz(qk) =

Dieser Schiitzwert der Varianz und seine positive Qua-
dratwurzel s(qy ), die empirische Standardabweichung
(B.2.17) genannt wird, kennzeichnet die Streuung der Be-
obachtungswerte gz um ihren Mittelwert Z

4.2.3  Fiir den besten Schitzwert von ¢?(q ) = ¢?/n, der
Varianz des Mittelwerts, gilt:

Sz(‘lk)

n

s(q) = (5)
Die empirische Varianz des Mittelwerts 52(g) und die

empirische Standardabweichung des Mittelwerts s(q)
(B.2.17, Anmerkung 2), die gleich der positiven Qua-
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dratwurzel von s2(q) ist, sind quantitative Angaben dar-
iiber, wie gut :1- den Erwartungswert Mg von g schiitzt,
wobei jede von beiden als Maf fiir die Unsicherheit von
Everwendet werden kann.

Fiir eine EingangsgroBe X, die sich aus n Werten X; , aus
unabhingigen mehrmaligen Beobachtungen ergibt, be-
trégt die Standardunsicherheit u(x;) zu ihrem Schitzwert
x;= X ; somit u(x) = s(X ), wobei s2(X ) nach Gleichung
(5) errechnet wird. Der Bequemlichkeit halber werden
uz(xi) = 82(5(-;) und u(x; ) = s(f(_i) manchmal auch Vari-
anz vom Typ A beziehungsweise Standardunsicherheit
vom Typ A genannt,

ANMERKUNGEN:

1 Die Anzahl n der Beobachtungen muB groR genug
sein, um zu gewihrleisten, daf q_einen Zuverldssigen
Schitzwert des Erwartungswerts &, der Zufallsgrofie g
und daB s2(gq)einen zuverléssigen Schitzwert der Varianz
07'(;) = o*n liefert (siche 4.3.2, Anmerkung). Die
Differenz zwischen s2(g) und 0©%(g) ist beim
Konstruieren von Vertrauensbereichen zu beriicksichtigen
(sieche 6.2.2). Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von g eine Normalverteilung ist (siche 4.3.4), wird die
Differenz in diesem Fall durch die ¢-Verteilung be-
riicksichtigt (siehe G.3.2).

tistischer Kontrolle kann ein zusammgpge(a}ig
wert der Varianz 5% (oder eine zusa

sche Standardabweichung sp) zur C
Messung bereits verfiigbar sein. Wet
MefgréBe ¢ aus n unabhingigen

4.2.4  Fiir cine wohlcharakterisierte Mess /{//;{4
&
%
1

v
4

chitzwert x; einer Eingangs-
gewonnen, die den empirischen

angepaBten Parameter und jeglicher voraus-
gesagter Punkte lassen sich gewohnlich durch bekannte
statistische Verfahren berechnen (siche H.3 und Literatur-
angabe [8])
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4.2.6  Die Anzahl v; der Freiheitsgrade (C.2.31) von
u(x;) (siche G.3), die in dem einfachen Fall, wenn x; =
X jund u(x) = S(Y ) gleich n — 1 ist, errechnet sich wie in
4.2.1 und 4.2.3 aus » unabhingigen Beobachtungen und
muf} stets angegeben werden, wenn Unsicherheitskompo-

nenten nach Methode A ermittelt werd%
%
4.2.7 Wenn die zufilligen Streyiupe Beobach-

tungen einer Eingangsgrofie (zu
reliert sind, sind der Mittelwe
dardabweichung des MitteByetf
Schatzer (C.2.25) fir di

yonschte  Kenngrofie
die Beobachtungen

fiir die Behandlung
variierenden Messu

i€ von korrelierten, zufillig
t sind.

/' essungen von Frequenznormalen
gdoch beim Ubergang von kurzzeitli-

Die Diskussion der Ermittlungsmethode A in
Unterabschnitten 4.2.1 bis 4.2.7 ist nicht erschépfend;
es gibt viele Situationen, darunter einige recht komplexe,
die sich mit statistischen Methoden behandeln lassen. Als
wichtiges Beispiel seien Kalibrierverfahren zur Ermitt-
lung von Unsicherheiten sowohl aus kurz- als auch lang-
zeitlichen zufilligen Streuungen der Ergebnisse des Ver-
gleichs materieller Artefakte mit unbekannten Werten,
wie zum Beispiel Mafiverkérperungen und Massenormale,
mit Referenznormalen mit bekannten Werten genannt, die
oft auf der Methode der kleinsten Quadrate beruhen. In
solchen vergleichsweise einfachen Mefsituationen lassen
sich Unsicherheitskomponenten hiufig durch eine soge-
nannte Varianzanalyse (siche H.S) ermitteln, das heifit
durch eine statistische Analyse der Daten mit Verfahren,
die aus geschachtelten Folgen von Messungen der MeB-
grofe fiir eine Anzahl von verschiedenen Werten der
Grofien bestehen, von denen die Megrifle abhingt.

ANMERKUNG: Auf niedrigeren Stufen der Kalibrier-
kette, auf denen Referenznormale hiufig als genau be-
kannt angenommen werden, weil sie von cinem metrolo-
gischen Staatsinstitut oder einem Prim#mormal-Labora-
torium kalibriert wurden, kann die Unsicherheit eines Ka-
librierergebnisses eine einzelne Standardunsicherheit vom
Typ A sein, die aus der die Messung charakterisierenden
zusammengefafiten  empirischen  Standardabweichung
crmittelt wurde.
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4.3  Ermittlungsmethode B der Standard-
unsicherheit

4.3.1  Fiir einen Schétzwert x; einer Eingangsgrofie X,
der nicht aus mechrmaligen Beobachtungen gewonnen
wurde, wird die zugehorige geschitzte Varianz uz(xi) oder
die Standardunsicherheit u(x;) durch eine wissenschaftli-
che Beurteilung ermittelt, die sich auf alle verfiigbaren In-
formationen iiber die mogliche Streuung von X; griindet.

Zu den zusammengefaBten Informationen koénnen

gehdren:

- Daten aus fritheren Messungen;

- Erfahrungen oder allgemeine Kenntnisse iiber Ver-
halten und Eigenschaften der relevanten Materiali-
en und Mefigeriite;

- Angaben des Herstellers;

- Daten von Kalibrierscheinen und anderen Zertifika-
ten;

— Unsicherheiten, die Referenzdaten aus Handbii-
chern zugeordnet sind.

Der Bequemlichkeit halber werden uz(xi) und  u(x)
manchmal auch Varianz vom Typ B bezichungsweise
Standardunsicherheit vom Typ B genannt.

ANMERKUNG: Wird x; aus einer A-priori-Verteilung
gewonnen, so lautet die korrekte Schreibweise fiir die zu-
gehorige Varianz uz(Xi), jedoch werden im gesamten
Leitfaden zur einfacheren Darstellung die Schreibweisey
u? (x;) und u(x)) verwendet.

daB ecine Berechnung der Standardungig
Methode B ebenso zuverlissig sein k&
Berechnung nach Methode A, inshesondere
Me@Bsituation, in der sich eine Berec e,,f/ vom Typ A auf
eine verhiltnismifig geringe éa ot

héngigen Beobachtungen stijjzt. ¢

tungen 10 %% iigt. (Weitere Werte siehe Tabelle E.1 in
Anhang E.) 7

4.3.3  Wird der Schitzwert x; aus den Angaben eines
Herstellers, einem Kalibrierzertifikat, einem Handbuch
oder eciner anderen Quelle bezogen und ist dort die
Unsicherheit als bestimmtes Mehrfaches einer Stan-

dardabweichung angegeben, so errechnet sich die Stan-
dardunsicherheit u(x;) einfach, indem der angegebene
Wert durch den Multiplikationsfaktor geteilt wird; die
geschitzte Varianz uz(xi) ist das Quadrat dieses
Quotienten.

Wertes 240 ‘ ng auf ?c
Standardabweichung betrigt.} D}
des Massenormals

(240 pg)/3 = 80 pg.

5.1.6). Die geschitzte
=64x 109 g2

yDie angegebene Unsicherheit von x; liegt nicht
ingt wie in Abschnitt 4.3.3 als Mechrfaches einer
tandardabweichung vor. Mitunter ist die Unsicherheit in
Bprm cines Bereichs mit einem Vertrauensniveau von 90,
95 oder 99 Prozent (siche 6.2.2) angegeben. Wenn nicht
anders angezeigt, darf man annchmen, daB zur
Berechnung der angegebenen  Unsicherheit eine
Normalverteilung (C.2.14) herangezogen wurde, so dafl
sich die Standardunsicherheit mittels Teilung der angege-
benen Unsicherheit durch den entsprechenden Faktor fiir
die Normalverteilung ermitteln 146t. Die Faktoren, die
den oben angegebenen Vertrauensniveaus entsprechen,
betragen 1,64; 1,96 und 2,58 (siche auch Tabelle G.1 in
Anhang G).

ANMERKUNG: Es bestinde keine Notwendigkeit fiir ei-
ne solche Annahme, wenn die Unsicherheit entsprechend
den Empfehlungen des vorliegenden Leitfadens angege-
ben wire, da hier hervorgehoben wird, daf8 der herange-

zogene Erweiterungsfaktor stets mitzuteilen ist (siehe
7.2.3).

BEISPIEL: In einem Kalibrierzertifikat sei angegeben,
daB der Widerstandswert Ry eines Widerstandsnormals
mit einem Nennwert von 10 Ohm bei einer Temperatur
von 23 °C 10,000742 Q + 129 uQbetrdgt und dal} "die
angegebene Unsicherheit von 129 uS) einen Bereich defi-
niert, der ein Vertrauensniveau von 99 Prozent hat". Fiir
die Standardunsicherheit des Widerstands kann ange-
nommen werden: u(Rg) = (129 pQ) / 2,58 = 50 uQ. Dies
entspricht einer relativen Standardunsicherheit u(Rg)/Rg
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von 5,0 X 10° (siehe 5.1.6). Die geschitzte Varianz be-
rigt W (Rg) = (50 pQ ) = 2,5 x 109 Q2.

4.3.5 Es sei der Fall betrachtet, in dem man, gestiitzt
auf verfiigbare Informationen, feststellen kann: “Es be-
steht eine 50%ige Chance, daB der Wert der Eingangs-
grifle X; im Bereich a_ bis a, liegt" (mit anderen Worten:
Die Wahrscheinlichkeit, daB X; in diesem Bereich liegt,
betrdgt 0,5 oder 50%). Wenn angenommen werden kann,
da8 die Verteilung der moglichen Werte von X; anni-
hernd eine Normalverteilung ist, 148t sich der Mittelpunket
des Bereichs als bester Schitzwert x; von X; annchmen.
Wenn die halbe Weite des Bereichs ferner mit
a = (a, — a)/2 bezeichnet wird, so 148t sich annehmen,
daB u(x;) = 1,48a, da der Bereich 4 = o / 1,48 fiir eine
Normalverteilung mit dem Erwartungswert 4 und der
Standardabweichung o anndhernd 50 Prozent der Vertei-
lung einschiieft.

BEISPIEL: Ein Maschinenarbeiter schitzt bei der Ermitt-
lung der Abmessungen eines Werkstiicks, daB dessen
Linge mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 im Bereich
zwischen 10,07 mm und 10,15 mm liegt. Br gibt
I = (10,11 + 0,04)mm an und meint damit, daB
+ 0,04 mm einen Bereich mit einem Vertrauensniveau von
50 Prozent beschreibt. Dann gilt ¢ = 0,04 mm. Nimmt
man nun an, dal die moglichen Werte von / normalver-
teilt sind, so gilt fiir die Standardunsicherheit der Lingg
u(ly = 1,48 x 0,04 mm = 0,06 mm und fiir die ge
Varianz (1) = (1,48 X 0,04 mm)? = 3,5 x 10> mm?.

4.3.6 Es sei ein dhnlicher Fall wie in 4.3.5 bétta
bei dem man jedoch, auf verfiigbare Informgay
stiitzt, feststellen kann: "Es besteht etwa ei

%Y, 4
K]
\"‘5"'}

<7
X; in diesem Bereich liegt, betrdgt fw
sich dann verniinftigerweise u(x;) =< )¢

Bereich ¢ = o fiir eine Norma}yerteil

i'f:
&
,/J

sichtlich zukom

2
4
;

wenn ulx.) *<gf 2=1,033a.

und untere Grenzen) fiir X; zu bestim-
Y, indem man feststellt: "Die Wahrschein-
lichkeit, dal der Wert von X; im Bereich von a_ bis a,
liegt, ist fiir alle praktischen Zwecke gleich 1, und die
Wahrscheinlichkeit, dal X; auBerhalb dieses Bereichs
liegt, liegt im wesentlichen bei Null." Wenn es keine spe-

ziellen Kenntnisse liber die moglichen Werte von X; in-
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nerhalb des Bereichs gibt, 148t sich nur annchmen, daf} im
gesamten Bereich etwa die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir
die Lage von X; besteht (eine Gleich- oder Rechteckver-
teilung moglicher Werte; siche 4.4.5 und Bild 2a), Dann
liegt x;, der Erwartungswert von X,, in der Mitte des Be-

reichs: x;= (a_+ a,)/2. Fiir die zugeho%anz gilt:
&

©®

Wenn die Differenz zwiscen /” Scheanken, a, — a_, mit
famt Gleichung (6) folgende

Form an:

M

ANMERKUNG3 cine so ermittelte Unsicherheits-

s oo . o .
komponent t zur Unsicherheit ecines MeBer-
gebniss ‘-/’%/ / sh es ratsam, flir die weitere Berech-
nung z ﬂ,//}/// ‘Daren heranzuzichen

gskoeffizientcn 0,0(Cu) von reinem Kupfer bei
7mit 16,52 x106°C! angegeben und einfach
gestellt, daBl "der Betrag der MeBabweichung zu
diesem Wert 0,40 x 1076 °C! nicht iiberschreitet”. Auf der
Grundlage dieser begrenzten Information ist es nicht
unverniinftig  anzunehmen, daB der Wert von
0yo(Cu) mit konstanter Wahrscheinlichkeit im Bereich
von 16,12 x 10% °C-! bis 16,92 x 10¢ °C! liegt und daB
die Lage von @,)(Cu) auBerhalb dieses Bereichs sehr
unwahrscheinlich ist. Die Varianz dieser symmetrischen
Rechteckverteilung mdglicher Werte von a,y(Cu) der
halben Weite a = 0,40 x 106 °C! betrigt dann nach
Gleichung (7) : uz(azo) = (040 x 106 °C'1)2/3
= 533 x 1019°C2 und die Standardunsicherheit ist
u(0y0) = (0,40 x 106 °C1) /4f3 = 0,23 x 10°6 °C"L,

2 Ein Hersteller gibt fiir ein digitales Spannungsmefge-
rit an, daB "zwischen einem und zwei Jahren nach der
Kalibrierung des Gerits dessen Genauigkeit im 1-V-Be-
reich 14 x 10°8 mal Anzeigewert plus 2 x 10°6 mal MeBbe-
reich betrigt". Es sei angenommen, daB das Gerit 20 Mo-
nate nach der Kalibrierung zur Messung einer Spannung V
in seinem 1-V-Bereich benutzt wird. Der arithmetische
Mittelwert der mehrmaligen Beobachtungen von V sei
V =0,928 571 V bei einer Standardunsicherheit vom Typ

A von (V') = 12 uV. Die Standardunsicherheit 148t sich
nach Methode B aus den Angaben des Herstellers ermit-
teln, indem man annimmt, dafl die angegebene Genauig-
keit symmetrische Schranken fiir eine additive Korrektion
AV von V setzt, deren Erwartungswert gleich Null und
deren Wahrscheinlichkeit fiir ihren Wert innerhalb der
Schranken konstant ist. Fiir die halbe Weite a der symme-
trischen Rechteckverteilung moglicher Werte von AV gilt
dann: a = (14 x 10°6) x (0,928 571 V) + (2 x 108) x (1 V)
= 15 V. Nach Gleichung (7) errechnet sich w?(AV)
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= 75uV2 und w(AV ) = 8,7 uV. Fiir den Schitzwert der
MeBgroBe V, der der Einfachheit halber mit demselben
Symbol bezeichnet wird, gill V=V +AV =0,928 571 V.
Man erhilt die kombinierte Standardunsicherheit dieses
Schitzwerts durch Kombination der Standardunsicherheit
12uV von V vom Typ A mit der Standardunsicherheit

8,7 uV von AV vom Typ B. Die allgemeine Methode zur
Kombination von  Standardunsicherheitskomponenten
wird in Abschnitt 5 angegeben, wobei dieses Beispiel in
Unterabschnitt 5.1.5 behandelt wird.

43.8 Im Unterabschnitt 4.3.7 konnen die obere und
untere Schranke a, und a_ fiir die Eingangsgrofie X; in
bezug auf den besten Schitzwert x; auch unsymmetrisch
liegen. Genauer gesagi, wenna_ =x;~b unda,=x; + b,,
dann b_# b,. Da x; (als bester Schétzwert von X; ) in die-
sem Fall nicht in der Mitte des Bereichs von a_ bis a,
liegt, kann X, nicht gleichverteilt iiber den Bereich sein.
Dennoch kann es sein, daB nicht genug Informationen zur
Auswahl einer Verteilung zur Verfiigung stehen; ver-
schiedene Modelle fithren zu unterschiedlichen Angaben
fir die Varianz. Wenn solche Informationen nicht zur
Verfiigung stehen, gilt als einfachste Niherung

2 _ 32
2(x) = (bs + b-)" _ (ar = a) ®),
12 12

Handbuch angegebenen Koeffizienten ay(Cu) Wi
106°CL; und es sei angegeben, daB "der kleins
che Wert 16,40 x 10°¢ °C"! und der groBtézmdgh
16,92 x 1076 °C"! betrigt". Dann gilt b_=

b, = 0,40 x 10¢°C"! und nach Gleichung, (8) #la,y) =
0,15 x 10-6 °C-1. :
ANMERKUNGEN: 4 @

1 In vielen MeBsituatio s, bet denen die
ich als angebracht

erweisen, zum Schitzwert x; &g, Korrektion in der Gré-
1 I/////

W2 hinzuiigen, so daB der neue

G

475

2 Auf der Gugypdlage des Prinzips der maximalen
Entropie kann fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Fall
von Asymmetrie gelten: p(X;) = A exp[~A(X; — x,)], wobei
A =[bexp(Ab) + b exp(-Ab,) I und A = {exp[A(b. + bl

-1} / {bexplUb. + b)] + b,} . Dies fithrt zu einer

Varianz von u?(x) = b,b ~ (b, = b)) [ ; fir b, > b, A>0
und fiir b, <b, A <0.

4.3.9 Da es in 4.3.7 keine speziellen Kenntnisse {iber
dic moglichen Werte von X; innerhalb der geschiitzten
Schranken a_bis a, gab, lieB sich lediglich agpehmen, daB
es fiir X; gleich wahrscheinlich ist, eine@ Big
innerhalb dieser Schranken anzunehmep Zap

Wahrscheinlichkeit, daf} X; auBerhalbr hranken
liegt, Null betrdgt. Solche stufenfo" ”,{ tetigkeiten
einer Funktion sind in einer Waht iplichkeitsvertei-

Schranken weniger wahrschg]
der Nihe des Mittelpunkt: 57

metrische Rechteckvertef]
e echteck ‘,,;,// uy
%

&

¢
o,

B — 1 nihert se Trapezverteilung der Rechteck-
verteilung n, wihrend sie fiir 8 = 0 eine Drei-
eckvertei iche 4.4.6 und Bild 2b). Nimmt man

oo
5'. ra
%

czverteilung fiir X; an, so gilt ein Erwar-
a_+ a,)/2 von X;; fiir die ihm zugeordnete

w(x;)=a¥(1+ pH/6 (%a)
wis fiir eine Dreieckverteilung mit 8 = 0 tibergeht in:
W(x;) = a*l6 (9b)

ANMERKUNGEN:

1 Fiir eine Normalverteilung mit dem Erwartungswert y
und der Standardabweichung ¢ umfaBt der Bereich
M * 30 annihernd 99,73 Prozent der Verteilung. Wenn
also die obere und untere Schranke a_und a_ 99,73%ige
statt 100%ige Grenzen definieren und X, als annihernd
normalverteilt angenommen werden kann, gilt - im
Unterschied zu 4.3.7, wo keine speziellen Kenntnisse iiber
X, zwischen den Schranken vorlagen - uz(x‘- ) = a?/9. Fiir
die symmetrische Rechteckverteilung mit der halben
Weite a gilt a/3 [Gleichung 7], fiir die Dreieckverteilung
mit der halben Weite a gilt im Vergleich dazu a%/6
[Gleichung 9b]. Die Werte der Varianzen bei den drei
Verteilungen sind angesichts der groB8en Unterschiede
hinsichtlich der jeweils zu ihrer Rechtfertigung benétigten
Informationen iiberraschend dhnlich.

2 Die Trapezverteilung ist gleichwertig mit der Faltung
zweier Rechteckverteilungen {10], wovon eine die halbe
Weite a; hat, dic gleich der mittleren halben Weite des
Trapezes ist, das heiBt a; = a(1 + B)/2, wihrend die
andere die halbe Weite a, hat, die gleich der mittleren



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

halben Weite der dreieckigen Teile des Trapezes ist, das
heifta, =a(l - g )/2 Die Varianz der Verteilung betrdgt
dann u? = a? /3 + a} /3. Dic gefaltete Verteilung
kann als Rechteckverteilung interpretiert werden, deren
Weite 2a, selbst eine Unsicherheit aufweist, die durch die
Rechteckverteilung der Weite 2a, dargestellt wird und
modellhaft die Tatsache abbildet, da die Schranken einer
EingangsgroBe nicht genau bekannt sind. Doch selbst
wenn a, 30 % von a, betrdgt, ibersteigt u den Wert
aq /3 um weniger als 5 %.

4.3.10 Es ist wichtig, daB Unsicherheitskomponenten
nicht "doppelt gezidhlt" werden. Wenn eine Unsicher-
heitskomponente, die die Folge eines bestimmten Einflus-
ses ist, nach Methode B berechnet wird, ist sie nur so weit
als selbstindige Unsicherheitskomponente in die Berech-
nung der kombinierten Standardunsicherheit zu einem
Mefergebnis einzubeziehen, wie der Einflu8 nicht zur
beobachteten Streuung der Beobachtungen beitréigt. Die
Unsicherheit, die sich aus dem zur beobachteten Streuung
beitragenden Teil des Einflusses ergibt, ist bereits in der
Unsicherheitskomponente enthalten, die aus der stati-
stischen Analyse der Beobachtungen gewonnen wurde.

4.3.11 Die Diskussion der Ermittlungsmethode B der
Standardunsicherheit in den Unterabschnitten 4.3.3 bis

sollten sich Berechnungen der Unsicherheit, wie in def
Unterabschnitten 3.4.1 bis 3.4.2 angedeutet, auf sepyi
quantitative Daten wie méglich stiitzen.

4.4  Graphische Darstellung der Ber
nung der Standardunsicherheit

4.4.1 Bild 1 stellt die Schitzung dg
gangsgrofe X, und die Berechnung
diesem Schitzwert aus der unbeka 2

ANMERKUNG: Die Definition der Wahrscheinlichkeits-
dichte p(z) erfordert, daB die Beziechung f p(z)dz = 1 er-
fiille ist.
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4.4.3  Bild 1b zeigt ein Histogramm von n = 20 mehr-
maligen Beobachtungen ¢, der Temperatur ¢, von denen
angenommen wird, daf sie zufillig aus der Verteilung in
Bild 1a entnommen wurden. Die 20 Beobachtungen oder
Stichprobeneinheiten, deren Werte in Tabelle 1 aufge-
fiihrt sind, sind fiir das Histogramg in Intervalle der

forderlich.)

)
. . 705 ) .
Der mit Gleichung (3 //-/”"'4,;' i arithmetische
Mittelwert oder Durchschnj 2! _ 20 Beobachtungen

e X
4%C und wird als bester

betrigt 1 = 100,145 °C
Schitzwert des Erw
Grundlage der verﬁi ;;// ;

Gleichung (4) begechngie//empirische Standardabwei-
chung s(t,) gilt sfz; 89 °C = 1,49 °C, fiir die mit
Gleichung (5)//beré}

chung des

0

e 3 . . .
/"/2 ), die die Standardunsicherheit

(7 ) des Mitelvierts £41, gilt u(i ) = s(7 ) = s(t) / 420

%C. (Fiir weitere Berechnungen ist es
B alle Ziffern erhalten bleiben.)

des weitverbreiteten Einsatzes von
hauflésenden digitalen elektronischen Thermometern
picht unglaubhaft sind, dienen sie hier nur zur Illustration
und sollten nicht unbedingt als Beschreibung einer wirkli-
chen Messung angesehen werden.

4.44  Bild 2 stellt die Schitzung des Wertes einer Ein-
gangsgroBe X, und die Berechnung der Unsicherheit zu
diesem Schitzwert aus einer A-priori-Verteilung der
moglichen Werte von X; bzw. die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von X, dar, die auf den gesamten verfiigbaren In-
formationen beruht. Fiir beide gezeigten Fille wird als
EingangsgroBe wieder eine Temperatur ¢ angenommen.

4.4.5 Fiir den in Bild 2a dargestellten Fall wird ange-
nommen, da nur wenige Informationen iiber die Ein-
gangsgrofle ¢ verfiigbar sind. Alles, was man dann tun
kann, ist, ¢ durch eine symmetrische, rechteckige A-prio-
ri-Wahrscheinlichkeitsverteilung zu beschreiben, die eine
untere Schranke a. = 96 °C, eine obere Schranke
a,= 104 °C und somit eine halbe Weite a = (a, — a)/2
= 4 °C aufweist (siche 4.3.7). Fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichte von ¢ gilt dann

p()=1/2a, a <t< a,
p() =0 in allen iibrigen Fillen

Wie in 4.3.7 angedeutet, ist der beste Schitzwert von ¢ ihr

Erwartungswert 4, = (a, + a.)/2 = 100 °C. Dies folgt aus
C.3.1. Fiir die Standardunsicherheit dieses Schitzwerts
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p(D)/°C™! |

Anzah! der Beobachtungen

l
03

0,2 -
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gilt dann_u(y,) = a/+/3 = 2,3 °C, was aus C.3.2 folgt
[siche Gleichung (7)].

44.6 Fir den in Bild 2b dargestellten Fall wird ange-
nommen, daf} die verfiigbaren Informationen iiber + weni-
ger eingeschrinkt sind und daf ¢ durch eine symmetri-
sche, dreieckige A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschricben wird, die die gleiche untere Schranke
a_ = 96 °C, die gleiche obere Schranke a, = 104 °C und
somit die gleiche halbe Weite a = (a, — a))/2 = 4 °C wie
in 4.4.5 aufweist (siche 4.3.9). Fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichte von ¢ gilt dann

p()=(—-a)ld?, ast< (a,+ a)2
p(t) = (a, - v)la?, @,+a)2<t<a,

p() =0 in allen iibrigen Fillen
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Wie in 4.3.9 angedeutet, gilt 4, = (a, + a)/2 = 100 °C fiir
den Schitzwert von ¢, was aus C.3.1 hervorgeht.

Fiir die Standardunsicherheit zu diesem Schitzwert gilt
() = a/J6 = 1,6°C, was aus C.3.2 folgt [siche Glei-
chung (9b)).

teilung zu 99% umfa
u(t ) = 0,33 °C, di

Intervall 1, <1 <y,
4,/°C 1,/°C
94,5 95,5
95,5 96,5
96,5 97,5
97,5 98,5
98,5 99,5
99,5 100,5
100,5 101,5
101,5 102,5
102,5
103,5
104,5
@
%
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P(t)/"C"‘

\ « a »ia a >

0,125 |- -

0,100
0,075
1/2a
0,050

0,025

o,ooo—/Ll'k !
o fos 4

p(t)/°C™ |

0,250

0,200

0,150

0,100

0,050

1 -
105 1°C
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5.1  Unkorrelierte Eingangsgrofien

In diesem Unterabschnitt werden EingangsgroBen be-
trachtet, die unabhangig voneinander sind (C.3.7). Der
Fall, in dem zwei oder mehrere Eingangsgrifien in Bezie-
hung zueinander stehen, das heifit voneinander abhingig
oder korreliert sind (C.2.8), wird in Unterabschnitt 5.2
behandelt.

5.1.1  Wenn y ein Schitzwert der MefigroBe ¥ und da-
mit das Meflergebnis ist, erhdlt man die Standardunsicher-
heit von y durch entsprechendes Kombinieren der Stan-
dardunsicherheiten zu den Eingangsschétzwerten x,, x
..., Xy (siehe 4.1). Diese kombinierte Standardunsichey
zum Schitzwert y wird mit 1 (y) bezeichnet.

den die Formelzeichen u (y) und 42(y) in alle

wendet.

5.1.2 Die kombinierte Standardun
dic positive Quadratwurzel aus der k
uZ (), fiir die gilt:

tigit u (y) ist
2

(10)

o DiI€%0 ierte Standardunsicherheit u.(y)
. 20 <
ist eine geschitag Star

die Streyingz

Gleichung (10) und ihre Entsprechung fiir korrelierte Ein-
gangsgrofen, Gleichung (13), beruhen beide auf einer Ni-
herung erster Ordnung einer Taylor-Reihe von Y = f(X;,
X5, ..., Xy) und driicken aus, was im vorliegenden Leitfa-
den Unsicherheitsfortpflanzungsgeseiz  genannt wird
(siche E.3.1 und E.3.2).
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2 2
1 0°f + of o°f ug(xi)uz(xj)
ox; Bxiasz

in Beispiel fiir eine Situation, in der der Beitrag von Glie-
dern hoherer Ordnung zu u% (y) beriicksichtigt werden muB,

siehe in H.1.

5.1.3 Die partiellen Ableitungen 8f/8xi sind gleich

df/0X; berechnet bei X; = x; (siche Anmerkung 1 unten).
Diese Ableitungen, die hiufig Empfindlichkeitskoeffi-
zienten genannt werden, beschreiben, wie der Ausgangs-
schitzwert y bei Verdnderung der Werte fiir die Eingangs-
schitzwerte xq, x,, ..., xy variiert. Die Veréinderung von y
auf Grund einer geringen Verdnderung Ax; des Eingangs-
schitzwertes x; wird speziell durch Ay; = (Bf/axi)(Axi)
gegeben. Wird diese Verdnderung durch die Standard-
unsicherheit zum Schitzwert x; erzeugt, so lautet fiir y
die entsprechende Variation (af/axi)u(xi). Die kombi-
nierte Varianz u%( y) kann daher als Summe von Gliedern
angesehen werden, die jeweils die geschitzte Varianz
zum  Ausgangsschdtzwert y darstellt, der von der
geschétzten Varianz des jeweils zugehorigen Eingangs-
schitzwertes x; erzeugt wird. Das fiihrt zu folgender
Schreibung von Gleichung (10):

N N
20 =3 [eute)] = Tud(y) (11a)

i=1 i=1

wobei

¢; Eaf/axl., ui(y)Elciiu(xi) (11b)
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ANMERKUNGEN:

1 Strenggenommen werden die particllen Ableitungen

af/ ox; =9 fl 0X; an Erwartungswerten von X; bestimmt. In

der Praxis werden dic particllen Ableitungen jedoch wic
folgt geschitzt:

y_d

X, .
a i aXL xl’x2 ,...,xN

2 Die kombinierte Standardunsicherheit u (y) 1iBt sich
numerisch berechnen, indem cu(x;) in Gleichung (11a) wie
folgt ersetzt wird:

Z, = % [FGeys vy 2+ u(x), ooy Xp)
= F O v X (), s X))

Das heifit, daB i,(y) numerisch bestimmt wird, indem man
die Verdnderung von y aufgrund einer Verdnderung +u(x,)
und —u(x;) von x; berechnet. Der Wert von u(y) kann dann
als |Z;] und der Wert des entsprechenden Empfindlichkeits-
koeffizienten c;als Z; / u(x;) angenommen werden.

BEISPIEL: Fiir das Beispiel in 4.1.1, wobei aus Griinden
der einfacheren Darstellung das gleiche Formelzeichen fiir
die GroBe und ihren Schitzwert verwendet wird:

o = aP/av = 2V/R0[1 +al —to)] =2P/V
¢, =P[R, = —VZ/R§[1+a(t -zo)] =-P/R

oy =3Pfar =V -1y [R[1+ a7,

o,
==P(t ~10)] Ry[1+ (¢ - 13}

5.1.4  Anstelle ihrer Berechnung aus der Funktion f
werden dic Empfindlichkeitskoeffizienten 0 f/axl- mitunter

auch experimentell ermittelt: man mifit dic Verdnderung
von Y, die durch die Veriinderung eines bestimmten X;
bewirkt wird, wobei man die iibrigen Eingangsgrofien
konstant hélt. In diesem Fall wird die Kenntnis der
Funktion f (oder eines Teils davon, wenn nur einige
Empfindlichkeitskoeffizienten auf diese ise ermittelt
werden) entsprechend auf eine e

5.1.5 Wird Gleichung (1) fiig
Nennwerte X; der Eingangsgrof] T %Ki 9 twickelt, dann
gilt in erster Niherung (diey gewhnlich ausreicht):
owobel Yo = f(Xy g, X5 )
22 Yo F&10 X2
) lXi=Xi’0 und él=Xl

der Weise angenshert, daff
mmgewandelt werden (siche

2,
nB

und die kombinierte Standardunsicherheit 4 (V) = 15pV,
was einer relativen kombinierten Standardunsicherheit

ug(V)/V von 16 x 106 entspricht (siche 5.1.6). Es handelt
sich hier um einen Fall, bei dem dic MeBgrofle bereits eine
lineare Funktion der Groflen ist, von denen sie abhingt,
wobei ¢; = +1. Aus Gleichung (10) folgt mit ¥ = ¥y + ¢, 6,
+ €50, + ... + cydy und mit den Konstanten ¢; = +1 oder —1

fiir u2(y)= 3% P (x;).

51.6 Wenn Y von der Form Y =cX[ X5, XfYist
und die Exponenten p; als positive oder negative Zahlen
mit vernachlissigbaren Unsicherheiten bekannt sind, 148t
sich die kombinierte Varianz nach Gleichung (10) wie
folgt ausdriicken:

N
[e. )/ 5]" = 2 ptx) %] 12)

i=1

Die Form ist die gleiche wie in Gleichung (11a), jedoch
wird die kombinierte Varianz als relative kombinierte Va-
rianz [uc(y)/y]2 sowie die geschitzte Varianz uz(xi) als
geschiitzte relative Varianz [u(x;)/x;]* ausgedriickt. [Die
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relative kombinierte Standardunsicherheit ist dann wobei r(x;, %) =r(x, x; ) und -1 < r(x;, X; ) < +1. Wenn
u.(y)/|y], die relative Standardunsicherheit zu den Ein- die Schidtzwerte x; und x; unabhingig voneinander sind,
dann gilt r(x; X; ) =0 und eine Anc_i‘erung des einen Wer-
tes impliziert keine zu erwartende Anderung des anderen
Wertes (weitere Diskussion siche C.2.8, C.3.6 und C.3.7).

gangsschitzwerten ist u(x‘. )/ le.l mity #0 undlxil #0].

ANMERKUNGEN:

) Mittels Korrelationskoeffizienten, glie leichter als
1 Wenn Y diese Form hat, 148t sich diese leicht in eine Kovarianzen interpretieren lassen, kfan dasZKovarianz-

lineare Funktion von Variablen (siche 5.2.5) umwandeln, glied in Gleichung (13) wie folgt ?/667’{%; werden:
2

indem man X; = X i,o(l + &) setzt, woraus sich die folgende //;?
Beziehung ergibt: (Y -Y)/¥, =Z£1 p;0; . Andererseits N-1 N o of % ”’////,:"”// 7
fithrt die logarithmische Transformation Z = InY und W, = 2 ; . _E ;5)5_”( /i ’xj ) (13)
InX; zu einer exakten Linearisierung in den neuen Varia- == O
blen: Z=Inc+ Zﬁl piv;.

2 Wenn alle p; entweder +1 oder —1 sind, wird Glei-

chung (12) zu [uc(y) / y2]=ZN [u(x‘-) / xi]z, woraus er-

i=1
sichilich ist, daf} in diesem speziellen Fall dic zum Schitz-
wert y gehdrende relative kombinierte Varianz einfach
gleich der Summe der geschitzten relativen Varianzen ist,
die zu den Eingangsschitzwerten x; gehoren.

5.2 Korrelierte Eingangsgrofien

5.2.1 Gleichung (10) und dicjenigen, wic etwa die I Il daB . b it d
Gleichungen (11) und (12), die von ihr abgeleitet sind, m Sonderfall, dab alle Eingangsschatzwerte mit den
sind nur dann giiltig, wenn die EingangsgroBen X; unab@ orrelationskoeffizienten r(x;, ;) = +1 korreliert sind, re-

hiéingig voneinander oder unkorreliert sind (die Zuf duziert sich Gleichung (16) auf:

groBen, nicht die physikalischen Grofen, die als Inv 5 N 2 (N o 2
ten angenommen werden, siche 4.1.1, Anme ks uc(y)=(zciu(x,')] =[Z’é;'u(xi)]
i=1 i=1%%i

Die kombinierte Standardunsicherheit () ist daher ein-
fach eine lineare Summe von Gliedern, die die Variation des
5.2.2  Wenn die Eingangsgrofien kougliert’s ; Ausgangsschilzwertes y reprisentieren, die sich aus der
de Standardunsicherheit der einzelnen Eingangsschitzwerte x;

kombinierte Varianz : ergibt (siehe 5.1.3). [Diese lineare Summe darf trotz der

5 NN O of ghnlichen Form nicht mit dem allgemeinen Fehlerfortpflan-
u, N=3 2——;u(xl.,x ) zungsgesetz verwechselt werden; Standardunsicherheiten
i=1j=10%; 0%, . sind keine Fehler (siche E.3.2).]
2

BEISPIEL: Zehn elektrische Widerstinde mit einem
Nennwert von jeweils R; = 1000 Q werden mit einer
vernachlissigbaren Vergleichsunsicherheit mit demsel-
ben Standardwiderstand Rg kalibriert, fiir den laut Kali-
brierschein eine Standardunsicherheit u(Rg) = 100 mQ
gilt. Die Widerstdnde sind iiber Drihte, deren Wider-
i dtzwerte von X, und Xj sind stand Yemachlﬁssigt w?rden kann, in Reihe geschaltet,

um einen Referenzwiderstand R, des Nennwerts

10kQ zu erhalten. Somit ist R e = f(R) = Yioy R;. Da

(13)

7
der Korrelation von x; und x; wird

j | o 4
durch den gesehitzien Korrelationskoeffizienten (C.3.6) fiir jedes Widerstandspaar r(x;, x) = r(Rp R; ) = +1
charakterisiert: - (siche F.1.2.3, Beispiel 2), gilt die Gleichung aus
w(x.,x.) Anmerkung 1. Da fiir jeden Widerstand af/axi
r(a;,x;) = ———-t— (14) =R, fR; = 1 und u(x) = w(R,) = u(Rg) (siehe F.1.2.3,
u(x;) ux;) Beispiel 2), ergibt diese Gleichung fir R die
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kombinierte Standardunsicherheit 4 (R_ ) = 2,1‘21“(RS)

=10 X (100 mQ) = 1 Q. Das Ergebnis nach Gleichung
2
10), 1R, = [51%,2 R0}

tig, da es nicht beriicksichtigt, dafl alle Kalibricrwerte
der Widerstinde korreliert sind.

= 0,32 mQ, ist vnrich-

2 Die geschitzten Varianzen uz(xi) und die geschitzten
Kovarianzen w(x, xj) konnen als Elemente einer Kovari-
anzmatrix mit den Elementen u; angeschen werden. Die
Varianzen uz(xi) bilden die Diagonalelemente w; der Matrix,
wihrend die Kovarianzen u(x;,, xj) = u(xj, x; ) die Nicht-
diagonalelemente w; (i # j) bilden. Sind zwei Eingangs-
schdtzwerte unkorreliert, so sind die zu ihnen gehorige Ko-
varianz und die entsprechenden Elemente w; und w; der
Kovarianzmatrix Null. Sind alle Eingangsschitzwerte un-
korreliert, so sind alle Nichtdiagonalelemente Null, und die

Kovarianzmatrix ist diagonal. (Siehe auch C.3.5.)

3 Zur numerischen Berechnung 148t sich Gleichung (16)
wie folgt schreiben:

N N N
u;(y)= z zZizj’(xivxj)
i=1j=1

wobei Z; in 5.1.3, Anmerkung 2 gegeben ist.

4  Wenn die X; der in 5.1.6 betrachteten Sonderform kor-
reliert sind, miissen die Glieder

N-1 N
22 Z[p,-u(xi)/xi][pju(xj)/xj]r(xi.xj)

i=] j=i+l

den.

5.2.3 Es seien die beiden arithmetisc
Eund r betrachtet, die die Erwartungswertg
beiden zufillig schwankenden Gréen gy
und dic sich aus »n unabhiingigen Paen VO

.« 7
gen Beobachtungen der Grofien g ung & errechnen, welche

)

29522 'v;»:,%‘?»'
4 &G ) .
sichlich unkorgeliert sind, so diirfte die errechnete Kova-
rianz nahe Null lieggn.

g

Fiir die geschitzte Kovarianz zweier korrelierter Ein-
gangsgréflen X; und X i die durch die aus unabhingigen

Paaren mehrmaliger gleicl}geitiger Beobachtungen ermit-
telien Mittelwerte X; und X jgeschétzt werden, gilt somit
u(x;, xj) =s(Xi, X j), wobel s(Xi, X j) nach Gleichung
(17) berechnet wird. Diese Anwendung von Gleichung
(17) stellt die Ermittlungsmethode A fiir die Kovarianz
dar. Den geschitzten KorrelationskoeffiZi
s - ) /4
Xiund X; erhdlt man aus Gleichufig

=r(X;, Yj) =s(X;, Yj)/s(}-i)s(}

/ ovananzen nach
7
wiissed, sind in H.2 und

ANMERKUNG: Beispicele,
Gleichung (17) verwendet werdg
H.4 angegeben.

7 ignifikanten Standardunsi-
vdeg. Wird zum Beispiel ein be-
epzurErmittlung der zur Schitzung
; bendtigten Temperaturkorrektion
Sselbe Thermometer auch zur Ermitt-

5.2.5 Korrelationen zwischen Eingangsgréfien kénnen
nicht ignoriert werden, wenn sie vorhanden und signifi-
kant sind. Die zugehdrigen Kovarianzen sind nach Mog-
lichkeit experimentell durch Variieren der korrelierten
EingangsgréBen (siche C.3.6, Anmerkung 3) oder unter
Verwendung des Pools verfiigbarer Informationen iiber
die korrelierte Variabilitit der betreffenden GréBen
(Ermittlungsmethode B) zu ermitteln. Auf Erfahrung und
allgemeinen Kenntnissen (sieche 4.3.1 und 4.3.2) basie-
rende Einsicht wird insbesondere dann bendtigt, wenn der
Grad der Korrelation zwischen Eingangsgréfien, der sich
aus dem Wirken gemeinsamer Einfliisse wie Umgebungs-
temperatur, Luftdruck und Luftfeuchte ergibt, zu schitzen
ist. Gliicklicherweise haben die EinflufigréBen oft nur
einen vernachldssigbaren Effekt. Deshalb konnen die
Eingangsgrofien als unkorreliert angenommen werden.
Wenn sie jedoch nicht als unkorreliert angenommen wer-
den konnen, lassen sich die Korrelationen selbst dadurch
vermeiden, daB die gemeinsamen Einfliisse als zusitzli-
che unabhingige Eingangsgrofien gemil 5.2.4 eingefiihrt
werden.
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6.1  Einleitung ist, daB y der beste
zugehorigen Wertes

6.1.1  Empfehlung INC-1 (1980) der Arbeitsgruppe zur
Angabe von Unsicherheiten, auf der dieser Leitfaden be-
ruht (siehe Einleitung), und die Empfehlungen 1 (CI-
1981) und 1 (CI-1986) des CIPM, mit denen INC-1
(1980) befiirwortet und bestitigt wird (sieche A.2 und
A.3), sprechen sich fiir die Verwendung der kombinierten
Standardunsicherheit u (y) als den Parameter zur quantita-
tiven Angabe der Unsicherheit cines Mefergebnisses aus.
Tatsdchlich hat das CIPM darum in seiner zweiten
Empfehlung gefordert, daB "alle Teilnchmer bei der
Angabe von Ergebnissen internationaler Vergleiche oder
bei anderen Arbeiten unter der Schirmherrschaft des

» Afribut fiilr das Wort "Bereich” verwendet, wenn der
durch U angegebene Bereich gemeint ist; die Benennung

"Vertrauensniveau" wird in diesem Zusammenhang eben-

kombinierte Standardunsicherheit genannten Paramg
u(y) verwenden.

6.1.2  Obwohl sich u (y) universell zur Angabe de#Zl) falls nicht benutzt. Statt dessen wird von "Grad des Ver-
sicherheit eines Meflergebnisses verwenden 14fs 5 1 trauens” gesprochen. Genauer wird U so interpretiert, dal
einigen industriellen, kommerziellen und re dlagtig es einen Bereich um das MeBergebnis definiert, der einen
Anwendungen sowie dann, wenn Gesga s5upd Si groien Anteil p der durch dieses Ergebnis und seine kom-

cherheitsaspekte zum Tragen komme
lich, die Unsicherheit in Form eines/B
MeBergebnis anzugeben, von dem erwA
daB er einen groBen Anteil der Vey

binierte Standardunsicherheit charakterisierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung umfafit, wobei p die Uber-
W deckungswahrscheinlichkeit oder den Grad des Vertrau-
yeilung der Werte um-  gp5 des Bereichs darstellt.
faBit, die der gemessenen Grofie st »
’ - . . 5» N
net werden kénnen. Die Exigten

N
wurde von der Arbeitsgriy
%

mcrsolchen Forderung 62,3 Wenn maglich, ist der zu dem durch U definier-
it und fiihrte zu Ab- ten Bereich gehorige Grad des Vertrauens p zu schitzen
und anzugeben. Es ist zu beachten, dal das Multiplizie-
ren von u (y) mit einer Konstanten keine neue Infor-

] . . mation, sondern nur dieselbe Information in einer anderen

6.2  Erweite 'Cherhelt Form liefert. Doch ebenso ist zu beachten, daB der Grad p

//"”//{/,,,/ des Vertrauens (insbesondere fiir Werte von p nahe 1)

6.2.1 Jenes;zusitz ' MaB der Unsicherheit, das die  ziemlich unsicher ist, und zwar zum einen wegen der be-

Forderung erfulltzginen Bereich gemaf 6.1.2 anzugeben,  grenzten Kenntnis der durch y und u(y) charakierisierien

wird erw. sicherheit genannt und mit U bezeich- Wahrscheinlichkeitsverteilung (vor allem in den Exfrem-

net. Die erw b"“ Unsicherheit U erhilt man durch Mul- bereichen), zum anderen wegen der Unsicherheit von

tiplikation der KOmbinierten Standardunsicherheit u(y) u,(y) selbst (siche Anmerkung 2 zu 2.3.5, 6.3.2 und An-
mit einem Erweiterungsfakior k: hang G, insbesondere G.6.6).

U= ku(y) (18) ANMERKUNG: Bevorzugie Arien der Angabe eines MeB-

ergebnisses siche 7.2.2, wenn u(y) das Mafl fir die
Das Ergebnis einer Messung kann dann bequem durch ~ Unsicherheitist, und 7.2.3, wennes U ist.
Y = y + U ausgedriickt werden, was so zu interpretieren
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6.3  Wahl eines Erweiterungsfaktors

6.3.1  Der Wert des Erweiterungsfaktors k wird auf der
Grundlage des fiir den Bereich y — U bis y + U geforder-
ten Grad des Vertrauens ausgewiihlt. Im allgemeinen liegt
k zwischen 2 und 3. Bei speziellen Anwendungen kann £
auch auflerhalb dieses Bereichs liegen. Umfassende Er-
fahrungen und genaue Kenntnisse dariiber, fiir welche
Verwendungszwecke ein Meflergebnis vorgesehen ist cr-
leichtert die Wahl eines geeigneten Werts von k.

ANMERKUNG: Es kommt gelegentlich vor, dafl eine be-
kannte Korrektion b fiir einen systematischen EinfluB an das
berichtete MeBergebnis nicht angebracht wurde, sondern
statt dessen versucht wurde, den Einflul durch VergroBe-
rung der dem MeBergebnis zugeordneten "Unsicherheit” zu
beriicksichtigen. Das ist zu vermeiden; nur unter ganz be-
sonderen Umstinden diirfen Korrektionen fiir bekannte si-
gnifikante systematische Einfliisse nicht an ein MeBergebnis
angebracht werden (einen solchen Spezialfall und seine Be-
handlung siehe F.2.4.5). Die Berechnung der Unsicherheit
beim Messen darf nicht mit der Zuordnung eines Sicher-
heitsgrenzwerts zu einer Grofle verwechselt werden.

6.3.2 Im Idealfall wiirde man gern cinen bestimmten
Wert des Erweiterungsfaktors £ wihlen, der einen Bereich
Y=y + U=y ku(y) entsprechend einem bestimmten
Grad p des Vertrauens liefert, zam Beispiel 95 oder 99
Prozent. Ebenso wire man gern in der Lage, den mit
einem Bereich assoziierten Grad des Vertrauens fiir cingy

gegebenen Wert von k eindeutig angeben zu kdnnen. Das
14t sich in der Praxis jedoch nicht leicht machen, denn
dafiir sind umfassende Kenntnisse der Wahrscheinlich-
keitsverteilung erforderlich, die durch das Mefergebnis y
und die kombinierte Standardunsicherheit u (y) charakic-
risiert wird. Obwohl! diese Parameter von,g

6.3.3 Die Empfehlung INC-1
wie die Beziehung zwischen
eine bevorzugte
in G4 vorgestellt

und in G.6.4 kurz beschri ///;’§4 eBsituationen, in de-
nen die durch y und u erisierte Wahrschein-
#iermal ist und der effektive

itsgrads von u (y) wird in G.4 angegeben. Mit
‘¢4pn Tabelle G.2 in Anhang G 146t sich entscheiden, ob
¢ Losung fiir eine bestimmte Messung angemessen ist
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7.1  Aligemeine Anleitung

7.1.1  Je weiter man in der MeRBhierarchie aufsteigt,
umso mehr Angaben werden im allgemeinen dariiber be-
notigt, wie man zu einem MeBergebnis und seiner Unsi-
cherheit gelangt ist. Insbesondere miissen die fiir eine
Neuauswertung der Messung erforderlichen Informatio-
nen fiir alle verfiigbar sein, die sie bendtigen. Dies gilt fiir
jede Ebene der Hierarchie, einschlieflich kommerzieller
und regulativer Tiatigkeiten auf dem Markt, ingenieur- b)
technischer Arbeiten in der Industric, Kalibrierstellen
niedrigeren Ranges, Industrieforschung und -entwicklung,
wissenschaftlicher Forschung, Primérnormale und Kali-
brierlaboratorien der Industrie, metrologische Staatsinsti-
tute und das BIPM., Der Hauptunterschied besteht dari

diec zur Berechnung des Mefer-
iner Unsicherheit aus experi-
Begpachtungen und Eingangsdaten

icherheitskomponenten auflisten und ihre
rtung vollstindig dokumentieren;

die Datenanalyse so darstellen, daf} alle wichti-
en Schritte leicht nachvollziehbar sind und bei
Bedarf eine unabhéngige Neuauswertung des an-
gegebenen MefBlergebnisses moglich ist;

alle bei der Analyse und ihren Quellen verwen-
deten Korrektionen und Konstanten angeben .

Normen und vor Ort geltenden Bestimmungen zur

gung gestellt werden wird. Als Test fiir dic genannte Liste 14t sich die Frage stellen:

"Habe ich ausreichende Informationen in hinreichend kla-
rer Form angegeben, dal mein Ergebnis aktualisiert wer-
den kann, sobald neue Informationen oder Daten verfiig-
bar vorliegen?"

7.1.2  Wenn nihere Angaben iiber gimezd
unter die Art, wie die Unsicherheit zu

7.2 Spezielle Anleitung
7.2.1  Beider Angabe eines Meflergebnisses sollte man,
wenn u (y) das Ma8 fiir die Unsicherheit ist

a) vollstindig beschreiben, wie die MeBgrofie Y de-
finiert ist;

b) den Schitzwert y der Mefigréfle Y und ihre kom-
binierte Standardunsicherheit u(y) angeben;
ebenso stets die Einheiten von y und u (y) ;

c¢) die relative kombinierte Standardunsicherheit
uc(y)/|y|bei|y|#0 angeben, wenn dies ange-

technischen Regeln ermitteln. bracht ist:
7.1.4  Obwohl die in der Praxis erforderliche Menge an d) dic in 7.2.7 skizzierten Informationen angeben

Informationen zur Dokumentation eines MeBergebnisses
vom vorgesehenen Verwendungszweck abhiingig ist,
bleibt dabei das Grundprinzip der Anforderung unverin-

oder auf eine Publikation verweisen, die diese In-
formationen enthilt.



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

Seite 32
ENV 13005:1999

Wenn es fiir die vorgesehenen Nutzer des Meflergebnisses
zum Beispiel fiir kiinftige Berechnungen von Erweite-
rungsfaktoren und das Verstindnis der Messung fiir sinn-
voll erachtet wird, kann man noch folgendes angeben:

-~ die geschétzten effektiven Freiheitsgrade v
(siche G.4);

— die kombinierten Standardunsicherheiten nach
Ermittlungsmethode A und B, 1, (y) und u5(»),
sowie deren geschitzte effektiven Freiheitsgrade
Vesea URd v (siche G.4.1, Anmerkung 3).

7.2.2 Wenn u(y) das Maf} fiir die Unsicherheit ist,
sollte das numerische Mefergebnis vorzugsweise in einer
der folgenden vier Arten angegeben werden, damit es
nicht zu Mifverstandnissen kommt, (Dic Grofe, deren
Wert mitgeteilt wird, wird als Normal der Masse mg mit
dem Nennwert von 100 g angenommen; die in Klammern
gesetzten Worter konnen der Kiirze halber weggelassen
werden, wenn u, an anderer Stelle im Dokument definiert
ist, das das Ergebnis angibt.)

1) "mg = 100,021 47 g mit (einer kombinierten
Standardunsicherheit) x, = 0,35 mg."

2)  "mg= 100,021 47(35) g, wobei die in Klammern
gesetzte Zahl den Zahlenwert der (kombinierten

3) "mg = 100,021 47(0,00035)g, wobeci die i

4)  "mg = (100,021 47 £ 0,000 35) g

(kombinierten Standardéns'
Vertrauensbereich ist.,

250, . .
K',', zu einer Verwechslung mit der
0
=1

fie 7.2.4) fithren kann. Obwohl
tige Verwechslung verhindern
e Y =y + u(y) noch immer so
frydall eine erweiterie Unsicherheit mit
wire und dal der Bereich
u(y) einen bestimmten Grad des Ver-
trauens p hitte (und zwar den, der der Normalverteilung
(siche G.1.3) zugeordnet ist). Dics gilt insbesondere, wenn
die Warnung versehentlich weggelassen wird. Wie in 6.3.2

und in Anhang G angcdeutct, 146t sich eine derartige Inter-
pretation von u (y) normalerweise nicht rechifertigen.

7.2.3  Bei der Angabe cines Mefiergebnisses sollte man,
wenn die erweiterte Unsicherheit U = ki (y) das Maf} fiir
die Unsicherheit ist:

a)  vollstindig beschreiben, wie
finiert ist;

b)

¢) die relative erweilt

d)

dherten Grad des Vertrauens angeben,
Béreich y £ U zugeordnet ist, sowie die
’seiner Ermittlung;

i 7.2.7 skizzierten Informationen angeben
oder auf eine Publikation verweisen, die diese In-

2/

geben werden. (Die in Klammern gesetzten Worter kon-
nen der Kiirze halber weggelassen werden, wenn U, u,
und k an anderer Stelle im Dokument definiert sind, das
das Ergebnis angibt.)

“mg = (100,021 47 * 0,000 79) g, wobei die auf das
Zeichen = folgende Zahl der Zahlenwert (der erweiter-
ten Unsicherheit) U = ku, ist und U aus (einer kombi-
nierten Standardunsicherheit) u, = 0,35 mg und aus
(einem Erweiterungsfaktor) & = 2,26 auf der Grund-
lage einer z-Verteilung fiir v = 9 Freiheitsgrade ermit-
telt wurde. Sie definiert einen Bereich mit einem ge-
schiitzten Grad des Vertrauens von 95 Prozent."

7.2.5 Wenn durch eine Messung zur gleichen Zeit
mehr als eine MeBgréfle bestimmt wird, das heifit, wenn
sie mindestens zwei Ausgangswerte y; liefert (siche H.2,
H.3 und H.4), dann sind zusdtzlich zu y; und u(y;) die
Elemente der Kovarianzmatrix u(y;,y;) oder die Elemente
r(yl-,yj) der Matrix der Korrelationskoeffizienten (C.3.6,
Anmerkung 2) (vorzugsweise beide) anzugeben.

7.2.6  Die Zahlenwerle des Schitzwerts y und seiner
Standardunsicherheit u (y) oder erweiterten Unsicherheit
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U diirfen nicht mit einer iibermiBigen Stellenanzahl an-
gegeben werden. Es reicht gewdhnlich aus, u (y) und U
[ebenso wie die Standardunsicherheiten u(x;) der Ein-
gangsgroflen x;] auf hochstens zwei Stellen anzugeben,
obwohl es in manchen Fillen notwendig sein kann, wei-
tere Stellen beizubehalien, um bei nachfolgenden Berech-
nungen Rundungsabweichungen zu vermeiden.

Werden Endergebnisse angegeben, kann es angebrachter
sein, Unsicherheiten aufzurunden statt sie auf die nichste
Stelle zu runden. So 148t sich 1 (y) = 10,47 mQ auf 11 m
Qaufrunden. Man sollte dabei jedoch Vernunft walten
lassen und einen Wert wie u(x;) = 28,05 kHz auf 28 kHz
abrunden. Ausgangs- und Eingangsgrofen sind entspre-
chend ihren Unsicherheiten zu runden, zum Beispiel ist
y = 10,057 62 Qmit u (y) = 27 mQauf y = 10,058 Q zu
runden. Korrelationskoeffizienten sind auf drei Stellen
genau anzugeben, wenn ihre absoluten Werte nahe bei
Eins liegen.

7.2.7 In einem detaillierten Bericht iiber die Ermitt-
lung des MefBergebnisses und der Unsicherheit sind die
Empfehlungen aus 7.1.4 zu befolgen; auferdem sollte
man

a)

b)
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den Wert aller Eingangsschitzwerte x; und ihrer
Standardunsicherheit #(x;) mit einer Beschrei-
bung der Art ihrer Ermitttung angeben;

die den korrelierten Eingangsschitzwerten zuge-
ordneten geschitzien Kovaria z6 oder geschitz-
ten Korrelationskoefﬁzien%n /

beide) sowie die Art ihrer i

es vielleicht nicht immer moglich, f und ihre
Ableitungen anzugeben. Die Funktion f kann
dann allgemein beschrieben oder das verwendete
Programm durch einen entsprechenden Verweis
angegeben werden. In diesen Fillen ist Klarheit
dariiber wichtig, wie der Schitzwert y der Mef§3-
grofe Y und seine kombinierte Standardunsi-
cherheit u (y) ermittelt wurden.
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Y . 2
8 Zusammenfassung des Verfahrens zur E Il

der Unsicherheit

2 Ermiteln Sie entweder durch eine statisti
von MeBwerten oder auf andere Wei
der EingangsgroBe X; (siche 4.1.’2.

7%y
2

3 Ermitteln Sie die Stand.

i
Eingangsschitzwert x;. Be

wurde, wird dle :

mittelt (Ermittlun

S Errechnen Sie das MeBergebnis, das heiflt, den
Schéitzwert y der MefBgrofe Y, aus der Funktionsbezie-
hung f, wobei Sie fiir die Eingangsgrofien X; die in Schritt
2 ermittelten Schitzwerte x; verwenden (siche 4.1.4).

121227, Ay) fiir das MeBergebnis y anhand der Beschreibung in

Kapitel 5 aus den Standardunsicherheiten und Kovarian-
zen, die den Eingangsschitzwerten zugeordnet sind.
Wenn die Messung gleichzeitig mehrere AusgangsgréBen
liefert, berechnen Sie deren Kovarianzen (siehe 7.2.5,
H.2, H.3, H4).

7 Ist die Angabe einer erweiterten Unsicherheit U erfor-
derlich, die den Zweck hat, einen Bereich von y — U bis
y + U anzugeben, von dem erwartet werden kann, daB er
einen grofen Anteil der Verteilung von Werten umfaft,
die der MefgréBe Y sinnvollerweise zugeordnet werden
konnen, so muitiplizieren Sie die kombinierte Standard-
unsicherheit u (y) mit einem Erweiterungsfaktor k, der
normalerweise zwischen 2 und 3 liegt, um U = ku(y) zu
erhalten. Wiahlen Sie & anhand des fiir diesen Bereich ge-
forderten Grads des Vertrauens aus (siche 6.2, 6.3 und
speziell Anhang G, in dem die Wahl von k erldutert wird,
mit der man einen Bereich erhilt, dessen Grad des Ver-
trauens einem angegebenen Wert nahekommt).

8 Protokollicren Sie das MeBergebnis gemeinsam mit
seiner kombinierten Standardunsicherheit u(y) oder er-
weiterten Unsicherheit U entsprechend 7.2.1 und 7.2.3;
verwenden Sie dabei eines der in 7.2.2 und 7.2.4 empfoh-
lenen Formate. Beschreiben Sie in der ebenfalls in Kapi-
tel 7 skizzierten Form, wie y und u (y) oder U gewonnen
wurden.
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wurde im Oktober 1980 vom In

(BIPM) als Antwort auf eine An

Maf und Gewicht (CIPM) ei /”
oy

richt fiir das CIPM, der it
deutsche Ubersetzung dicsé
den Leitfadens ang

généralement plusieurs compo
groupées en deux catégorie$»daprés

. %,
pour estimer leur valeur

atique» utilisé antérieurement pour
) certitudes. L'expression «incertitude
systématique» est susceptible de conduire & des erreurs
d'interprétation; elle doit étre évitée.

Toute description détaillée de lincertitude devrait
comprendre une liste compléte de ses composantes et
indiquer pour chacune la méthode utilisée pour lui
attribuer une valeur numérique.
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2. Les composantes de la catégorie A sont caractérisées
par les variances estimées s? (ou les «écarts-types»

estimés s;) et les nombres v; de degrés de liberté. Le cas
échéant, les covariances estimées doivent étre données.

3. Les composantes de la catégorie B devraient étre

caractérisées par des termes ujz qui puissent &tre

considérés comme des approximations des variances
correspondantes dont on admet I'existence. Les termes u}

peuvent étre traités comme des variances et les termes U;
comme des écarts-types. Le cas échéant, les covariances
doivent étre traitées de fagon analogue.

4. L'incertitude composée devrait étre caractérisée par la
valeur obtenue en appliquant la méthode usuelle de
combinaison des variances. L'incertitude composée ainsi
que ses composantes devraient &tre exprimées sous la
forme d'«écarts-types».

5. Si pour des utilisations particulidres on est amené a
multiplier par un facteur l'incertitude composée afin
d'obtenir incertitude globale, la valeur numérique de ce
facteur doit toujours étre donnée.



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

Seite 36
ENV 13005:1999

A.2  Empfehlung 1 (CI-1981)

Das CIPM hat den von der Arbeitsgruppe zur Angabe von
MefBunsicherheiten vorgelegten Bericht gepriift und auf
seiner 70. Tagung im Oktober 1981 folgende Empfehlung
verabschiedet [3]:

Empfehlung 1 (CI-1981)
Angabe von Meflunsicherheiten

Das Internationale Komitee fiir MaB und Gewicht,

geleitet von

— der Notwendigkeit, eine einheitliche Methode fiir
die Angabe der Unsicherheit beim Messen in der
Metrologie zu finden,

—~ den Anstrengungen, dic viele Organisationen
liber viele Jahre hinweg unternommen haben,

— dem ermutigenden Fortschritt, der bei der Suche
nach einer annehmbaren Losung gemacht wurde
und der das Ergebnis der Diskussionen der Ar-
beitsgruppe zur Angabe von MeBunsicherheiten
darstellt, die 1980 im BIPM zusammengekom-
men ist,

erkennt an,
— daB die Vorschlage der Arbeitsgruppe die Grun-

lage fiir eine letztendliche Einigung iiber die A

gabe von MeBunsicherheiten bilden kénnen |,

und empfiehlt,
-~ daB die Vorschliage der Arbeitsgruppe el i

— daB das BIPM versuchen soll, dig;das
nen Prinzipien bei internalional
anzuwenden, die im kommender]

L

0\
ner Schirmherrschaft durchgefiihrt Wsde

A.3  Empfehlung 1 (CI-1986)

Das CIPM hat das Problem der Angabe von MefBunsi-
cherheiten auf seiner 75. Tagung im Oktober 1986 weiter
behandelt und folgende Empfehlung verabschiedet [4]:

gpe zur Angabe von MeB-
e, der Annahme d
1) d dasug?PNfr e S

Jordert dazu auf, dal Absatz 4 der Empfehlung INC-1
(1980) von allen Teilnehmern bei der Angabe von Ergeb-
nissen sdmtlicher internationaler Vergleiche oder anderer
Arbeiten, die unter Schirmherrschaft des CIPM oder der
Comités Consultatifs durchgefiihrt werden, angewendet
wird und daB die kombinierte Unsicherheit aus den Unsi-
cherheiten nach Ermittlungsmethode A und B als einfache
Standardabweichung angegeben wird.
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Anhang B
Aligemeine metrologische Begriffe

B.1 Quelle fiir die Definitionen

Die Definitionen der fiir den vorliegenden Leitfaden rele-
vanten allgemeinen metrologischen Begriffe wurden der
zweiten Auflage des Internationalen Worterbuchs der Me-
trologie (Abk. VIM) [6] entnommen, das von der Interna-
tionalen Organisation fiir Normung (ISO) im Namen der
sieben Organisationen verdffentlicht wurde, die seine
Entwicklung gefordert und die Experten fiir seine Erarbei-
tung benannt haben: das Internationale Biiro fiir Maf3 und
Gewicht (BIPM), die Internationale Elektrotechnische
Kommission (IEC), die Internationale Foderation fiir Kli-
nische Chemie (IFCC), die Internationale Union fiir reine
und angewandie Chemie (IUPAC), die International

Union fiir reine und angewandte Physik (IUPAP) ung, di

Internationale Organisation fiir gesetzliches MeBw
(OILM). Das VIM ist auch die erste zu konsulf
Quelle fiir Definitionen von Begriffen, die an dieserig
oder im iibrigen Text nicht angefiihrt sind.

Ahnlich wie in Kapitel 2
Worter bei einigen Benegi
gelassen werden konnen,

1 jeweiligen Anmerkung entwe-
mnplizit definiert werden (siehe Litera-

Eigenschaft eines Phidnomens, eines Koérpers oder einer
Substanz, die qualitativ beschricben und quantitativ er-
mittelt werden kann
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sppzielle Grofien:
5 Lénge eines gegebenen Stabes

— eclektrischer Widerstand eines gegebenen Drahtes
— Stoffmengenkonzentration in einer Weinprobe.

GroBen, die zueinander durch eine Relation geordnet wer-
den konnen, werden Grofien gleicher Art genannt.

3 GroBen gleicher Art kénnen in Kategorien zusammenge-
falt werden, z.B.:
— Arbeit, Wirmemenge, Energie
— Dicke, Umfang, Wellenlange.

4  Formelzeichen fiir Grofien sind in ISO 31 festgelegt.

B.2.2 (GroBen-)Wert [VIM 1.18]
Spezielle Grofle, dargestellt als Produkt aus Zahl und
Einheit
BEISPIELE:
a) Liange eines Stabes 5,34 m oder 534 cm;
b) Masse eines Kérpers: 0,152 kg oder 152g;

c) Stoffmenge einer
Wasserprobe (H,0):

0,012 mol oder 12 mmol.
ANMERKUNGEN

1 Der GroBenwert kann positiv, negativ oder null sein.

2 Der GroBenwert kann auf mehr als eine Art ausgedriickt
werden.
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3  Die Grolenwerte von Grofien der Dimension 1 werden
allgemein als Zahlen angegeben.

4 Eine GroBe, die nicht als mit einer Zahl multiplizierte
Einheit angegeben werden kann, kann dargestellt wer-
den mit Bezug aufl cine Referenzwertskala oder auf cin
MeBverfahren oder auf beides.

B.2.3 Wahrer Wert [VIM 1.19]
Wert, der mit der Definition einer betrachteten speziellen
Grofe iibereinstimmt

ANMERKUNGEN

1 Diesen Wert wiirde man bei einer idealen Messung er-
halten.

2 Wahre Werte sind ihrer Natur nach nicht ermittelbar.

3 Hiufiger als der bestimmte Artikel "der” wird der un-
bestimmte Artikel "ein" in Verbindung mit dem "wahren
Wert" verwendet, weil es viele Grifienwerte geben kann,
die mit der Definition einer betrachteten spezicllen Grofie
{ibereinstimmen.

Leitfaden-Kommentar: Zur Begriindung, warum der Be-
griff "wahrer Wert" im vorliegenden Leitfaden nicht ver-
wendet wird, und warum die Begriffe "wahrer Wert einer
MeBgrofie” (oder einer Grofie) und "Wert einer MeBgr-

Be" (oder einer Grofe) als gleichwertig betrachtet werdeff

siche Anhang D, insbesondere D.3.5.

B.2.4 Richtiger Wert [VIM 1.20]
Durch Vereinbarung anerkannter Wert, der einer /"ff"«
teten speziellen Grofle zugeordnet wird, und der 1

dem jeweiligen Zweck angemessenen Un it%
tet ist

BEISPIELE

N7
D

renzwert ‘»a‘g "Referenzwert" in diesem Sinne darf
. . 2 o
nicht mit dem Referenzwert im Sinne der Anmerkung zu

[VIM] Nr. 5.7 verwechselt werden.

2 Um einen richtigen Wert festzulegen, werden oft zahl-
reiche MeBergebnisse ausgewerlet.

Leitfaden-Kommentar: Siche den Leitfaden-Kommentar
zu B.2.3.

B.2.5 Messung [VIM 2.1]
Gesamtheit der Titigkeiten zur Ermittlung eines Grofien-
wertes

ANMERKUNG: Die Tatigkeiten kdnne ablau-
fen.

B.2.6 MeBprinzip [VIM 2.3]

Die wissenschaftliche Grundlag verfahrens

BEISPIELE

son B
/3».

ANMERKUNG: MeBmethoden konnen auf verschiedene
Art qualifiziert werden, zum Beispiel:

— Substitutionsmefmethode

—  Differenzmefmethode

— Nullabgleich.

B.2.8 MeBverfahren [VIM 2.5]

Gesamtheit der genau beschriebenen Titigkeiten, wie sie
bei der Ausfiihrung spezieller Messungen entsprechend
ciner vorgegebenen MeBmethode angewendet werden

ANMERKUNG: Es ist iiblich, ein MeBverfahren in einem
Dokument nicderzulegen, das dann "MeBanweisung” (oder
MeSBregel) heifit und normalerweise gentigend Einzelheiten
enthilt, die den Anwender in die Lage versetzen, die Mes-
sung ohne weitere Informationen auszufiihren.

B.2.9 Meflgrofie [VIM 2.6]
Spezielle Grofle, die Gegenstand einer Messung ist

BEISPIEL: Dampfdruck einer gegebenen Wasserprobe bei
20 °C.

ANMERKUNG: Die Spezifikation einer MeBgroBe kann
Angaben iiber Groflien wie Zeitpunkt, Temperatur und
Druck erfordern.
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B.2.10 Einfluigrofie [VIM 2.7]
Grofe, die nicht Megrofie ist, jedoch das MeBergebnis
beeinfluflt

BEISPIELE
a) Temperatur einer MeBschraube zur Lingenmessung;

b) Frequenz bei der Messung der Amplitude einer Wech-
selspannung;

¢) Bilirubin-Konzentration bei der Messung der Himo-
globin-Konzentration in einer Probe von menschlichem
Blutplasma.

Leitfaden-Kommentar: Die Definition der EinfluBgroRe
versieht sich einschliefllich von Werten, die mit Norma-
len, Referenzmaterialien und Referenzdaten verbunden
sind und von denen das Mefergebnis abhiingen kann, so-
wie von Erscheinungen wie schnelle Schwankungen
durch das Mefgerit und Groflen wie Umgebungstempera-
tur, Luftdruck und Feuchte,

B.2.11 MeBergebnis [VIM 3.1]
Einer MeBgrofe zugeordneter, durch Messung gewonne-
ner Wert

ANMERKUNGEN

1  Wenn ein MeBergebnis vorliegt, sollte klargeste
ob es sich bezieht auf:
— die Anzeige
~ das unberichtigte MeBergebnis
— das berichtigte MeBergebnis

und ob mehrere Werte gemittelt werden@ @

2 Eine vollstindige Angabe des Mefs es enthalt
eine Information iiber die MeBunsichef]

B.2.12 Unberichtigtes MeBergeb
Meflergebnis vor Berichtigung
schen Mefabweichung

Anighei
ZRCTEnSIM
4 v/,/////

1 "Genauigkeit" ist ein qualitativer BegnifT.

2 Fir "Genauigkeit" sollte nicht das Wort Prézision ver-
wendet werden.
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Leitfaden-Kommentar: siehe Leitfaden-Kommentar , zu
B.2.3.

B.2.15 Wiederholprizision (von MeBlergebnissen)
[VIM 3.6]

ANMERKUNGEN

1 Diese Bedingungen

crde )
Ly
genannt. ///////

Erweiterte Vergleichprizision (von MeBer-
fssen) [VIM 3.7]
aBl der gegenseitigen Anniherung zwischen Mefer-

MefBbedingungen
ANMERKUNGEN

1 Eine giiltige Feststellung der erweiterten Vergleich-
prézision erfordert eine Angabe der verinderten MeBbedin-
gungen.

2 Die verénderten MeBbedingungen kénnen umfassen:
— MeBprinzip oder Mefimethode
— Beobacher
—  MeBgerit
— Bezugsnormal
- Ort
— Benutzungsbedingungen
— Zeit,

3 Die erweiterte Vergleichprizision kann quantitativ
durch Streuungskennwerte der Ergebnisse ausgedriickt wer-
den.

4 Ergebnisse sind hier iiblicherweise als berichtigte Er-
gebnisse verstanden.
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B.2.17 Empirische Standardabweichung [VIM 3.8)
Fiir eine Reihe von Messungen derselben MeBgrofie die
GroBle s, welche die Streuung der Ergebnisse charakieri-
siert und durch die Formel

s(qe)=

gegeben ist, wobei g, das Ergebnis der -ten Messung und
g der der arithmetische Mittelwert der n Ergebnisse ist.

ANMERKUNGEN

1 Betrachtet man die Reihe von » Werten als Stichprobe
aus einer Verteilung, dann ist ¢ ein unverfilschter Schitz-
wert fiir den Erwartungswert 4 . und sz(qk) ein unverfalsch-
ter Schitzwert fiir die Varianz o? dieser Verteilung.

2 Der Ausdruck s(qk)/ \/; ist ein Schitzwert fiir die Stan-
dardabweichung der Verteilung von g und wird empirische
Standardabweichung des Mittelwerts genannt.

3 Die "empirische Standardabweichung des Mittelwerts"
wird verschiedentlich filschlicherweise empirischer Stan-
dardfehler des Mittelwerts genannt.

Sfadens herzustellen.

B.2.18 (MeB)unsicherheit [VIM 3.9]

Vertrauensniveau hat.

. e A
statistischen Verteilt
7

2 MeBunsicherheit en

ponenten. Einige dieg
ezg;:é/,// £

ermittelt un d empi

oder andere Information griinden.

3 Es wird vorausgesetzt, daf das MeBergebnis der beste
Schitzwert fiir den Wert der MeBgroRe ist, und daB alle
Komponenten der Unsicherheit zur Streuung beitragen,

eingeschlossen diejenigen, welche von systematischen
Einwirkungen herrithren, z.B. solche, die von Korrektio-
nen und Bezugsnormalen stammen.

Leitfaden-Kommentar: Im VIM wird unterstrichen, dafl

die Definition und die Anmerkungen idengisgh mit denen
im vorliegenden Leitfaden sind (siche 223

%

MeRBabweichung

w te Vi

nderer Groflen als der Mefigréfie ab,
Babweichungen zu den MeBwerten dieser

ANMERKUNG: Weil ein wahrer Wert nicht festgestellt
werden kann, wird in der Praxis ein richtiger Wert benutzt
(siche [VIM] 1.19 [B 2.3] und 1.20 [B 2.4]).

Leitfaden-Kommentar: Siche den Leitfaden-Kommentar
zuB.2.3.

B.2.21 Zufillige MeBabweichung [VIM 3.13]
MeBergebnis minus dem Mittelwert, der sich aus einer
unbegrenzten Anzahl von Messungen derselben MeBgro-
Be ergeben wiirde, die unter Wiederholbedingungen aus-
gefiihrt wurden

ANMERKUNGEN

1 Zufillige MeBabweichung ist gleich MeBabweichung
minus systematische Meabweichung.

2 Weil nur eine endliche Anzahl von Messungen durchge-
fiihrt werden kann, kann man nur einen Schitzwert der zu-
falligen MeBabweichung feststellen.

Leitfaden-Kommentar: Siehe den Leitfaden-Kommentar
zu B.2.22,



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

B.2.22 Systematische Meflabweichung [VIM 3.14]
Mittelwert, der sich aus einer unbegrenzten Anzahl von
Messungen derselben MeBgrofe ergeben wiirde, die unter
Wiederholbedingungen ausgelihrt wurden, minus einem
wahren Wert der MeBgrifie

ANMERKUNGEN

1 Systematische MeBabweichung ist gleich MeBabwei-
chung minus zuféllige MeBabweichung.

2 Wie der wahre Wert kénnen auch die systematische
MeBabweichung und ihre Ursachen nicht vollstindig be-
kannt sein.

3 Fiir ein MeBgerit siche "Systematische MeBabweichung
eines MeBgerites" ([VIM] 5.25).

Leitfaden-Kommentar: Hiufig LiBt sich die Enistchung
einer MeBabweichung (siche B.2.19) damit erkléren, dafl
eine Reihe von zufilligen und systematischen Einfliissen
jeweils eigene Meflabweichungskomponenten zur Ge-
samtmeBabweichung beitragen. Siche auch den Leiifaden-
Kommentar zu B.2.19 und B.2.3.
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B.2.23 Korrektion [VIM 3.15]

Algebraisch zum unberichtigten Mefiwert addierter Wert
zum Ausgleich hinsichtlich der systematischen Mefab-
weichung

ANMERKUNGEN

s7/unberichtigte MelBergebnis

Zahlenfaktor, mit
i er systematischen MeBab-

zum Ausgleich hip
. . )
weichung multigh i



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

Seite 42
ENV 13005:1999

Anhang C
Grundbegriffe und Benennungen der Statisti

C.1 Quelle fiir die Definitionen

Die Definitionen der in diesem Anhang enthalienen
Grundbegriffe der Statistik wurden der Internationalen
Norm ISO 3534-1 [7] entnommen. Diese Norm ist auch
die erste zu konsultierende Quelle fiir Definitionen von
Begriffen, die an dieser Stelle nicht angefiihrt sind. Einige
der Benennungen und die ihnen zugrundeliegenden Be-
griffe werden in C.3 genauer ausgefiihrt, nachdem ihre
formale Definition bereits in C.2 angegeben wurde, um
die Benutzung des vorliegenden Leitfadens weiter zu er-
leichtern. Der Abschnitt C.3, der auBerdem die Definitio-
nen verwandter Begriffe enthilt, basiert jedoch nicht di-
rekt auf ISO 3534-1.

j [ISO 3534-1,1.3]
ktion, welche die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der
eine ZufallsgroBe beliebige Werte annimmt oder zu ei-

C.2 Definitionen

ANMERKUNG: Die Wahrscheinlichkeit fiir den Gesamtbe-
reich der Werte der ZufallsgréBe hat den Wert Eins.

C.2.4 Verteilungsfunktion {ISO 3534-1, 1.4]
Funktion, welche fiir jedes x die Wahrscheinlichkeit an-
gibt, daB die ZufallsgréBe X kleiner oder gleich x ist:

C.2.1 Walrscheinlichkeit [¥8 F(x) = Pr(X <x)

Reelle Zahl im Bereich vo

Ercignis beigefigt ist. C.2.5 Wahrscheinlichkeitsdichte (fiir eine stetige Zu-

fallsgroBe) [ISO 3534-1, 1.5]
Erste Ableitung der Verteilungsfunktion, falls sie exi-
stiert:

e
2 /
%’4 d/

grad liegt die Wahrscheinlichkeit fx)=dF(x) [ dx

bei 1
ANMERKUNG: f(x)dx ist das "Wahrscheinlichkeits-
C.2.2 Zufallsg Be [1SO 3534-1, 1.2] element":
Variable, die einen belicbigen Wert aus einer gegebenen
Menge von Werten annchmen kann und mit der eine fOdx=Prix<X <x+dx)
Wahrscheinlichkeitsverteilung verkniipft ist ({ISO 3534-1]
1.3 [C.2.3]). C.2.6 Wahrscheinlichkeitsfunktion [ISO 3534-1, 1.6]

Funktion, die jedem Wert x; , den eine diskrete Zufalls-
groBe X annehmen kann, eine Wahrscheinlichkeit p; zu-
ordnet:
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pi=Pr(X=x)

C.2.7 Parameter [ISO 3534-1, 1.12]
Grofe zur Kennzeichnung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung einer Zufallsgréfe.

C.2.8 Korrelation [ISO 3534-1, 1.13]

Zusammenhang zwischen zwei oder mehreren Zufalls-
grofien innerhalb einer Verteilung von zwei oder mehre-
ren Zufallsgrofen.

ANMERKUNG: Die meisten statistischen MaBe der Korre-
lation geben nur den Grad des linearen Zusammenhangs an.

C.2.9 Erwartungswert (einer ZufallsgroBe oder einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung); Mittelwert (der Grund-
gesamtheit) [[SO 3534-1, 1.18]

1 Fiir eine diskrete Zufallsgrofle X, die die Werte x;
mit den Wahrscheinlichkeiten p; annimmt, ist der Er-
wartungswert durch

u=EX)= Zpix,‘

definiert, wobei die Summierung iiber alle x; zu er-
strecken ist, die von X angenommen werden kénnen.

ANMERKUNG: Hat eine Z uf 5

wert 44, ist die zugehorige gentr e@%@/ 4

C.2.11 Varianz (eine

scheinlichkeitsverteilung) [
Erwartungswert des
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C.2.12 Standardabweichung (einer Zufallsgrofle oder
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung) [ISO 3534-1, 1.23]
Positive Quadratwurzel aus der Varianz:

o =4/V(X)

C.2.13 Zentrales Moment!) der Qr %ISO 3534-
1,1.28]

Erwartungswert der g-ten Potenz g

iksitsverteilung einer stetigen Zufallsgrife
einlichkeitsdichte

ANMERKUNG: u ist der Erwartungswert und o die Stan-
dardabweichung der Normalverteilung.

C.2.15 Merkmal [ISO 3534-1, 2.2]

Eigenschaft, mit deren Hilfe Elemente einer gegebenen
Grundgesamtheit identifiziert und voneinander unter-
schieden werden.

ANMERKUNG: Es kann sich entweder um ein quantitatives
Merkmal (Variablen) oder ein qualitatives Merkmal
(Attribute) handeln.

C.2.16 Grundgesamtheit [ISO 3534-1, 2.3]
Menge der betrachteten Elemente.

ANMERKUNG: Bei einer ZufallsgroBe wird die Wahrschein-
lichkeitsverteilung ([ISO 3534-1] 1.3 [C.2.3]) als Grundgesamt-
heit dieser Zufallsgrofie angesehen.

1) Werden in den Definitionen der Momente die Zufallsgréfien
X,X - a, Y, Y - b usw. durch ihre Betrige |X|, |X o, [Y].
|Y—b| usw. ersetzt, dann sind dadurch andere Momente defi-

niert, die "absolute Momente" genannt werden.
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C.2.17 Haufigkeit [ISO 3534-1,2.11]

Zahl, die angibt, wie oft ein gegebener Ercignistyp ein-
tritt, bzw. Anzahl der Beobachtungswerte, die zu einer
gegebenen Klasse gehoren.

C.2.18 Haufigkeitsverteilung [ISO 3534-1, 2.15]
Empirischer Zusammenhang zwischen den Merkmalswer-
ten und den absoluten oder relativen Hiufigkeiten ihres
Auftretens.

ANMERKUNG: Die Verteilung 1iBt sich als Histogramm
(OISO 3534-112.17), Stabdiagramm ([ISO 3534-1]2.18),
Haufigkeitssummenpolygon ([ISO 3534-1]2.19) oder
Zweiwegtafel ([ISO 3534-1]2.22) graphisch darstellen.

C.2.19 Arithmetischer Mittelwert, Durchschnitt [ISO
3534-1, 2.26)

Summe der Beobachtungswerte dividiert durch dic An-
zahl der Beobachtungswerte.

ANMERKUNGEN

1 Die Benennung "Mittelwert” wird im allgemeinen mit
Bezug auf einen Parameter der Grundgesamtheit, die Be-
nennung "Durchschnitt” mit Bezug auf das Ergebnis einer
Berechnung mit den Daten einer Probe benutzt.

2 Der Durchschnitt einer einfachen, aus einer Grundge-
samtheit entnommenen Zufallsprobe ist
tungstreuer Schitzer des Mittelwerts dieser Grundgesa

ein erwar-

Mittelwert

ist die Varianz

2 Die Varianz ist das n/(n — 1)-fache des zentralen Mo-
ments zweiter Ordnung (siehe Anmerkung zu [ISO 3534-1)
2.39).

Leitfaden-Kommentar: Die hier definierte Varianz 148t
sich treffender "Stichprobenschitzwert fiir die Varianz der
Grundgesamtheit” nennen. Die Varianz fiir eine Stich-
probe wird normalerweise als zentrales Moment zweiter
Ordnung der Stichprobe definiert (siche C.2.13 und
C.2.22).

. 0 .
“Zinzelnen Merkmals das arith-

A
74

nz der Differenz von Beob-
telwert X

. . 2
wobel pilie Ay
Dy,

2

D .
MERKUNG: Das zentrale Moment erster Ordnung ist

ANMERKUNG: Eine Kenngréfe als Funktion von Zufalls-
grofien ist ebenfalls eine Zufallsgréfie und nimmt als solche
von Stichprobe zu Stichprobe verschiedene Werte an. Der
Wert der Kenngréfie, den man mit den Beobachtungswerten
aus dieser Funktion gewinnt, 148t sich in einer statistischen
Priifung oder als Schitzwert eines Parameters der Grundge-
samtheit verwenden, zum Beispiel als Mittelwert oder Stan-
dardabweichung.

C.2.24 Schitzung [ISO 534-1, 2.49]

Das Zuordnen von Zahlenwerten aus Stichprobenergeb-
nissen zu Parametern einer Verteilung, die als statisti-
sches Modell fiir eine Grundgesamtheit gewihlt wurde,
aus der die Stichprobe stammt.

ANMERKUNG: Das Ergebnis dieser Operation kann als
Einzelwert (Punktschitzwert; siehe [ISO 3534-1]2.51
[C.2.26]) oder als Schitzintervall (siche [ISO 3534-1]2.57
{C.2.27} und 2.58 [C.2.28]) angegeben werden.

C.2.25 Schitzer [1SO 3534-1,2.50]
KenngroBe zur Schitzung eines Parameters einer Grund-
gesamtheit.

C.2.26 Schitzwert [I1SO 3534-1, 2.51]
Wert eines Schitzers als Ergebnis einer Schatzung.
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C.2.27 Zweiseitiger Vertrauensbereich [ISO 3534-1,
2.57]

Sind Ty und T, zwei Funktioncn der Beobachtungswerte
und & der zu schitzende Parameter einer Gesamtheit, so
daB die Wahrscheinlichkeit Pr(T'; < 6 < T,) mindestens
gleich (1 — @) ist [wobei (1 ~ @) eine festgelegte positive
Zahl Kleiner als 1 ist], dann ist das Intervall zwischen T
und T}, ein zweiseitiger (1 — 0)-Vertrauensbereich fiir 6.

ANMERKUNGEN:

1 Die Grenzen T; und T, des Vertrauensbercichs sind
Kenngrafien ([ISO 3534-1] 2.45 [C.2.23]) und nehmen als
solche von Stichprobe zu Stichprobe verschiedene Werte an.

2 Bei einer umfangreichen Stichprobenreihe ist die relati-
ve Hiufigkeit der Fille, in denen der wahre Wert des Para-
meters & vom Vertrauensbereich iiberdeckt wird, gréBer
oder gleich (1 - ).

C.2.28 Einseitiger Vertrauensbereich [[SO 3534-1,
2.58]

Ist T eine Funktion der Beobachtungswerte und € der zu
schitzende Parameter einer Grundgesamtheit, so daf} die
Wabhrscheinlichkeit Pr(T > 6) [oder die Wahrschein-
lichkeit Pr(T < 6)] mindestens gleich (1 — ¢) ist [wobei

dann ist das Intervall vom kleinstméglichen Wert von &
bis T (oder das Intervall von T bis zum gréBtmoghis

én Wahrscheinlich-
keit, (Siehe [ISO 3534- 171, 2.58 [C.2.28] und

2.61 [C.2.30}).

ANMERKUNG: DegWert (1 — ) wird oft in Prozent ange-
geben.

ANMERKUNGEN

1 Sind beide Grenzen statistisch definiert, handelt es sich
um einen zweiseitigen Bereich. Ist eine der beiden Grenzen
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nicht endlich oder besteht sie aus der Grenze der Variablen,
ist der Bereich einseitig.

2 Im Englischen auch "statistical tolerance interval” ge-
nannt. Diese Benennung kann zur Verwechslung mit dem in
ISO 3534-2 definierten "tolerance intgrval" fithren und
sollte daher nicht verwendet werde&

K785
1/ d

&5
benbediga
<

C.2.31 Freiheitsgrade [ISO 353
Ganz allgemein die Anzahl der G
ziiglich der Anzah! der
Glieder dieser Summe gelt

C3 Ausfﬁhrlich o
%,

5%

unktion g(z) iiber eine Wahr-
er ZufallsgroBe z ist definiert

ntsprechend der Definition von p(z) gilt:
= 1. Der Erwartungswert der Zufallsgrofie z,
Erwartungswert oder Mittelwert von z genannt und
zzeichnet mit 4,, ist definiert durch

4, = E[g(2)] = [ap(2)dz

Er wird statistisch geschitzt durch z , den arithmetischen
Mittelwert oder das Mittel aus #n unabhingigen Beobach-
tungswerten z; der Zufallsgrofie z, deren Wahrscheinlich-
keitsdichte p(z) ist:

- 12
==3z
niz

C.3.2 Varianz

Die Varianz einer Zufallsgrofie ist der Erwartungswert ih-
rer quadratischen Abweichung von ihrem Erwartungs-
wert. Somit ist die Varianz der ZufallsgroBe z mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) gegeben durch

02(z;) = [(z— u,)* p(2)dz

wobei 4, der Erwartungswert von z ist. Die Varianz o%(z)
148t sich wie folgt schitzen:

1 8, - - 12
$2(z)=——=Y(z;—2)*, wobei z=— Y z;
n—1ig n i



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

Seite 46
ENV 13005:1999

Die z; sind n Beobachtungswerte von z. wobei p(y, z) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte
der beiden Variablen y und z ist. Die Kovarianz cov(y, z)
ANMERKUNGEN [auch bezeichnet mit o(y, z)] 1dBt sich schétzen durch

s(y;> z;), die man aus n unabhéingigen Paaren von gleich-

1 Der Faktor n— 1 im Ausdruck fiir sX(z) ergibt sich aus  zejtigen Beobachtungen y; und z; von y und z gewinnt:
der Korrelation zwischen z; und z und spiegelt die Tatsache

wider, daf sich in der Menge { z; - 7 }nur n — 1 unabhiin- $(¥;,2) = ___1___
n-1

gige Elemente befinden. i=1

wobei
2 Ist der Erwartungswert 4, von z bekannt, so kann die
Varianz wie folgt geschitzt werden:
(2) =1 3z - 1) y
i ANMERKUNG: Die gegehy
Mittelwerte y und z g
Die Varianz fiir den arithmetischen Mittelwert bzw. das gegeben.

Mittel der Beobachtungswerle ist ein besser geeigneles
Maf fiir die Unsicherheit eines Mefergebnisses als die C.3.5 Kovarianzg
Varianz der einzelnen Beobachtungswerte. Die Varianz
fiir eine Variable z muf} sorgfiltig von der Varianz fiir das
Mittel z unterschieden werden. Die Varianz fiir den
arithmetischen Mittelwert einer Reihe von r unabhingi-
gen Beobachiungswerten z; von z ist gegeben durch
o? (E) =g? (z;) /n und wird durch die empirische Varianz
des Mittelwerts wie folgt geschétzt:

2 n _
s (z) =252 (z) ! >(z;-2)

n - n(n- 1) i=1

C.3.3 Standardabweichung genseitige Abhingigkeit zweier Variablen, der gleich

dem Verhiltnis ihrer Kovarianzen zur positiven Quadrat-

Dic Standardabweichung ist die positive Quad wurzel aus dem Produkt ibrer Varianzen ist. Somit gilt

rapyl
aus der Varianz. Wihrend man die Standardun

5]

nach Ermittlungsmethode A durch Zieherd rat- _ _ v(y,z) 0(y,2)
. N O L 27 p(y,2)=p(z,y)= =

wurzel aus der statistisch ermittelten Variatiz, géwinnt, ist DOz o))

es bei der Ermittlung der Standardunsic ;/ Upach Me- ’ ’

thode B hiufig bequemer, zunichst eine ’a,’,-,,// tistische mit den Schitzwerten:

dquivalente Standardabweichung zu perechnen und dann s(,2;) 5(3,2)

durch Quadrieren der Standar%b hung die dquiva- r(¥,z)=r(z,y;) = Lt = ——

lente Varianz zu gewinnen. 4, VsQoyds(ziz)  s(3)s(z;)

Der Korrelationskoeffizient ist eine reine Zahl, so daf

C.3.4 Kovarianz ~1<p<+loder-1<r(y,z) <+1.

i e ANMERKUNGEN
gegenseitige Abhingigkeén
242

grofien y und z ist ge, 1 Da pund rreine Zahlen im Bereich von (einschlielich)

-1 bis +1 sind, es sich bei Kovarianzen jedoch gewdhnlich
um Gréflen mit sehr unhandlichen physikalischen Dimen-
sionen und GréBenordnungen handelt, sind Korrelations-
koeffizienten im allgemeinen brauchbarer als Kovarianzen.

= H (- Ay )z = p,)p(y,z)dy dz 2 Bei multivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilungen wird
_ dvd gewohnlich anstelle der Kovarianzmatrix die Matrix der
= I yzp(y,z)dydz— Hy Ky Korrelationskoeffizienten angegeben. Da p (y, y) = 1 und
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r(y; y) =1, sind die Diagonalelemente dieser Matrix gleich
Eins.

3 Wenn die Eingangsschitzwerle x; und x; korreliert sind
(siehe 5.2.2) und eine Anderung ‘5;‘ von x; eine Anderung éj
von x; hervorruft, dann 148t sich der zu x; und X; gehorige
Korrelationkoeffizient niherungsweise wie folgt schitzen:

r(x;,x) = u(xi)éj / u(xj)éi

Diese Beziehung kann als Grundlage fiir die empirische
Schitzung der Korrelationskoeffizienten dienen. Sie kann
auBerdem zur Berechnung der niherungsweisen Anderung
eines Eingangsschitzwerts aufgrund der Anderung eines an-
deren verwendet werden, wenn deren Korrelationskoeffi-
zient bekannt ist.

C.3.7 Unabhiingigkeit

Zwei Zufallsgrofien sind statistisch unabhingig voneinan-
der, wenn ihre gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung das Produkt ihrer individuellen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen ist.

ANMERKUNG: Sind zwei ZufallsgroBen unabhingig von-
einander, sind ihre Kovarianz und ihr Korrelationskoeffizi-
ent gleich Null. Umgekehrt gilt dies jedoch nicht notwendi-
gerweise.
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C.3.8 Die t-Verteilung; Student-Verteilung

Die t-Verteilung oder Student-Verteilung ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsgrofe ¢, fiir
deren Wahrscheinlichkeitsdichte gilt:

tungswert der ¢-Vertgih
ist v/(v - 2) fiir v
teilung der Norj
C.2.14).
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Anhang D
"Wahrer" Wert, MeBabweichung und Unsicher

Die Benennung wahrer Wert (B.2.3) wurde traditionell
in Verdffentlichungen zur Unsicherheit verwendet, sie
wird jedoch aus den in diesem Anhang angefiihrten Griin-
den im vorliegenden Leitfaden nicht benutzt. Da die Be-
nennungen  "MefBgrofle”,  "MeBabweichung”  und
"Unsicherheit" hiufig falsch verstanden werden, wird die
Diskussion der ihnen zugrunde liegenden Begriffe in die-
sem Anhang weiterfithrend zur Behandlung in Kapitel 3
vertieft. Anhand zweier Bilder wird gezeigt, warum der
Begriff der Unsicherheit nach dem vorliegenden Leitfaden
auf dem MeBergebnis und seiner berechneten Unsicher-
heit statt auf den Grofien "wahrer” Wert und Meflabwei-
chung beruht, die nicht erfalbar sind.

D.1  Die Mefigrofie

D.1.1  Der erste Schritt bei einer Messung ist die Spezi-

oder nicht signifikant sein kann.
L , AN o
D.1.2  Ublicherweise werde® in ‘dgg ‘Pefinition einer

)

MeBgrofie bestimmte physika ”’fi;: ﬁnde und Bedin-
gungen angegeben. 4

BEISPIEL: Die Schallgg
Luftgemisch mit dg
anteile) N2 =07
0,000 35 bei dz 7

24,2095, Ar = 0,009 35 und CO, =
T = 273,15 K und dem Druck

p =101325 Pa.
D.2
D.2.1 Im Idealfall stimmt die fiir dic Messung reali-

sierte Grofle vollstandig mit der Definition der Mefigrofie
iberein. Héufig kann eine solche Grofle jedoch nicht
realisiert werden, so daf3 diec Messung an einer Grofie
vorgenommen wird, die eine Niaherung an dic Mefigrofie
darstellt.

D.3  "Wahrer" We

D.3.1 Das MeBergeb /’
hinsichtlich der Diffeggtz

%
MeBgrofe berichtigi -ttt erzusagen, welches MeB-
ergebnis erzielt

%
7
Loyl

wenn die realisierte Grofle
2 MéBgrshe tatsichlich vollkommen

Lo B2, e 1 .
wird das MeBergebnis fiir die reali-

fglich aller iibrigen erkannten signifi-

kanten sy is¢hen Einfliisse berichtigt. Obwohl das
bericht ebnis mitunter als bester Schitzwert
des " Werts der MeBgrofie angesehen wird, ist es
in keit einfach der beste Schitzwert des Wertes

Temperatur nahekommt, und ihre Dicke wird an einer be-
stimmten Stelle mit einer Biigelmef3schraube gemessen.
Bei der realisierten Grofe handelt es sich dann um die
Materialdicke an dieser Stelle und bei dieser Temperatur
unter dem von der BiigelmeBschraube ausgeiibten Druck.

D.3.3 Es werden die Temperatur des Materials und der
ausgetibte Druck zum Zeitpunkt der Messung ermittelt.
Das unberichtigte MeBergebnis fiir die realisierte Grofie
wird dann berichtigt, wobei die Kalibrierkurve der Bii-
gelmeRschraube, die Abweichung der Probentemperatur
von der vorgegebenen Temperatur sowie die leichte Ver-
formung der Probe unter dem ausgeiibten Druck beriick-
sichtigt werden.

D.3.4 Das berichtigte Ergebnis kann als bester Schétz-
wert des "wahren” Wertes bezeichnet werden, wobei
"wahr" in dem Sinne zu verstehen ist, daB es sich um den
Wert einer Grofie handelt, von der angenommen wird,
daB sie die Definition der MeBgrofle vollkommen erfiillt;
wire die Biigelmefischraube jedoch an einer anderen
Stelle der Werkstoffplatte angesetzt worden, hiite sich
eine andere realisierte GréBe mit einem anderen "wahren”
Wert ergeben. Doch auch dieser "wahre" Wert wire ver-
einbar mit der Definition der Mefigréfie, denn sie verlangt
nicht, daf} die Dicke der Platte an einer bestimmten Stelle
zu ermitteln ist. Somit weist der “wahre” Wert auf Grund
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der unvollstandigen Definition der MefigréBe eine Unsi-
cherheit auf, die aus Messungen an verschiecdenen Stellen
der Platte errechnet werden kann. Jede MeBgrofie weist
auf einem  gewissen  Niveau eine  solche
"Eigenunsicherheit" auf, die sich im Prinzip auf irgend-
eine Weise schitzen 146t. Es handelt sich hierbei um die
Mindestunsicherheit, mit der eine MeBgroBe ermittelt
werden kann. Jede Messung, die nur diese Unsicherheit
aufweist, kann als bestmogliche Messung der MeBgrofe
betrachtet werden. Soll fiir die jeweilige GroBe ein Wert
mit einer geringeren Unsicherheit gewonnen werden, so
143¢ sich das nur durch eine umfassendere Definition der
MeBgrofie erreichen.

ANMERKUNGEN

1 Im angefiihrten Beispiel wird eine Reihe von anderen
Dingen, die die Dicke méglicherweise beeinflussen kdnnen,
bei der Spezifizierung der MeBgroBe nur ungenau beriick-
sichtigt: Luftdruck, Feuchte, Lage der Plaite im Gravita-
tionsfeld, Art der Auflagerung usw.

2 Obwohl diec MefigréBe hinreichend genau definiert wer-
den soll, so daf die aus einer unvollstindigen Definition
resultierende Unsicherheit im Vergleich zur geforderten
MeBgenanigkeit vernachlissigt werden kann, muB einge-
riumt werden, daf} dies vielleicht nicht immer durchfiihrbar
ist. So kann die Definition beispielsweise unvollstindig
sein, weil sie Parameter nicht enthilt, von denen ungerecht
fertigterweise angenommen wurde,

¢n vermieden, da das Wort
eirachtet wird. "MefgréBe” (siche
elle GroBe, die Gegenstand einer
Messung 15y Bedeutet "Wert einer MefgréBe” den
"Wert einer€peziellen Groe, die Gegenstand einer Mes-
sung ist". Da “spézielle GroRe" allgemein als definite oder
angegebene Grofie verstanden wird (siche B.2.1, Anmer-
kung 1), ist das Adjektiv "wahr" in "wahrer Wert einer
Mef3grofe” (oder "wahrer Wert einer Grofie") unnétig; der
"wahre" Wert der Megrife (oder GroBe) ist ganz einfach
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der Wert der MeBgréfie (oder Groflie). Hinzu kommt, wie

in der Diskussion weiter oben festgestellt, dal ein einzi-
ger "wahrer" Wert nur ein Idealbegriff ist.

D.4 MeBabweichung

Ein berichtigtes Mef3ergebnis ist night %da Meg-

grofie, das heift, es weicht davon abZay d der un-

(zufalligen Einfliissen), unyg /
Korrektionen fiir systematisgheF:
licken iiber bestimmie 4k )

/‘ ndicke) verschieden sein, da je-
in Kombination mit den ande-

vangelhafte Kalibrierung der Biigelmefschraube;

mangelhafte Messung der Temperatur und des

ausgeiibten Drucks;

) Kenntnisliicken hinsichtlich des Einflusses von
Temperatur, Luftdruck und Feuchtigkeit auf die
Probe oder die Biigelmefischraube oder auf beide.

&
%
<
9

D.5  Unsicherheit

D.5.1 Wihrend der genaue Wert der einzelnen Beitriige
zur Abweichung eines MefBergebnisses unbekannt ist und
nicht bekannt sein kann, 148t sich die mit systematischen
und zufilligen Einfliissen verbundene Unsicherheit, die
zur MeBabweichung fiihrt, ermitteln. Doch selbst wenn
die ermittelten Unsicherheiten gering sind, ist dies keine
Garantie dafiir, da8 auch die Abweichung des Mefergeb-
nisses gering ist, denn bei der Ermittlung einer Korrektion
oder der Bewertung von Kenntnisliicken kann ein syste-
matischer Einfluff unberiicksichtigt geblieben sein, weil
man ihn nicht erkannt hat. Daher ist die Unsicherheit
cines Mefergebnisses nicht unbedingt ein Indikator fiir
die Wahrscheinlichkeit, dal das MefBergebnis nahe am
Wert der Mef3grofie liegt. Sie ist ganz einfach ein Schétz-
wert fiir die wahrscheinliche Nihe zum besten Wert ent-
sprechend den vorhandenen Kenntnissen.

D.5.2 Die MeBunsicherheit driickt somit aus, daB es fiir
eine gegebene MeBgrofe und ein gegebenes, zu ihr geho-
rendes MeBergebnis nicht einen Wert, sondern eine un-
endliche Menge von um das Ergebnis gestreuten Werten
gibt, dic mit allen Beobachtungen und Daten vereinbar
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sind und der Mef3gréfle mit verschiedenen Graden von
Glaubwiirdigkeit zugewiesen werden koénnen.

D.5.3 Gliicklicherweise trifft das hier Behandelie auf
viele praktische MeBsituationen nicht zu. Hierzu gehoren
die Fille, in denen die Mefgrifie hinreichend gut defi-
niert ist, in denen Normale oder Mefigerite mit Hilfe von
wohlbekannten Referenznormalen kalibriert werden, die
sich auf nationale Normale zuriickfithren lassen, und in
denen die Unsicherheiten der Kalibrierkorrektionen unbe-
deutend sind im Vergleich zu jenen, die aus den zufalli-
gen Einfliissen auf die Anzeigewerte der Mef3gerite oder
aus einer begrenzten Zahl von Beobachtungswerten resul-
tieren (siche E.4.3). Nichtsdestoweniger tragen Kennt-
nisméngel hinsichtlich EinfluBgréfien und ihrer Effekte
wesentlich zur Unsicherheit eines Mefergebnisses bei.

D.6  Graphische Darstellung

D.6.1 Bild D.1 stellt einige der in Kapitel 3 des vorlie-
genden Leitfadens sowie in diesem Anhang behandelien
Begriffe bildlich dar. Es zeigt, warum die Unsicherheit
und nicht die Melabweichung den Schwerpunkt des vor-
liegenden Leitfadens bildet. Die genaue Abweichung
eines MeBergebnisses ist im allgemeinen unbekannt und
nicht erfafbar. Man kann lediglich die Werte der Ein-
gangsgrofen einschlieflich der Korrektionen fiir erkannte
systematische Einfliisse mit ihren jeweiligen Standard-
unsicherheiten  (geschitzten  Standardabweichungen)

lage unbekannter Wahrscheinlichkeitsverteilunge die
durch mehrmalige Beobachtung stichprobenartig “ezfgf:

£

Verteilungen erfolgen, die auf einem Pool verer
019

den Standardunsicherheiten der Schitzwerle errechnet
werden. Nur wenn ¢s eine solide Basis fiir die Annahme
gibt, daB alles richtig durchgefiihrt wurde, ohne daf}
signifikante systematische Einfliisse iibersechen wurden,
4Bt sich auch annehmen, dafl das Mefergebnis ein
zuverlidssiger Schitzwert der MeBgrofie ist und daf} seine
liches MafR

kombinierte Standardunsicherheit ein ve
fiir die mdgliche Melabweichung ist.

ANMERKUNGEN

negativen Wert des Scly
hat der Pfeil in den Bi¥

tellt, jedoch in anderer Form. Zusdtzlich
daB es viecle Werte fiir eine MeBgrofe ge-

ANMERKUNG: In der Spalte mit der Uberschrift "Varianz"
sind als Varianzen jene uiz(y) zu verstehen, die in Glei-

chung (11) in Abschnitt 5.1.3 definiert sind; daher summie-
ren sie sich, wie dargestellt, linear auf.
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Unberichtigter arithmetischer Mittel-
(a) wert von Beobachtungswerten

Standardunsicherheit des un- jesk|
berichtigten Mittelwerts auf Grund

Begriffe, die auf beobachtbaren GroBen basieren

der Sreuung der Beobachtungs-
werte {zur lllustration hier als
Bereich dargestellt)

|

I Korrektion flr alle be-
|' kannten systematischen
i Einfilisse
|

|

|

!

|

{

|

Idealbegriffe, die auf nicht erf bz

(b)

Unbekannte Verteilung (hier
als angenédherte Normalver-
teilung angenommen) der
Grundgesamtheit mégli-
cher unberichtigter
Beoachtungswerte

[
!
|
|
|
|
|
|
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Berichtigter arithmetischer Mittel-
wert von Beobachtungswerten

Der berichtigte Migtelwert
ist der Schét@w%eﬁgréﬁe
gebni
Y

////// Standardunsicherheit
tigten Mittelwerts

Unbekannte Verteilung der
Grundgesamtheit mégli-
cher berichtigter Be-
obachtungswerte

B 2
Unbekannter Mittelwert fer’
Grundgesamtheit (Er
tungswert) mit unbek

Unbekannte Abweichung
auf Grund aller bekannten
systematischen Einflisse

Standardabwsed
Do

ot ssomred

Unbekannte Abweichung des
berichtigten Mittelwerts auf
Grund der unbekannten "zufal-
ligen" Abweichung des unbe-
richtigten Mittelwerts und einer
unbekannten Abweichung der
angebrachten Korrektion

Unbekannte Restabweichung
im berichtigten Mittelwert auf
Grund eines unerkannten
systematischen Einflusses

Unbekannter
WERT DEB
MESSGROSSE

Bild D.1. Graphische Darstellung von Wert, MeBabweichung und Unsicherheit
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GroRe Wert Varianz

{nicht maf3stabgerecht) (nicht mafstabgerecht)

ansteigender Wert

" Bechachtungswerts LTI

P
P

b) Unberichtigter arithmetischer
Mittelwert der Beobachtungswerte

c) Korrektion fir alle erkannten
systematischen Einfl(isse

d) MeBergebnis

(schlieBt nicht die Varianz auf Grund
unvollstandiger Definition der MeBgroBe
ein)

e) Restabweichung
(nicht erfaBbar)

f) Wert der MeBgréiBe
(nicht erfaf3bar)

g) Werte der Me3gréf3e
auf Grund unvollsténdiger
Definition o
(nicht erfaBbar) &

A

Bild D.2. Graphische Darstellung von Werten, MeBabweichung und Unsicherheit
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Anhang E

In diesem Anhang wird kurz auf Motiv und statistische
Grundlage der Empfehlung INC-1 (1980) der Arbeits-
gruppe liber die Angabe von Unsicherheiten eingegangen,
auf der der vorliegende Leitfaden beruht. Eine weiterge-
hende Behandlung erfolgt in den Quellen {1, 2, 11, 12].

E.1  "Sicher", "zufallig" und
"systematisch"

/5

Unsicherheit beim Messen vorgestellt, Sie liefe
nen realistischen als einen "sicheren" Wert fiir

heitskomponente, die von einem zufilligen Ej
rithrt, und einer, die durch cine Korrektién,
stematischen Einflufl (siehe 3.2.2

dapf. Da die Berechnung der
Mefergebnis problematisch ist,
ichtlich zu grof} angegeben.

Einfliissen handele. Die zu ihnen gehdrenden Unsicher-

heiten miifiten jeweils auf ihre eigene Weise kombiniert
und getrennt angegeben werden (oder auf spezielle Weise
kombiniert werden, wenn ein einziger Wert gefordert ist).
In der Tat wurde die Methode zur Kombination von Unsi-
cherheiten haufig darauf ausgerichtet, die Sicherheitsfor-
derung zu erfiillen.
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ex, beste Schitzwert dicses Werts und der beste

Zsehgiden, in welcher Richtung sie "sicher" abweichen

all. Zu gering angegebene Unsicherheiten konnten ein

Zzz7dbermifliges Vertrauen in die angegebenen Werte be-

griinden, was peinliche und zuweilen verheerende Folgen
haben kann. Absichtlich zu grof§ angegebene Unsicherhei-
ten wiederum koénnen ebenfalls unerwiinschte Auswir-
kungen haben. Die Benutzer von Mefigeriten wiirden teu-
rere Gerite kaufen als notig, teure Produkte wiirden unng-
tigerweise ausrangiert, oder die Dienste von Kalibrier-
laboratorien wiirden abgelehnt.

E.2.2 Dies soll nicht heifien, daB diejenigen, die ein
Mefergebnis verwenden, nicht ihiren eigenen Multiplika-
tionsfaktor auf die angegebene Unsicherheit anwenden
diirfen, um zu einer erweiterten Unsicherheit gelangen,
die einen Bereich mit einem bestimmten Grad des Ver-
trauens nach ihren eigenen Bediirfnissen definiert. Eben-
sowenig soll das heifien, dafl bestimmte Me8dienste nicht
unter bestimmten Umstinden routinemiBig einen Faktor
zum FErhalt einer solchen erweiterten Unsicherheit an-
wenden diirfen, um damit den Bediirfnissen einer be-
stimmten Nutzerklasse ihrer MeBergebnisse nachzukom-
men. Jedoch miissen solche Faktoren (die stets anzugeben
sind) auf eine realistisch ermittelte Unsicherheit ange-
wendet werden, und das erst nachdem die Unsicherheit so
bestimmt wurde, so daB der durch die erweiterte Unsi-
cherheit definierte Bereich den geforderten Grad des Ver-
trauens aufweist und die Berechnung leicht umgekehrt
werden kann.

E.2.3 Im Mefwesen miissen Meflergebnisse hiufig von
anderen in die eigenen Analysen einbezogen werden, wo-
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bei alle diese fremden Ergebnisse ihre eigenen Unsicher-
heiten aufweisen. Bei der Berechnung der Unsicherheit
fir das eigene MeBergebnis wird somit ein bester und
kein "sicherer” Wert der Unsicherheit fiir alle von anderen
Quellen bezogenen Ergebnisse benotigt. Hinzu kommt,
daB es cine logische und cinfache Moglichkeit der Kom-
bination dieser herangezogenen Unsicherheiten mit denen
der eigenen Beobachtungswerte geben muf}, um die Unsi-
cherheit des eigenen Ergebnisses anzugeben. Die
Empfehlung INC-1 (1980) bietet diese Moglichkeit.

E.3  Rechtfertigung fiir die Gleichbehand-
lung aller Unsicherheitskomponenten

Den Schwerpunkt der Diskussion in diesem Unterab-
schnitt bildet ein einfaches Beispiel dafiir, wie im vorlie-
genden Leitfaden durch zufillige Einfliisse und durch
Korrektionen fiir systematische Einfliisse bedingte Unsi-
cherheitskomponenten bei der Ermittlung der Unsicher-
heit eines MefBergebnisses in genau gleicher Weise be-
handelt werden. Damit wird der im vorliegenden Leitfa-
den vertretene und in E.1.1 dargelegte Standpunkt veran-
schaulicht, daB alle Unsicherheitskomponenten wesens-
gleich und daher in gleicher Weise zu behandeln sind.
Den Ausgangspunkt dieser Diskussion bildet eine verein-
fachte Herleitung des mathematischen Ausdrucks fiir die
Fortpflanzung von Standardabweichungen, der im vorlie-
genden Leitfaden Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz ge-
nannt wird.
E.3.1 Die Ausgangsgrofie z = f(wy, wy, ..., wy) s€iZgb
hingig von N EingangsgroBen wy, w,, ..., wy, wobei je i
w; durch eine cigene Wahrscheinlichkeitsverteily
schrieben sei. Die Entwicklung von f in eine
Reihe erster Ordnung an der Stelle der B
E(w;) = y; derw; ergibt fiir klcine Abwel
von i, ausgedriickt in kleinen Abwei
von 4;,

was auch in der Form

i=] j=i+l
geschrieben werden kann.

Der Erwartungswert
z - ,uz)2 ist die

eiig,von w; und wj, wobei Uw; , w)) = E[(w; - 1)
)] die Kovarianz von w; und w; ist.

O'Z2 und 012 sind die zentralen Momente zweiter

Ordnung (siche C.2.13 und C.2.22) der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen von z bzw. w;. Eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung kann durch ihren Erwartungswert, ihre Varianz
und ihre zentralen Momente hoherer Ordnung vollstindig
charakterisiert werden.

2 Die [gemeinsam mit Gleichung (15)] zur Berechnung
der kombinierten Standardunsicherheit herangezogene Glei-
chung (13) in 5.2.2 ist identisch mit Gleichung (E.3), abge-
sehen davon, daB Gleichung (13) mit den Schitzwerten der
Varianzen, Standardabweichungen und Korrelationskoeffi-
zienten ausgedriickt ist.

E.3.2 In der traditionellen Terminoiogie wird Glei-
chung (13) haufig "allgemeines Fehlerfortpflanzungsge-
setz” genannt, eine Benennung, die besser zu einem Aus-
druck wie Az= YN (3f/ow;)Aw; paBt, wobei Az die An-
derung von z auf Grund von (geringfiigigen) Anderungen
Aw; von w; st [siche Gleichung (E.8)]. Tatsichlich ist es
angemessen, Gleichung (E.3) Unsicherheitsfortpflan-
zungsgesetz zu nennen, wie es im vorliegenden Leitfaden
geschieht, denn sie zeigt, wie die Unsicherheiten der Ein-
gangsgroen w;, gleichgeseizt mit den Standardabwei-
chungen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen dieser w,
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zur Unsicherheit der Ausgangsgrofle z kombiniert werden,
wenn diese Unsicherheit mit der Standardabweichung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von z gleichgesetzt wird.

E.3.3 Gleichung (E.3) gilt auch fiir die Fortpflanzung
von Mehrfachen der Standardabweichungen, denn wenn
Jede Standardabweichung o; durch ein Mehrfaches ko; er-
setzt wird, wobei £ fiir alle o; gleich ist, dann wird die
Standardabweichung der Ausgangsgrofie z durch ko, er-
setzt. Dies gilt jedoch nicht fiir die Fortpflanzung von
Vertrauensbereichen. Wird jedes o; durch eine Grofle &;
ersetzt, die einen Bereich zu cinem vorgegebenen Grad p
des Vertrauens angibt, dann gibt die entsprechende
GroBe 6, fiir z keinen Bereich an, der demselben Wert von
p entspricht, es sei denn, alle w; werden durch Normal-
verteilungen beschrieben. In Gleichung (E.3) sind keine
solchen Annahmen beziiglich der Normalverteilung der
Wahrscheinlichkeiten fiir die Grofen w; impliziert. Ge-
nauer: Wird in Gleichung (10) in 5.1.2 jede Standardunsi-
cherheit u(x;)) aus unabhingigen mehrmaligen Beobach-
tungen ermittelt und entsprechend ihren Freiheitsgraden
fiir einen bestimmten Wert von p (z.B. p = 95 %) mit dem
t-Fakior multipliziert, so definiert die Unsicherheit des
Schiitzwerts y kein diesem Wert p entsprechendes Inter-
vall (siche G.3 und G.4).

ANMERKUNG: Die Forderung nach Normalverteilung bei
der Fortpflanzung von Vertrauensbereichen mit Gleich
(E.3) ist vielleicht ein Grund fiir die historische Tr

%
die einfach als obere und untere Grenzen ermittelt w

%,
E.3.4 Es sei folgendes Beispiel betrachtet: ;4//?;
einer EingangsgroBe w; abhingig, z & f( //"'{//////'/; w
yerten w, von w
1 Angigen,
7

(E4)

2 sie durch A-priori-
Wahrscheinlich "eilungen charakterisiert  sind,

wobei die besten Schitzwerte fiir die

Der beste Schitzwert von w ist der arithmetische Mittel-
wert w, der wie folgt gewonnen wird:

%,// ode
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(a+8,,)  ®5

M=

- 12 1
w=— 3 W, =—
n,o n

k=1

Die GroBe z wird dann geschiitzt durch f(w) = f(a, S,
41> 43> - q,), und den Schitzwert y%(z) ihrer Varianz
0%(z) gewinnt man aus Gleichung (E.3},,Wenn der Ein-

Atzten Varianzen zu ¢ und

mit 4?(c) und 4,}@ B) ‘séwic unter der Annahme, daB die
% N . .
bag gswerte unkorreliert sind, erhilt

% 87(4) in 4.2.2 berechneten Beobachtungswerten g,
Vi) s?‘(qk)/n:sz(q) die empirische Varianz  zum

fittelwert g [Gleichung (5) in 4.2.3] ist.

In der waditionellen Terminologie wird das dritte
Glied auf der rechten Seite von Gleichung (E.6)
"zufélliger" Beitrag zur geschiitzten Varianz u?(z) ge-
nannt, weil es normalerweise mit der Erhthung der An-
zahl n der Beobachtungen abnimmt, wihrend die ersten
beiden Glieder "systematische" Beitriige genannt werden,
weil sie nicht von » abhiingen.

Wichtiger noch ist, da} Gleichung (E.6) in einigen tradi-
tionellen Darstellungen der Unsicherheit beim Messen als
fragwiirdig betrachtet wird, da sie nicht zwischen Unsi-
cherheiten auf Grund von systematischen Einfliissen und
solchen auf Grund von zufilligen Einfliissen unterschei-
det. Insbesondere wird das Kombinieren von Varianzen,
die aus A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilungen gewon-
nen wurden, mit solchen, die aus Hiufigkeitsverteilungen
gewonnen wurden, mif8billigt, da der Begriff der Wahr-
scheinlichkeit nur fiir Ereignisse gelten soll, die viele Ma-
le unter im wesentlichen gleichen Bedingungen wieder-
holt werden kénnen, wobei die Wahrscheinlichkeit p ei-
nes Ereignisses (0 < p < 1) die relative Hiufigkeir angibt,
mit der es eintrits,

Im Gegensatz zu dieser hiufigkeitsorientierten Auffas-
sung der Wahrscheinlichkeit besteht ein weiterer, ebenso
giiltiger Standpunkt darin, dal die Wahrscheinlichkeit ein
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MaB fiir den Uberzeugtheitsgrad davon ist, da ein Ereig-
nis eintritt [13, 14]. Man nehme beispiclsweise an, man
hitte die Chance, einen kleinen Geldbetrag D zu gewin-
nen und sei ein verniinftiger Wetter. Der Uberzeugtheits-
grad vom Eintreten des Ereignisses A ist p = 0,5, wenn
man den beiden Wettmdglichkeiten indifferent gegen-
iibersteht: (1) Erhalt von D bei Eintreten des Ereignisses
A und nichts bei Nichteintreten desselben; (2) Erhalt von
D bei Nichteintreten des Ereignisses A und nichts bei Ein-
treten desselben. Die Empfehlung INC-1 (1980), auf der
der vorliegende Leitfaden basiert, vertritt implizit diese
Auffassung der Wahrscheinlichkeit, da sie Ausdriicke wie
Gleichung (E.6) zur Berechnung der kombinierten Stan-
dardunsicherheit eines MeBergebnisses fiir geeignet an-
sieht.

E3.6 Durch die Auffassung der Wahrscheinlichkeit als
Uberzeugtheitsgrad sowie die Berechnung und Angabe
der Unsicherheit beim Messen auf der Grundlage der
Standardabweichung (Standardunsicherheit) und des Un-
sicherheitsfortpflanzungsgesetzes {Gleichung (E.3)], wie
es im vorliegenden Leitfaden geschieht, ergeben sich drei
klare Vorteile:

a) das Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz gestattet
es, die kombinierte Standardunsicherheit eines Ergebnis-
ses problemlos in die Berechnung der kombinierten Stan-
dardunsicherheit eines anderen Ergebnisses einzubezie-
hen, bei dem das erste Ergebnis verwendet wird,

trauens entsprechen;

¢) es ist unndtig, Komponenten fiir g
der Unsicherheit in "zufallige" und "syste
auf andere Weise) einzuteilen, da alle Unjg

19
wendungszweck der entsrechen ép

gesprochen, aus dem -,6’ ext, in dem die Gréfe in dem

mathematischen Model]

H f} k : t Cis117 "

wird, kann eine "z Kom-
i, ka "e ¢ "zufillige" Ko
atischen” Komponente werden

mter ¢) angegebenen Grund werden
Unsicherheitskomponenten in der Empfehlung INC-1
(1980) nicht in "zufillige" und "systematische” Kompo-
nenten unterteilt. Soweit es um die Berechnung der kom-
binierten Standardunsicherheit c¢ines Mefergebnisses

geht, ist eine solche Einteilung von Unsicherheitskompo-
nenten in der Tat nicht notwendig und eine wie auch im-
mer geartete Klassifizierung nicht wirklich erforderlich.
Da bequeme Begriffsmarken aber mitunter bei der Kom-
munikation und Auseinandersetzung iiber Ideen hilfreich
sein konnen, liefert die Empfehlung INC
Schema zur Klassifizierung zweier Metho /{

Durch die Klassifizierung der
sicherheitskomponenten ermitte
das prinzipielle Problem, das mi

gagtén Streuung der Ausgangswerte einer
inrichtung (sieche 3.4.3).
Z

ngangsgrﬁBe unabhéngig davon, wie er gewonnen
als Standardunsicherheit, d.h. als geschitzte Stan-

Gleichung (E.3) eingesetzt werden. Insbesondere dann,
wenn in Gleichung (E.3) die "Grenze fiir maximale Ab-
weichung” (die groBte denkbare Abweichung vom ver-
mutlichen besten Schitzwert) verwendet wird, ist die Be-
deutung der sich ergebenden Unsicherheit schlecht defi-
niert; sie 146t sich nicht fiir nachfolgende Unsicherheits-
berechnungen fiir andere Groflen heranziehen (siehe
E.3.3).

E.4.2 Kann die Standardunsicherheit einer Eingangs-
groBe nicht durch Analyse einer angemessenen Anzahl
von mehrmaligen Beobachtungen ermittelt werden, muf
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung herangezogen werden,
die eine geringere Kenntnisgrundlage aufweist als eigent-
lich erforderlich wire. Dadurch wird die Verteilung nicht
etwa ungiiltig oder unrealistisch. Wie alle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen ist sie ein Ausdruck des Umfangs an
vorhandenen Kenntnissen.

E.4.3 Berechnungen, dic auf mechrmaligen Beobach-
tungen beruhen, sind nicht unbedingt denen iiberlegen,
die mit anderen Mitteln vorgenommen werden. Es sei die
empirische Standardabweichung s(a) des Mittelwerts aus
n unabhéngigen Beobachtungswerten ¢, einer normalver-
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teilten Zufallsgrofe ¢ [siche Gleichung (5) in 4.2.3] be-
trachtet. Die GroBe s(g) ist eine KenngroBe (siche
C.2.23), mit der 0(3) geschiitzt wird, die Standardabwei-
chung der Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢ , das heift
der Verteilung der Werte von ¢ , die man erhielte, wenn
die Messung eine unendliche Anzahl von Malen durchge-
filhrt wiirde. Die Varianz o%(s(¢)] zu s(g) ist nihe-
rungsweise gegeben durch

o?[s(@)] =0 (g)/2v ®7)

wobei v = n — 1 die Freiheitsgrade von s(q ) sind (siche
G.3.3). Somit betrigt die Standardunsicherheit, die gege-
ben ist durch den Quotienten a[s(})] / 0(5) und als Mal}

fiir die relative Unsicherheit von s(;]-) genommen werden
kann, niherungsweise [2(n — 1)]"*2. Diese "Unsicherheit
der Unsicherheit" von -(;, die sich aus dem rein statisti-
schen Grund der begrenzten Probennahme ergibt, kann
tiberraschend grof sein: fiir » = 10 Beobachtungen betragt
sie 24 %. Dieser und weitere Werte sind in Tabelle E.1
aufgefiihrt, aus der hervorgeht, dafl die Standardabwei-
chung einer statistisch geschitzten Standardabweichung
fiir die praktischen Werte von » nicht vernachlissigt wer-
den darf. Es 148t sich daraus schlieen, dal Berechnungen
der Standardunsicherheit nach Ermittlungsmethode

n unabhingigen Beobachtungen einer no ////
ZufallsgroBe ¢ dividiert durch die Stgndardaby
des Mittelwerts(®) -

Anzahl der Beobachtungen

iy, Werte wurden anhand des genauen Aus-

N
7 q), nicht des niherungsweisen Ausdrucks
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lungsmethode B und daf in vielen Mefsituationen in der
Praxis, bei denen die Anzahl der Beobachtungen begrenzt
ist, nach Ermittlungsmethode B gewonnene Komponenten
besser bekannt secin konnen als die nach Ermittlungs-
methode A gewonnenen.

%
stische Parameter sind, die Zufal /”’;/’
so wurde argumentiert, gébe |

"wahrhaft systematischen
{///{"é"
A

19,5

eine Verschiebung mit eip

die bei jeder ErmittlungZslgich
.gg; g,,g. (a2

N

Gglicherweise signifikant an-
Bt sie sich durch eine wie einfach

et i
Verschlebung und ihre mogliche Signi-

en wird. Betrachtet man die Wahrschein-
s ein Maf der Uberzeugtheit davon, daB ein
itritt, kann der Beitrag eines solchen systema-
influsses in die kombinierte Standardunsicher-

keitsverteilung ermittelt und auf dieselbe Weise wie jede
idere Standardunsicherheit einer Eingangsgrofle behan-

BEISPIEL: Die Spezifikation fiir ein bestimmtes MeBver-
fahren erfordere die Berechnung einer bestimmten Ein-
gangsgrofe aus einer speziellen Potenzreihenentwicklung,
deren Glieder hoherer Ordnung nur ungenau bekannt sind.
Der systematische EinfluB, der daraus resultiert, daf§ diese
Glieder nicht genau behandelt werden konnen, fiihrt zu ei-
ner unbekannten festen Verschiebung, die durch Wiederho-
Iung des Verfahrens nicht stichprobenmiBig experimentell
ermittelt werden kann. Daher kann die zum Einfluf gehori-
ge Unsicherheit nicht errechnet und in die Unsicherheit des
Endergebnisses der Messung eingebracht werden, wenn
man eine streng héufigkeitsorientierte Auffassung von der
Wahrscheinlichkeit vertritt. Fat man Wahrscheinlichkeit
hingegen als Uberzeugtheitsgrad auf, so 148t sich die den
Einfluf kennzeichnende Unsicherheit aus einer A-priori-
Wahrscheinlichkeitsverteilung ermitteln (die aus dem ver-
fiigbaren Wissen iiber die ungenau bekannten Glieder herge-
leitet wird) und wie jede andere Unsicherheit in die Berech-
nung der kombinierten Standardunsicherheit des MeBer-
gebnisses einbezichen.
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E.5  Vergleich zweier Unsicherheitsauffas-
sungen

E.5.1 Der Schwerpunkt des vorliegenden Leitfadens
liegt eher auf dem MefBergebnis und seiner errechneten
Unsicherheit als auf nicht fafbaren Grofien wic "wahrer”
Wert und Meflabweichung (siche Anhang D). Durch die
Sichtweise, dal das MeBergebnis einfach der der MeB-
grofe zugeordnete Wert ist und daff die Unsicherheit die-
ses Ergebnisses ein Maf fiir die Streuung der Werte ist,
die der MeBgréfie verniinfligerweise zugeordnet werden
konnen, wird im vorliegenden Leitfaden die oft verwir-
rende Anbindung der Unsicherheit an die nicht fafbaren
Groflen “wahrer” Wert und MeBabweichung geldst.

E.5.2 Diese Anbindung erklért sich aus einer Interpre-
tation der Ableitung von Gleichung (E.3), dem Unsicher-
heitsfortpflanzungsgesetz, unter dem Aspekt von
“wahrem" Wert und Meabweichung. In diesem Fall wird
A; als der unbekannte, eindentige "wahre" Wert der Ein-
gangsgroBe w; betrachtet, wobei sich jedes w; zu scinem
"wahren" Wert 4; nach w; = u; + ¢ verhilt, wobei ¢; die
MeBabweichung von w; ist. Der Erwartungswert der
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir jedes ¢; wird als Null
angenommen, L(g) = 0, wobei fiir die Varianz gilt:
E(&?)=0?. Aus Gleichung (E.1) wird dann

N
&= zi &
i=1OW;

"wahre" Wert von z sind. Nimmt man dann %:}z
tungswert des Quadrats von &,, so erhiilt man s/f,/\/q/ 6]
chung, die in der Form mit Gleichung ( entis Ao
in der jedoch E(&2)=02 die V.

2 1
7

7
a au{?

s 2
0,
Dasionskocffizi-

)
und py; =v(g;,€; )/(a? o})/Z der Korr

ent von & und ¢ sind mit der Kovar

" . 24
von & und ¢ Die Varianzen un@’Kg ratia
an die Mefabweichungen dr Fing

“2
Eingangsgrofen selbst gebufide

en, da} dic Wahr-

systematischeM eBah

auf die gleiche Weise wie

behandelt werden kann und

/i”"’%t'
%

E.5.3 In der Praxis fiihrt eine unterschiedliche Betrach-
tungsweise nicht zu Unterschieden im Zahlenwert des
MeBlergebnisses oder der zu diesem Ergebnis gehdrigen
Unsicherheit.

Schitzwerle der Eingangsgrofien w, yr 7
besten Schitzwerts von z aus der Funktign

érden koénnen,
oder als beste Schiitzwerte voi Y ahren" Werten

ansieht.

0

O
St

7

2 . )
¢ keine Unsicherheit haben. Das
hit rte fiir die Standardabwei-

. . =, . . .
sicherheitep, Fillen identisch sind und denselben
Zahlenwerp fuzjente Unsicherheit ergeben. Wiederum er-

ZZKNMERKUNG: Ohne die Annahme aus E.5.2 wiirde das in

diesem Unterabschnitt Gesagte nicht gelten, es sei denn,
alle Schitzwerte der Eingangsgrofien sowie die Unsicher-
heiten zu diesen Schitzwerten wurden aus der statistischen
Analyse mehrmaliger Beobachtungen, das heiffit nach Er-
mittlungsmethode A gewonnen.

E.5.4 Obwohl sich beim Vorgehen auf der Grundlage
des "wahren" Werts und der MeBabweichung dieseiben
Zahlenwerte ergeben wie bei dem im vorliegenden Leit-
faden gewihlten Ansatz (vorausgesetzt, dic Annahme aus
E.5.2 wird herangezogen), beseitigt die im vorliegenden
Leitfaden vertretene Auffassung die Verwechslung von
MeBabweichung und Unsicherheit (siche Anhang D). In
der Tat wird durch das Vorgehen im vorliegenden Leitfa-
den, bei dem der Schwerpunkt auf dem beobachteten
(oder geschitzten) Wert einer Grofie und der beobachte-
ten (oder geschitzien) Streuung dieses Werts liegt, jeg-
liche Erwihnung der Meflabweichung vollstindig iiber-
fliissig.
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Dieser Anhang enthiilt zusitzliche Vorschlige zur Ermitt-
lung von Unsicherheitskomponenten, die vor allem von
praktischer Natur sind und die bereits in Kapitel 4 ge-

machten Vorschldge erginzen sollen.

F.1  Aus mehrmaligen Beobachtungen er-

mittelte Komponenten: Ermittlungsmethode

A der Standardunsicherheit

bezeichnet. Hierbei wird félschlich 1mp1%zwrt
. NN

durch bloBe Anwendung statistischer Bgrigin

achtungswerte ermitteln 148t und daf ihreZ

nerlei Beurteilung erfordert.

F.1.1.2 Es ist zuerst danach zu {4}

%

die mehrmaligen Beobachfidz

5255

&

¢ Materialeigenschaft ist
chaft einer gegebenen Probe des
,:/ Beobachtungen nicht unab-

Gehort zu einem MefBverfahren der Nullabgleich eines
Mefigerits, muf dieser bei jeder Wiederholung ebenfalls
erneut erfolgen, selbst wenn wihrend der Beobachtungs-
zeit nur eine vernachldssigbare Drift aufgetreten ist, da
dem Nullabgleich potentiell eine statistisch ermitielbare
Unsicherheit zugeordnet werden kann.
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yicder ins Gleichgewicht zuriickgekehrt ist),
Kann selbst bei konstantem barometrischem

3 Zweitens ist zu fragen, ob alle als zufillig ange-

), Jemmenen Einfliisse auch wirklich zufillig sind. Sind

ittelwerte und Varianzen ihrer Verteilung konstant, oder
gibt es wihrend der mehrmaligen Beobachtungen viel-
leicht eine Drift des Werts einer nicht gemessenen Ein-
fluBgrofe? Wenn eine hinreichende Anzahl von Beobach-
tungswerten  vorliegt, konnen die arithmetischen
Mittelwerte der Ergebnisse aus der ersten und der zweiten
Halfte des Beobachtungszeitraums sowie ihre empirischen
Standardabweichungen berechnet und die beiden
Mittelwerte  miteinander  verglichen werden, um
beurteilen zu konnen, ob die Differenz zwischen ihnen
statistisch  signifikant ist und ob somit ein EinfluR
vorhanden ist, der sich zeitlich verindert.

F.1.1.4 Wenn dic Werte der "iiblichen Versorgung" im
Labor (Spannung und Frequenz der Stromversorgung,
Wasserdruck und -temperatur, Stickstoffdruck usw.) Ein-
fluBgréfen darstellen, tritt bei deren Schwankungen nor-
malerweise ein starkes nichtzufilliges Element in Er-
scheinung, das nicht iibersehen werden darf.

F.1.1.5 Wenn dic niedrigstwertige Stelle einer Digitalan-
zeige wihrend einer Beobachtung stindig infolge von
"Rauschen” schwankt, fillt es mitunter schwer, nicht un-
bewufit perstnlich bevorzugte Werte dieser Stelle auszu-
wihlen. Es ist dann besser, die Anzeige in einem beliebi-
gen Moment auf irgendeine Weise einzufrieren und das
eingefrorene Ergebnis zu registrieren.
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F.1.2 Korrelationen

Viele der in diesem Abschnitt diskutierten Aspekte gelien
auch fiir die Ermittlungsmethode B der Standardunsicher-
heit.

F.1.2.1 Die zu den Schitzwerten zweier Eingangsgrofen
X; und Xj gehdrende Kovarianz kann als Null angesetzt
oder als unbedeutend gelten, wenn

a) X; und X § unkorreliert sind (die Zufallsgréfien,
nicht die physikalischen Grofien, die als Invarian-
ten angesehen werden, siehe 4.1.1, Anmerkung 1),
zum Beispiel weil sie mehrmals, jedoch nicht
gleichzeitig in verschiedenen unabhingigen Expe-
rimenten gemessen wurden oder weil sie Ergebnis-
groflen aus verschiedenen Ermittlungen darstellen,
die unabhingig voneinander erfolgt sind,

b) eine der GroBien X; und X; als Konstante betrachtet
werden kann, oder

¢) die Informationen zur Errechnung der zu den
Schitzwerten von X; und X; gehorigen Kovarianz
unzureichend sind.

ANMERKUNGEN

1 Andererseits ist es in bestimmten Fillen wie dem Refe-
renzwiderstandsbeispiel aus Anmerkung 1 zu 5.2.2 offen-
sichtlich, daf} die EingangsgréBen vollkommen korreli
sind und daB die Standardunsicherheiten fiir ihre Schitzwer-
te linear zu verkniipfen sind.

e

2 Verschiedene Experimente kénnen auch nicht ypg
gig voneinander sein, wenn zum Beispiel jeweils
Mefigerit benutzt wurde (siehe F.1.2.3).

F.1.2.2 Ob zwei mehrmals und gleichzejis

Eingangsgrofien korreliert sind, LRt sic

der Temperatur nicht oder sc@ec
wenn die Umgebungstem

kanten Unsiceit zum Schitzen der Werte der Ein-
gangsgrofien verwendet werden. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit seien zwei Eingangsgrofen X, und X,
durch die Werte x; und x, geschitzt und abhingig von ei-

CIH

%

ner Menge unkorrelierter Variablen @y, 0, , ..., Q; . So-
mit gilt X; = F(Qy, @ , ..., @) und Xy = G(Qy, @7 , ...,
Qy), obwohl einige dieser Variablen tatsichlich nur in der
cinen und nicht in der anderen Funktion auftreten kénnen.
Wenn u%(q)) die geschitzte Varianz ist, die zum Schitz-

wert g; von Q; gehort, dann gilt fiir die 1 gehdrende
geschitzte Varianz nach Gleichung (l%a%

. . . V4
und ein dhnlicher Ausdruck fu
Kovarianz zu x; von x, ist gegébend

Da nur diejenig
BF/aq, # 0 ung
Kovarianz gléigh
Variable habg

anz sowohl eine statistische Komponente [siche Glei-
chung (17) in 5.2.3] als auch eine Komponente besitzt,
die sich aus dem hier Diskutierten ergibt.

BEISPIELE

1 Ein Widerstandsnormal Rg wird bei derselben Messung
sowohl zur Ermittlung des Stroms [ und der Temperatur ¢
verwendet. Der Strom wird durch Messung der elektrischen
Spannung an den Anschliissen des Normals mit einem digi-
talen SpannungsmeBgerdt ermittelt, die Temperatur wird
mit einer WiderstandsmefBbriicke und dem Normal, dem
Widerstand R (¢) eines kalibrierten TemperaturmeBfiihlers,
dessen Temperatur-Widerstands-Beziehung im Bereich
15°C <t < 30°C ausgedriickt wird durch t=aR3(t)—to,
ermittelt, wobei @ und ¢, bekannte Konstanten sind. Somit
wird der Strom durch die Beziehung I = VS/RS und die
Temperatur aus der Beziehung ¢ = (ZﬂZ(Z)RSZ ~1, ermittelt,
wobei B(f) das mit der Briicke gemessene Verhiltnis

R(/Rgist.

Da dem Ausdruck fiir / und dem Ausdruck fiir ¢ nur die
Grofie Rg gemeinsam ist, ergibt Gleichung (F.2) fiir die Ko-
varianz von / und ¢:
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al ot ,
Iy=—— R
u( ) aRS aRS . ( S)

[~ | 2aprors) w2 (Rs)
R

20 +¢
=———(R2 o) u*(Rs)
S

(Der Einfachheit halber wird in diesem Beispiel das gleiche
Formelzeichen sowohl fiir die EingangsgriBe als auch fiir
deren Schitzwert verwendet.)

Um einen Zahlenwert fiir die Kovarianz zu erhalten, setzt
man in diesen Ausdruck die Zahlenwerte der MeRgrofien 1
und ¢ und die im Kalibrierschein des Widerstandsnormals
angegebenen Werte von Rg und u(Rg) ein. Die Einheit von
u(l, 1) ist offensichtlich A - °C, da die Dimension der relati-
ven Varianz [u(Rs)/RS]2 Eins ist (das heift, daB es sich bei
letzterer um eine sogenannte dimensionslose GroBe han-
delt).

Weiterhin sei eine Gréfe P durch die Beziehung
P=CyI 2y (T +1) zu den Eingangsgrofen / und ¢ charak-
terisiert, wobei C, und T} bekannte Konstanten mit vernach-
lissigbaren Unsicherheiten [u2 (Co) =0, UE(Ty)= 0] sind.

2

29%

PPy W) w(l,t) 0
-4 + 5
ITy+t) (Ty+1)

77

=4
=4

p? I?

brierung aller Widerstiinde durch R ; = 0,Rg angegeben, wo-
bei u(a;) die Standardunsicherheit des aus mehrmaligen Be-
obachtungen gewonnenen gemessenen Verhiltnisses o ist.
Weiterhin gelte fiir jeden Widerstand o;= 1, und u(or) sei

%
Gleichung (13) in 5.2.2 ergibt dann fiir die Varianz von P das Normal.
.

2
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fir jede Kalibrierung im wesentlichen gleich, so daB
u(0,) = u(e). Die Gleichungen (F.1) und (F.2) ergeben
uXR) = R§u2(a)+u2 (Ry) und u(R‘.,Rj)zuz (Ry). Dies
impliziert durch Gleichung (14) in 5.2.2, daf fiir den Korre-
lationskoeffizienten zweier beliebiger Widerstinde (i # j)
gilt:

Da u(Rg)/Rg = 104,
ry = 0,5 fir u(a) = 1>
= 1x106 gilt r; =
und u(R)—>u(Ry).

Y2 gijt ry; = 0,990; und fiir u(a)
(@) —0, streben also ri 1

) o die Vergleichsunsicherheit, wie es héufig
der Praxis vorkommt, gegen die Unsicherheit des

2
lle kalibrierten MeBeinrichtungen die gleiche wie fiir

2
9

J

2k 1,24 Die- erforderliche Einfilhrung der Kovarianz

u(x;, x;) 1aBt sich umgehen, wenn die urspriingliche Men-
ge von EingangsgroBen X;, X, , ..., Xy, von denen die
MefBgrofle Y abhingt [siche Gleichung (1) in 4.1], so um-
definiert wird, daB8 sie als zusitzliche unabhingige Ein-
gangsgrofen jene Grofien Q; enthiilt, die einer oder meh-
reren der urspriinglichen X; gemeinsam sind. (Es konnen
zusétzliche Messungen erforderlich sein, um die Bezie-
hung zwischen Q; und den betroffenen X; vollstindig auf-
zustellen.) Es mag jedoch in einigen Situationen beque-
mer sein, die Kovarianzen beizubehalten als die Anzahl
der Eingangsgroflen zu erhghen. Ein dhnliches Verfahren
148t sich fiir die beobachteten Kovarianzen von gleichzei-
tigen mehrmaligen Beobachtungen durchfithren [siehe
Gleichung (17) in 5.2.3], doch ist die Identifizierung von
geeigneten zusitzlichen Eingangsgrofen hiufig ad hoc
und unphysikalisch.

BEISPIEL: Werden in Beispiel 1 des vorigen Abschnitts die
Ausdriicke fiir / und # durch Ry in den Ausdruck fiir P ein-
gesetzt, so ergibt sich

2
CO VS

P=
RSZ[TO +af2()R? —zo]

und die Korrelation von I und ¢ wird vermieden, indem die
Eingangsgrofien J und ¢ durch die GréBen Vg, Rgund § er-
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setzt werden. Da diese Groflen unkorreliert sind, erhilt man
die Varianz von P aus Gleichung (10) in 5.1.2.

F.2  Auf andere Weise ermittelte Kompo-
nenten: Ermittlungsmethode B der Standard-
unsicherheit

F.2.1 Der Bedarf der Ermittlungsmethode B

Wenn ein metrologisches Institut unerschépfliche Zeit
und Mittel hiitte, konnten alle denkbaren Ursachen fiir
Unsicherheiien erschopfend untersucht werden, zum Bei-
spiel die Verwendung verschiedener Typen und Arten von
MefBgeriten, verschiedener Mefiverfahren, verschiedener
Anwendungsarten dieser Verfahren sowie verschiedener
Naherungen bei den theoretischen Modellen der Messung.
Die mit all diesen Ursachen verbundenen Unsicherheiten
konnten dann anhand einer statistischen Analyse von Rei-
hen von Beobachtungen ermitteli und die Unsicherheit fiir
jede Ursache durch eine statistische ermittelte Standard-
abweichung gekennzeichnet werden. Mit anderen Worten,
alle Unsicherheitskomponenten wiren nach der Ermitt-
lungsmethode A gewonnen, Da aber cine solche Untersu-
chung wirtschaftlich nicht praktikabel ist, miissen viele
Unsicherheitskomponenten auf andere, praktikable Weise
ermittelt werden.

F.2.2 Mathematisch determinierte Verteilungen

F.2.2.1 Auflosung einer Digitalanzeige

Beispiel alle mehrmaligen Anzeigen identisch
re die der Wiederholbarkeit zuzuordnende,Me
heit keineswegs gleich Null, denn es gibt

2,
2
=

b

von Emgapgssxgnalen, Q1e cin bekanntes 64' vﬁ% bdek-

ken und dieselbe Anzeige ergeben. Wen /, aflosung
. . . . . N,

der Anzeigeeinheit mit dx bezeichnef wird ’-/ kann der

nzeige X erzeugt,
gz Stelle im Be-
reich X — 8x/2 bis X + 8x/2,
durch eine rechteckige
(siche 4.3.7 und 4.4.5) der

(8x)%/12 beschricben, f:/« urch eine Standardunsicherheit
N

/2 einer Anzeigeeinheit, deren

kleinste sigﬁkan 251e g betrdgt, eine Varianz auf
Y % . .

Grund der AGiT6stg der Einheit von 2 = (1/12)g? und

sherheit u = (1/v12)g =029 g.

F.2.2.2 Hysterese

Bestimmte Arten von Hysterese verursachen cine #hnli-
che Unsicherheit. Die Anzeige eines Mef3geréts kann um
einen festen und bekannten Betrag abhiingig davon ab-
weichen, ob die aufeinanderfolgenden Apzei i
gend oder fallend sind. Der geiibte Begie # -/
Richtung aufeinanderfolgender Anzeiges

ichtung der
onnen im
MefBgerdt verdeckte Schwank ung
wichtspunkt herum auftreten, s
Richtung abhingt, von der au;
diesen Punkt erfolgt ist.
Ausgaben &x ist,

u? = (8x)?/12, und die

Hyslerese betriigt u = 4,290

nur im 16. Bit unterscheidet, verbleibt nur ein
fikantes Bit. Solche Ereignisse treten bei der Berech-
von “schlecht konditionierten" Algorithmen auf und

,«/ dann oft schwer vorhersagbar. Man kann die Unsi-

] erheit empirisch ermitteln, indem man die fiir die Be-
rechnung wichtigste Eingangsgrofie (meist gibt es eine,

die sich proportional zum Wert der Ausgangsgrofe ver-
hélt) in kleinen Schritten erhéht, bis sich die Ausgangs-
groBe dndert. Die kleinste Anderung der AusgangsgroBe,
die auf diese Weise erreicht werden kann, kann als Mal3
fiir die Unsicherheit herangezogen werden: wenn dies dx

ist, so gilt #2 = (8x)2/12 und 1 = 0,295x.

ANMERKUNG: Man kann die Unsicherheitsberechnung
iberpriifen, indem man das Ergebnis der Berechnung auf
einem Computer mit begrenzter Wortldnge mit jenem ver-
gleicht, das man auf einem Computer mit deutlich gréBerer
Wortlénge erhilt.

F.2.3 Fremde Eingangswerte

F.2.3.1 Ein fremder Wert fiir eine Eingangsgrofe ist ein
Wert, der nicht im Verlauf einer gegebenen Messung,
sondern von anderer Seite als Ergebnis einer unabhingi-
gen Ermittlung gewonnen wurde. Hiufig ist ein solcher
Wert mil einer Aussage iiber seine Unsicherheit versehen.
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So kann die Unsicherheit zum Beispiel als Standardab-
weichung, Mehrfaches einer Standardabweichung oder
halbe Weite eines Bereichs mit angegebenem Vertrauens-
niveau ausgedriickt sein. Alternativ hicrzu kénnen obere
und untere Grenzen angegeben oder gar keine Informa-
tionen iiber die Unsicherheit geliefert worden sein. Im
letzteren Fall miissen die Nutzer des Werts ihre cigenen
Kenntnisse iiber die GroBenordnung der Unsicherheit auf
Grund der Art der Grofle, der Zuverlissigkeit der Quelle,
den in der Praxis gewonnenen.Unsicherheiten fiir solche
Grofien usw. cinsetzen,

ANMERKUNG: Die Diskussion der Unsicherheit von
fremden Eingangsgréfen wird in diesem Abschnitt der
leichteren Darstellung halber unter der Ermitttungsmethode
B der Standardunsicherheit behandelt. Die Unsicherheit ei-
ner solchen GroBe kann sich entweder ausschlieBlich aus
nach Ermittlungmethode A gewonnenen Komponenten oder
aus Komponenten, die nach Ermittlungsmethode A, und
Komponenten, die nach Ermittlungsmethode B gewonnen
wurden, zusammensetzen. Da es fiir die Berechnung der
kombinierten Standardunsicherheit nicht notwendig ist,
zwischen Komponenten zu differenzieren, die nach der ei-
nen oder der anderen Ermittlungsmethode gewonnen wur-
den, ist es auch nicht erforderlich, die Zusammensetzung
der Unsicherheit einer fremden EingangsgroBe zu kennen.

F.2.3.2 Einige Kalibrierlabors driicken "Unsicherheit” i
Form von oberen und unteren Grenzen aus, die einen B
reich angeben, der e¢in "Mindestvertrauensn'
aufweist, zum Beispiel "mindestens" 95 %. Dies kann &
Beispiel fiir eine sogenannte "sichere” Unsicherhei
E.1.2) angesehen werden, die sich nicht in eine S
unsicherheit umwandeln 1i8t, ohne daf man weif
berechnet wurde. Liegen hinreichende Infori
iiber vor, kann si¢ nach den Regeln des@o;
Z

Jfadens neu berechnet werden; anderenfglls4s
2

hingige Ermittlung mit den jeweils 4
henden Mitteln vorzunehmen.

F.2.3.3 Einige Unsicherh@
Hochstgrenzen ausgedriicks,
GroBe liegen sollen. Es/wird%;

daB die in diesen Gren#éh

fden rte alle gleich
%, 1 en Werte alle g

wahrscheinlich sind (Rechte Kyerteilung der Wahrschein-

7 ilun F i -
;}z \ erteifung darf jedoch nicht ange

Sngs Grund fiir die Erwartung gibt,
alp7dieser Grenzen in Grenznihe

n. Eine Rechteckverteilung der
e Varianz a2/3; eine Normalveriei-
e halbe Weile eines Bereichs mit einem
Grad des Vertrauens von 99,73 Prozent ist, hat die
Varianz a%/9. Es diirfie verniinftig sein, einen Kompromif
zwischen diesen beiden Werten zu finden, indem man
zum Beispiel eine Dreieckverieilung annimmt, deren

Varianz a?/6 betrigt (siche 4.3.9 und 4.4.6).
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F.24 Gemessene Eingangswerte

F.2.4.1 Einmalige Beobachtung, kalibrierte MeBge-
rate

Wenn c¢in Eingangsschitzwert durch
obachtung mit einem bestimmie
wurde, das mit einem Normal von g&xi
kalibriert wurde, so liegt die Unsicherf
hauptsichlich in der Wied
mehrmaliger Messungen 't
cherweise zuvor schon ein
vielleicht nicht unbedingt
werl, jedoch hinreiche alie,

s
Vi
//

i demselben Ausgabe-
um genutzt werden zu
zunchmen, daf die Vari-

anz fiir den Eingary
solche Informatiopch
efigerits, den bekannten Vari-
(¢ der gleichen Bauart usw. eine

anzen ander
el werden.

Schilzung ',/

p Bgeriiten liegt ein Kalibrierschein oder eine
ve bei. Die meisten MeBgerite werden jedoch
or schriftlich niedergelegten Norm hergestellt und
2der vom Hersteller oder von einer unabhingigen In-
pution daraufhin gepriift, ob sie dieser Norm entspre-
chen. Die Norm enthilt iiblicherweise meBtechnische

2y, orderungen, hiufig in Form von "hochstzulassigen Ab-

weichungen”, die von dem Mefgerit einzuhalten sind.
Die Einhaltung dieser Forderungen wird durch Vergleich
mit einem Referenzgerit iiberpriift, dessen héchstzuléissi-
ge Unsicherheit iiblicherweise in der Norm angegeben ist,
Diese Unsicherheit wird dann zu einer Unsicherheitskom-
ponente des gepriiften Mefgeriits.

Wenn iiber die charakteristische Abweichungskurve des
gepriiften MeBgerits nichts bekannt ist, muf die gleiche
Wahrscheinlichkeit fiir jeden Wert der Abweichung in-
nerhalb der zuldssigen Grenzen, das heiflt eine Rechteck-
verteilung der Wahrscheinlichkeit, angenommen werden.
Jedoch haben bestimmte Arten von MefBgeriten solche
Kalibrierkurven, bei denen die MeBabweichungen zum
Beispiel in einem Teil des MeRbereichs stets positiv, in
anderen stets negativ sind. Mitunter lassen sich solche In-
formationen in der schriftlich niedergelegten Norm nach-
lesen.

F.2.4.3 Uberwachte Grofen

Messungen finden hiufig unter iiberwachten Referenzbe-
dingungen statt, die fiir eine Reihe von Messungen als
konstant angenommen werden. Zum Beispiel konnen
Messungen an Proben vorgenommen werden, die sich in
einem gerithrten Olbad befinden, dessen Temperatur von
einem Thermostat geregelt wird. Die Temperatur des Ba-
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des kann bei jeder Messung der Probe gemessen werden,
aber wenn sich die Temperatur des Bades zyklisch 4ndert,
ist die Momentantemperatur der Probe unter Umstinden
nicht dieselbe wie die vom Thermometer im Bad ange-
zeigte Temperatur. Die Berechnung von Temperatur-
schwankungen einer Probe auf der Grundlage der Wirme-
transporttheorie sowie ihrer Varianz sprengt den Rahmen
des vorliegenden Leitfadens, jedoch mul} sie von einem
bekannten oder angenommenen Temperaturzyklus fiir das
Bad ausgehen. Dieser Zyklus 146t sich durch ein feines
Thermoclement und einen Temperaturschreiber beobach-
ten. Wenn dies nicht méglich ist, 14B¢ sich eine Niherung
aus den Kenntnissen iiber die Art der Regelung herleiten.

F.2.4.4 Asymmetrische Verteilungen moglicher Werte

Es gibt Fille, in denen alle méglichen Werte einer Gréfie
auf einer Seite neben einem einzigen Grenzwert liegen.
Mifit man zum Beispiel die feste senkrechte Hohe h
{MeBgroBe) der Fliissigkeitssdule in einem Druckmesser,
kann es sein, daB die Achse des HshenmeBgerits in einem
kleinen Winkel S von der Vertikalen abweicht. Die vom
Gerit festgelegte Entfernung [ ist stets grdfer als h; es
sind keine Werte kleiner als 4 moglich. Das liegt daran,
daB h gleich der Projektion lcos 8 ist, womit [ = h/cos f3
und alle Werte von cos 8 kleiner als 1 sind; es sind keine
Werte grofler als 1 moglich. Diese sogenannte
"Kosinusabweichung" kann auch so in Erscheinung treten,
daf die Projektion A'cos S der MeBgroBe A’ gleich der be

obachtete Entfernung ist also stets kleiner als die gf;
grofie.

(10) aus 5.1.2 auf die Gleichungen
(F3a) und (F3b) fir u2(h) und u2(h)
(- und + entsprechend eingesetzt):

u2 = (1782 () +1°u2 (5) (F4a)

~u?(]) 1122 (5)

{F.4b)

%
st/ Obwohl f so-
annehmen kann, ist
d=1-cos S fiir alle Wert /"’" sitiv. Wird der Ver-
// 74

satz der Geriteachse als pi@l

proportional zu
sinfdf. Die Wahrscheinlichkeits-

Jdéhtew, p(5) sind in den beiden Fillen diejenigen

friicke, die zur Ermittlung des Erwartungswerts und
/5 . .

arianz von & zur Verwendung in den Gleichungen
(5.3) und (F.4) benétigt werden. Sie lassen sich leicht aus
den Wahrscheinlichkeitselementen gewinnen, da der
Winkel S als klein angesechen werden kann. Daher

konnen & =1 - cosf und sinS in niedrigster Ordnung

nach f  entwickelt  werden. Das  ergibt
5~ B2[2, sinf=+25 unddB=ds/25.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten gilt dann:
1
p(8) = exp(—é’/az) (F.5a)
oVrd
fiir eine Dimension
1 2
p(8)= —zexp(—ﬁ/a ) (F.5b)

o
fiir zwei Dimensionen

wobei

Jo p(6)d5=1
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Gleichungen (F.5a) und (F.5b), aus denen hervorgeht, daf3
der wahrscheinlichste Wert fiir die Korrektion J in bei-
den Fillen Null ist, ergeben fiir den Erwartungswert und
die Varianz von § im cindimensionalen Fall E(5) = ¢%/2
und var(d) = o0%2 und im zweidimensionalen Fall
E(5) = 0% und var(é) = o*. Aus den Gleichungen (F.3a),
(F.3b) und (F.4b) wird dann:

h=T[1-(d/2)u*(B)] (F.6a)
K =1[1+(d/2)u?( 8] (F.6b)
uZ(hy=ul(h')= w2 (D +(d)2)Pu (B) (F.6¢)

wobei d die Dimension (d = 1 oder 2) und u( ) die Stan-
dardunsicherheit des Winkels £ ist, der als bester Schiitz-

wert fiir die Standardabweichung o einer vorausgesetzicn
Normalverteilung genommen und aus allen verfiigbaren
Informationen iiber die Messung (Ermittlungsmethode B)
ermittelt wird. Das Beispiel zeigt den Fall, in dem der
Schiatzwert des Werts einer MeBgrée von der Unsicher-
heit einer Eingangsgrofie abhingt.

Obwohl die Gleichungen (F.6a) bis (F.6¢) speziell fiir die
Normalverteilung gelten, kann die Analyse auch bei ande-

ren angenommenen Verteilungen von f durchgeﬁih

7

+By und —pB, (eindimensionaler ;g,/gz///w

+ o und Null (zweidimensionaler Fall) an, so sin
B3 [6 und var(8) = B§ /45 fiir eine Dimensi op

erster Ordnung der Entwicklung der Fay Y = (X, X,

X7 7 102
rmiltln ug(y) nach
7

..., Xp) in eine Taylor-Reihe zur

r Losung durch Titration, bei der
renzwerls durch Auslésen eines Si-

Iosen des Signals bendligte Menge. Der iiber den Grenz-
wert hinaus titrierte Uberschuf ist eine fiir dic Datenre-
duktion benétigte Variable. Die hier (und in #hnlichen
Fillen) anzuwendende Methode besteht in der Annahme

%

) ‘/~/ - )
7. < / nes Parameters ¢ definiert; U und b sind ebenfalls von ¢
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einer gecigneten Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den
UberschuB, der zur Ermittlung eines Erwartungswerts fiir
den Uberschuf} und dessen Varianz herangezogen wird.

REISPIEL: Wird fiir den Uberschuf z eine Untergrenze Null
ist der

betrdgt der Erwartungs Ve
o2(1-2/m).

KD, :'

1 @.;% &
i v,';,,,}/l Y
dngebracht wurde, sondern durch Ver-

1e Unsicherheit unter der angenommenen Vor-
g b = 0 ermittelt wurde. So wird manchmal vor-
#gen, wenn alle nachfolgenden Bedingungen zutref-
p; die Mef3grofie Y ist, wie im Falle ciner Kalibrierkurve
fur ecinen Temperawrfiihler, iiber einen Wertebereich

abhingig; und es darf nur ein einziger Wert fiir die
"Unsicherheit” fiir alle Schitzwerte y(f) der Mefigrofie
tiber den Bereich der mdéglichen Werte von ¢ angegeben
werden. In solchen Fillen wird das MefBergebnis héiufig in
folgender Form angegeben: Y(£) = y() £ [Upax + braxls
wobei der Index "max" anzeigt, dal der Hochstwert von
U und der Hochstwert der bekannten Korrektion b iiber

den Wertebereich von ¢ verwendet werden.

Obwohl im vorliegenden Leitfaden empfohlen wird, daf3
an die MeBergebnisse Korrektionen fiir bekannte und si-
gnifikante systematische Einfliisse angebracht werden,
mag das in einer solchen Situation wegen des unannehm-
bar hohen Aufwands bei der Berechnung und beim An-
bringen je einer Korrektion sowie bei der Berechnung und
Verwendung je einer Unsicherheit fiir jeden Wert von y(¢)
nicht immer durchfiihrbar sein.

Ein vergleichsweise einfaches Herangehen an dieses Pro-
blem, das mit den geltenden Prinzipien im vorliegenden
Leitfaden vereinbar ist, 1aBt sich wie folgt realisieren:

Man berechnet eine einzelne mittlere Korrektion b nach

1
lr—1

b=

Ji2 b(oyas (F.72)
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wobei £, und ¢, den interessierenden Bereich des Parame-
ters ¢ definieren. Dann ermittelt man den besten Schitz-
wert von Y(¢) als y'(r) = y(1) + b , wobei () der beste un-
korrigierte Schitzwert von Y(;) ist. Die zur mittleren Kor-
rektion Egehdrcnde Varianz iber den interessierenden
Bereich ist gegeben durch

W (b)= 1t j’z[b(z)—B]zdz

) (F.7b)
-y ™

wobei die Unsicherheit fiir die tatsichliche Ermittlung
der Korrektion b(¢) unberiicksichtigt bleibt. Die mittlere
Varianz von b(¢) auf Grund ihrer tatsichlichen Ermittiung
ist gegeben durch

Pri 1

b)) = — | ,‘ WA [b(1)] dt (F.7¢)

274

wobei u2[b(¢)] die Varianz zur Korrektion b(t) 1st. In dhn-
licher Weise erhélt man die mittlere Varianz zu y(¢), die
sich aus allen weiteren Unsicherheitsquellen auBer der
Korrektion b(r) ergibt, durch

1
=4

Wy(0)]= j,’l’ W [y()] de (F.7d)

doch mitgeteilt werden, und €54
U steht.

tmisse mit geringerer Streuung als
andere bekannte Methoden erbringt. Jedoch gibt es wahr-
scheinlich andere Methoden, von denen einige noch un-

bekannt oder in gewisser Weise unpraktisch sind, die sy-
stematisch unterschiedliche Resultate mit augenscheinlich
gleicher Giiltigkeit ergeben wiirden. Das impliziert eine
A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung und nicht eine
Verteilung, aus der sich leicht Stichproben ziehen und
statistisch behandeln lassen. Obwohl die Upsj

ungen niitzlich fiir die Beurtei-
Unsicherheitsrechnungen und

her unerkannter systematischer Einfliisse.

bekannten, iiber dhnliche Eigenschaften
Normal verglichen werden, um das unbe-

',;.'
,/ Widerstiénde und hochreine Materialien nennen.

o1
o7

renden unbekannten Objekts), Probenbehandlung und be-
stimmten wirkenden EinfluBgréfien der Umgebung nicht
besonders empfindlich oder werden dadurch ungiinstig
beeinfluBt, weil das unbekannte Objekt und das Normal
im Prinzip in derselben (oft vorhersagbaren) Weise auf
solche Grofen reagieren.

F.2.6.2 In einigen praktischen MeBsituationen spielen
Probenahme und -behandlung eine viel groBere Rolle.
Dies kommt hiufig bei der chemischen Analyse von na-
tiirlichen Stoffen vor. Im Gegensatz zu vom Menschen
hergestellten Stoffen, die nachweislich iiber das fiir die
Messung erforderliche MaB hinaus homogen sind, erwei-
sen sich natiirliche Stoffe oft als sehr inhomogen. Diese
Inhomogenitit fithrt zu zwei zusdtzlichen Unsicherheits-
komponenten. Zur Ermittlung der ersten ist festzustellen,
in welchem Mafle die ausgewihite Probe das zu anlysie-
rende Ausgangsmaterial adidquat reprisentiert. Zur Er-
mittlung der zweiten ist festzustellen, in welchem MaBe
die sekundidren (nicht analysierten) Konstituenten die
Messung beeinflussen und wie addquat sie durch die
Mefimethode beriicksichtigt werden.



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

F.2.6.3 In einigen Fillen erméglicht eine sorgféltige Pla-
nung des Experiments die statistische Berechnung der
Unsicherheit auf Grund der Probe (siche H.5 und
H.5.3.2). Normalerweise jedoch, insbesondere bei signifi-
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kanter Wirkung von EinfluBgrofien der Umgebung auf die
Probe, erfordert die Berechnung der Unsicherheit das
ganze aul Erfahrung beruhende Koénnen und Wissen des
Analytikers und alle verfiigbaren Informationen.
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Anhang G
Freiheitsgrade und Grade des Vertrauens

G.1  Einfiihrung

G.1.1  Dieser Anhang beschiftigt sich mit der allgemei-
nen Frage, wie man aus dem Schitzwert y der Mefgrofie
Y und der kombinierten Standardunsicherheit u(y) zu

Y
)

diesem Schitzwert zu einer erweiterten Unsicherheit U, = ke? "‘z',, A . .
L - heiy erfordérlich. Fiir eine durch eine Normalverteilung
kyu () gelangt, die ein Intervall y - U, <Y <y + U, defi-

sSehriehene Grofle z mit dem Erwartungswert £, und der

gdabweichung o 146t sich zum Beispiel der Wert

Of der ein Intervall u, * k,0 erzeugt, das den Anteil

pder Verteilung umfaft und somit die Uberdeckungs-

o wahrscheinlichkeit oder den Grad p des Vertrauens hat,

% leicht berechnen. Einige Beispiele sind in Tabelle G.1 an-
gefiihrt.

niert, das eine festgelegte Uberdeckungswahrscheinlich-

keit oder einen Grad p des Vertrauens hat. Er behandel
2

?

verniinftigerweise zugeordnet werden konnen?)
Kapitel 6). ©

Tabelle G.1: Wert des Erweiterungsfaktors kp, der bei ei-
ner angenommenen Normalverteilung ein Intervall mit

2
G.1.2 In den meisten praktischen Mefsit / ;
cinem Grad des Vertrauens p erzeugt

Berechnung von Intervallen mit bestimmter? ////5.’ des

ellsten Unsicherheitskomponenten,in, Sélchen Situationen Grad p des Vertrauens Erweiterungsfaktor &,
- im besten Fall nur eine Niheruig. Yie empirische (in %)
Standardabweichung des MigtelWwé immerhin 30 68,27 1

mehrmaligen Beobachtungen .'1// die durch ecine 90 1,645
Normalverteilung beschrieben wird hat eine Unsicherheit 95 1,960
von ca. 13 % (siehe Tabell¢E.1 in Anhang E). 95,45 2

y 99 2,576
In den meisten Fillen ist €S /"‘ sinnvoll, beispielsweise 99,73 3
zwischen einem Igjervall inem Grad des Vertrauens
von 95 % (eine Chasgg von 1 : 20, daB der Wert der ANMERKUNG: Wenn z im Gegensatz hierzu durch eine
MeBgroBe Y des Intervalls liegt) und einem mit Rechteckverteilung mit dem Erwartungswert 4, und der
94 oder 96 % (1217 bzw. 1 : 25) zu unterscheiden. Be- Standardabweichung o = a/ J3beschrieben wird, wobei a
sonders schwierig ist“es, Intervalle mit Graden des Ver- die halbe Weite der Verteilung ist, ist der Grad p des Ver-
trauens von 99 % (Chance von 1 : 100) und dariiber zu travens 57,74 % fiir k, = 1; 95 % fiir k,=1,65; 99 % fiir
rechtfertigen, selbst wenn man davon ausgeht, daB keine k,=1,71 und 100 % fir k,z V3 = 1,73. Die Rechieckver-
systematischen Einfliisse iiberschen wurden, da im allge- teilung ist "schlanker" als die Normalverteilung in dem
meinen nur sehr wenige Informationen iiber die extremen Sinne, daB sie von endlicher Ausdehnung ist und keine
Anteile oder "Schwinze" von Wahrscheinlichkeitsvertei- “Schwinze" hat.

lungen der Eingangsgrofien erhiltlich sind.
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G.1.4 Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
EingangsgroBen X4, X,, ..., Xy, von denen die MeflgroBe
Y abhingt, bekannt sind [ihre Erwartungswerte, Varianzen
und héheren Momente (siehe C.2.13 und C.2.22), wenn ¢s
sich nicht um Normalverteilungen handelt], und wenn
Y =c Xy + X5 + ... +cpXpy, dann kann die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von Y durch Falten der einzelnen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ermittelt werden [10].
Werte von kp, die Intervalle mit festgelegten Graden p des
Vertrauens ergeben, kénnen dann aus der sich durch die
Faltung ergebenden Verteilung errechnet werden.

G.1.5 Wenn die funktionale Bezichung zwischen der
MeBgroBe Y und ihren Eingangsgrofen nichtlinear ist und
eine Entwicklung der Beziehung in eine Taylor-Reihe
keine akzeptable N#herung erster Ordnung ergibt (siche
5.1.2 und 5.1.5), dann 148t sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von Y nicht durch Faltung der Verteilungen der
Eingangsgrofien ermitteln. In solchen Fillen sind andere
analytische oder numerische Methoden erforderlich.

G.1.6 In der Praxis werden solche Faltungen sehr sel-
ten, wenn iberhaupt, durchgefiihrt, um Intervalle mit
festgelegten Graden des Vertrauens zu berechnen, weil
die¢ Parameter, die die Wahrscheintichkeitsverteilungen
der Eingangsgroflen kennzeichnen, normalerweise
Schitzwerte sind, weil die Erwartung, der zu einem be-

ausnutzen.

G.2  Zentraler Grenzwertsatz

tungsvertetlung von Y ebenfalls
die X; nicht normalverteilt%i

A
475

X sich die Verteilung

zwertsatzes hiufig

N
EY) = i=1Ct
Zﬁlcgaz(Xi),

hingig voneinander sind und o%(Y) viel
790 .
“Binzelkomponente ciza2 (X;) der nicht

Zust il

G.2.2 Der zentrale Grenzwertsatz ist bedeutsam, weil
er die groBe Rolle zeigt, dic dic Varianzen der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Eingangsgrofien im Ver-
gleich zu den hoheren Momenten der Verteilungen bei
der Bestimmung der Form fiir die resultierende Faltungs-
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verteilung von Y spielen. Er impliziert weiterhin, daB die
Faltungsverteilung mit Erhohung der Anzahl der Ein-
gangsgroBen fiir 0%(Y) gegen eine Normalverteilung kon-
vergiert; die Konvergenz erfolgt umso schneller, je niher
die Werte von C;,ZO.Z (X;) beieinanderliegen (in der Praxis
dquivalent dazu, daB jeder Eingang§gchatzwert x; eine
vergleichbare Unsicherheit zur % /ddes Schitz-

e edls a2/3 ist, so ist die Varianz der ge-
a?. Die 95%- und 99%-Intervalle

%
L 22
ihr

g mit derselben Standardabweichung o mit
,5760 definiert sind (siehe Tabelle G.1) {10].

grBer als etwa 91,7 % ist der Wert von kp fiir eine Normal-
verteilung groBer als der entsprechende Wert, der sich aus
der Faltung einer beliebigen Anzahl von Rechteckverteilun-
gen beliebiger Breite ergibt.

2 Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, daB sich die
Wahrscheinlichkeitsverteilung des arithmetischen Mittel-
werts ;aus n Beobachtungen g, einer ZufallsgroBe ¢ mit
dem Erwartungswert Hy und der endlichen Standardabwei-
chung o einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 1 . und

der Standardabweichung O‘/ \/; nihert, wenn n-yo0, welche
Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ auch immer haben mag.

G.2.3 Wenn festgestellt werden kann, daB die Bedin-
gungen des zentralen Grenzwertsatzes anndhernd erfiilit
sind, insbesondere wenn die kombinierte Standardunsi-
cherheit u (y) nicht von einer nach Ermittlungsmethode A
errechneten Standardunsicherheitskomponente dominiert
wird, die nur auf wenigen Beobachtungen beruht, oder
von einer nach Ermittlungsmethode B errechneten Unsi-
cherheitskomponente dominiert wird, die auf einer ange-
nommenen Rechteckverteilung beruht, ist eine praktische
Folge des zentralen Grenzwertsatzes, daf eine verniinf-
tige erste Naherung zur Berechnung der erweiterten Unsi-
cherheit Up = kpuc(y), die ein Intervall mit einem Grad p
des Vertrauens liefert, die Verwendung eines Werts fiir kp
aus ciner Normalverteilung ist. Die zu diesem Zweck am
meisten verwendeten Werte sind in Tabelle G.1 ange-
fiihrt.
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G.3  Die t-Verteilung und Freiheitsgrade
G.3.1 Zum Erhalt einer besseren Niherung als bei ein-
facher Verwendung von kp aus der Normalverteilung wie
in G.2.3 ist zu bedenken, dal die Berechnung eines In-
tervalls mit eincm festgelegten Grad des Vertrauens nicht
die Verteilung der Variablen [Y — E(Y)/o(Y)], sondern die
Verteilung der Variablen (y - Y)/u () erfordert. Das liegt
daran, daf} in der Praxis tiblicherweise lediglich y verfiig-
bar ist, der aus y= Zfil ¢;x; gewonnene Schitzwert zu Y,
wobei x; der Schitzwert von X ist; die kombinierte Vari-
anz u2(y) zu y errechnet sich aus ut(y)= Zfil cut(x;),
wobei u(x;) die Standardunsicherheit (geschitzte Stan-
dardabweichung) zum Schiitzwert x; ist.

ANMERKUNG: Strenggenommen miiBte Y in dem Aus-

druck (y - Y)/uc(y) cigentlich E(Y) heilen. Der Einfachheit
halber wurde im vorliegenden Leitfaden nur an wenigen
Stellen eine solche Differenzierung vorgenommen. Im all-
gemeinen wurde dasselbe Formelzeichen fiir die physikali-
sche GroBe, die ZufallsgroBe, die diese Grofe reprisentiert,
und den Erwartungswert dieser Variablen verwendet (siche
4.1.1, Anmerkungen).

G.3.2 Wenn : eine normalverieilte Zufallsgrofe mit
dem Erwartungswert 4, und der Standardabweichung o
und z der arithmetische Mittelwert aus n Beobachtungen

achtungen X, von X mit der empirischg
chung des Mittelwerts s(X) ermitfglg,s
ste Schitzwert von Y, wobei die

abweichung dieses Schitzwef]
t= (z-p,)/s@)=(X-x)

(G.1a)
(G.1b)

was sich umschreiben l48t als
Priy-o,0u0) <Y<sy+,00uMl=p (G.lc)

In diesen Ausdriicken bedeutet Pr[ ] "Wahrscheinlichkeit
von", der (-Faktor tp(v) ist der Wert von ¢ fiir einen gege-

benen Wert des Parameters v, die Anzahl der Freiheits-
grade (siche G.3.3), so daf der Anteil p der ¢-Verteilung
vom Intervall -tp(v) bis +tp(v) eingeschlossen wird. Somit
definiert die erweiterte Unsicherheit

U, = k) = ,(0)uy) (G.1d)

ein Intervall y - Up bis y + Up, das /
Y=y% Up schreiben 148t und von deg] epwa
kann, daB es einen Anteil p dr Verte

umfalBt, die der MeBgréfe Y ve Weise zugeordnet

eobachtungen zur Ermitt-
schnitt einer Geraden mit
(en Quadrate verwendet werden,
ahl der Freiheitsgrade ihrer jeweili-

heiten. Fiir eine Ausgleichung von m
N MeBpunkten nach der Methode der
ouadrate ist v = n — m die Anzahl der Freiheits-
Standardunsicherheit fiir jeden Parameter.
weitere Diskussion der Freiheitsgrade in Lite-
pweis [15] .)

a 63/’,/ lC iy
w4

(<]

Normalverieilung an und zp(v) =(1+ 2/v)"9kp, wobei kp in
diesem Ausdruck der Erweiterungsfaktor ist, der zum Er-
halt eines Intervalls mit dem Grad p des Vertrauens fiir
eine normalverteilte Variable nétig ist. Somit ist der Wert
von tp(oo) in Tabelle G.2 fiir ein gegebenes p gleich dem
Wert von &, in Tabelle G.1 fiir dasselbe p.

ANMERKUNG: Hiufig wird die ¢-Verteilung in Quantilen
tabelliert; das heiBt, es werden die Werte der Quantile ¢, _ a

angegeben, wobei 1 — @ die kumulative Wahrscheinlichkeit
bezeichnet und die Beziehung

1-a=["% ¢ v)at

das Quantil definiert, worin f die Wahrscheinlichkeitsdichte
ist. tp(v) und #,_, (v) sind also durch p = 1 - 2a miteinander
verkniipft. So ist zum Beispiel das Quantil £, g5 fiir 1 — &
=0,975 und o = 0,025 dasselbe wie tp(v) fiir p = 0,95.

G.4 Effektive Freiheitsgrade

G.4.1 Im aligemeinen beschreibt die ¢-Verteilung nicht
die Verteilung der Variablen (y — Y) / u(y), wenn u?(y)
die Summe aus zwei oder mehreren Varianzkomponenten
uiz(y) = c,-zuz(xi) (siehe 5.1.3) ist, selbst wenn jedes x; der
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Schitzwert einer normalverteilten Eingangsgrofie X; ist.
Jedoch LBt sich die Verteilung der Variablen nidherungs-
weise mit Hilfe einer ¢-Verteilung mit v g effektiven Frei-
heitsgraden ermitteln, die man aus der Welch-Satter-
thwaite-Formel erhilt [16, 17, 18]

KO) _ $u ) G2
Veff =1 Vi
oder
4
U
Vet = ;ﬁ? ; (G.2b)
Z i Y
i=1 Vi
mit
N
Vetf < D, V; (G.2¢)

i=1
.2 <N 2 . . .
wobei ug(y)= 3,47 (y)(siche 5.1.3). Die erweiterte
Unsicherheit Up = kpuc(y) = tp(veff u,(y) ergibt dann ein
Intervall ¥ = y & U, mit einem annihernden Grad des
Vertrauens p.

ANMERKUNGEN

1 Wenn der aus Gleichung (G.2b) gewonnene Wérg

v g keine ganze Zahl ist, was in der Praxis normalerweisg

2  Wird ein Eingangsschiitzwert X;,

mehreren Schitzwerten gewonnen, dannZ
2

Ausdruck uf( y) = [c?uz(xi )] Zu verws

ner von Gleichung (G.2b) die
heitsgrade, die nach einem der

Ay,
3 In Abhingigkeit ‘//’
Anwender kann es sic

6 Vesga UNd v gp zu berechnen und an-
gichung (G.2b) unter separater Behand-
NN . .
icherheiten nach den Ermittlungsme-
cchnet werden. Wenn der Beitrag der
herheite nach Ermittlungsmethode A und B
zelmmit uZs (y) bzw. % (y) bezeichnet wird,

U2 (y) = ua () +u% ()
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4
e () - X)) 4 b ()
Veff VetfA VefiB

BEISPIEL: Es sei Y = f(X,, X,, X;) = bX,X,X;, und die
Schitzwerte x;, X,, X, der normalverteilten EingangsgroBen
X, X,, X, seien die arithmetischen Mige} aus #,= 10, n, =35
und n, =15 unabhingigen mehrm%;gc /c

den jeweiligen relativen Standardunéieh

u(x)x, =

B 1,03% _
0,25* 0,57 R 0,82*
10-1 5-1  15-1

19,0

nsicherheit fiir diesen Grad des Vertrauens U95 = 2,09%

7
@ (1,03%) = 2,2%. Dann kann festgestellt werden: Y = y & Uy
2

= y(1 + 0,022) (wobei y mit dem Ausdruck y = bx x,¥; zu
ermitteln ist) oder 0,0978y < Y < 1,022y, wobei der zu die-
sem Intervall gehdrende Grad des Vertrauens anndhernd
95% betrégt.

G.4.2 In der Praxis hingt u(y) von den Standardunsi-
cherheiten u(x;) der Eingangsschétzwerte sowohl normal-
verteilter als auch nicht normalverteilter Eingangsgrofien
ab, wobei man die u(x;) sowohl aus auf Hiufigkeit beru-
henden als auch aus A-priori-Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen (das heifit, sowohl aus Berechnungen nach Ermitt-
lungsmethode A als auch nach Ermittlungsmethode B)
erhilt. Eine analoge Feststellung gilt fiir den Schitzwert y
und die Eingangsschétzwerte x;, von denen y abhingt.
Dennoch 1468t sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Funktion ¢ = (y ~ Y) / u(y) naherungsweise mit der ¢-Ver-
teilung beschreiben, wenn sie in eine Taylor-Reihe um ih-
ren Erwartungswert entwickelt wird. Im wesentlichen
wird dies in der Naherung niedrigster Ordnung durch die
Welch-Satterthwaite-Formel, Gleichung (G.2a) oder
(G.2b) erreicht.

Es stellt sich die Frage nach der Anzahl der Freiheitsgra-
de, die einer nach Ermittlungsmethode B gewonnenen
Standardunsicherheit zuzuordnen ist, wenn v, g nach Glei-
chung (G.2b) berechnet wird. Da die Definition der Frei-
heitsgrade erkennen 148t, daB v in der ¢-Verteilung ein
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Maf fiir die Unsicherheit der Varianz s*(z) ist, kann
Gleichung (E.7) aus E.4.3 zur Festlegung der Anzahl der
Freiheitsgrade v; verwendet werden:

[ \-2
ol u?(x;) _ 1) du(xy)
ZUz[zt(xl-)] 20 u(x;)

(G.3)

Bei der in groBe Klammern gesetzien GrofBe handelt es
sich um die relative Unsicherheit von u(x); fiir eine Be-
rechnung der Standardunsicherheit nach Ermittlungsme-
thode B ist dies eine subjektive GréBe, deren Wert durch
eine wissenschaftliche Aussage auf der Grundlage des
Pools an vorhandenen Informationen gewonnen wird.

BEISPIEL: Es sei angenommen, daB man aufgrund der
Kenntnis davon, wie der Eingangsschitzwert x; ermittelt
und wie seine Standardunsicherheit u(x;) berechnet wurde,
zu dem Urteil gelangt, daB der Wert von u(x;) zu etwa 25%
zuverlissig sei. Daher 148t sich fiir die relative Unsicherheit
Aux)/u(x;) = 0,25 annehmen, womit sich nach Gleichung
(G3) v, = (0,25)%/2 = 8 ergibt. Hitte man den Wert von
w(x;) als nur zu etwa 50% zuverlissig angenommen, wire
v; = 2. (Siehe auch Tabelle E.1 in Anhang E.)

G.4.3 Bei der in den Abschnitten 4.3 und 4.4 erlsuter-
ten Ermittlung der Standardunsicherheit nach Methode B
aus einer A-priori-Verteilung wurde implizit angenom-
men, daf der aus einer solchen Ermittlung resultierende

X . .. . %
Wert von u(x;) genau bekannt ist. Wird u(x;) beispielswei- <

se aus einer Rechteck-Wahrscheinlichkeitsverteilun g5t

2
4.3.9, Anmerkung 2). Dies impliziert v; — #/t
0 aufgrund von Gleichung (G.3), wodurch &8
Berechnung von Gleichung (G.2b) zugkeine

]1/2

Ugs =[185(vegr )s? +3u? (G4)

los(Vege) cntstammt hier der t-Verteilung fiir v Frei-
heitsgrade und p = 95%; bei v, handelt es sich um die
nach der Welch-Satterthwaite-Formel [Gleichung (G.2b)]
berechneten Anzahl der effektiven Freiheitsgrade, wobei
nur jene Unsicherheitskomponenten s; beriicksichtigt wer-
den, die in der akiuellen Messung aus m aligen Be-

obachtungen statistisch
Z
7

S o =offon - T Oy R
s“=Ycfsi; ¢ =0ffox;. u Zu,(y

ie, die auf mehrmaligen
ens der aktuellen Mes-

vollen Verglei
(G.5) aus dem §

wobel v,¢ nach Gleichung (G.2b) berechnet wird und die
Berechnung alle Unsicherheitskomponenten einschlieBt.

In den meisten Fillen ist der Wert von Uys, der sich nach
Gleichung (G.5) ergibt, groer als der Wert von Ugs nach
Gleichung (G.4), wenn man zugrundelegt, daB bei der Be-
rechnung von Gleichung (G.5) alle nach Methode B er-
mittelten Varianzen aus A-priori-Rechteckverteilungen
mit der gleichen halben Weite wie die Grenzen a;, die zur
Ermittlung von u2 in Gleichung (G.4) verwendet wurden.
Dies 148t sich verstehen, wenn man sich vor Augen fiihrt,
daf§ zwar t95(v'eff) in den meisten Fillen etwas groBer sein
wird als fos(veg;), daB beide Faktoren jedoch einen Wert
nahe 2 haben, sowie daB «? in Gleichung (G.5) mit
£2(vegt )= 4 multipliziert wird, wahrend u? in Gleichung
(G.4) mit 3 muitipliziert wird. Obwohl beide Ausdriicke
dieselben Werte von Ugs und Ujs ergeben, wenn u? <<
5%, ist Ugs immerhin 13% kleiner als Ugs, wenn u? >> s2,
Somit ergibt sich aus Gleichung (G.4) im allgemeinen ei-
ne Unsicherheit, die ein Intervall mit einem kleineren
Grad des Vertrauens bestimmt als der des von der erwei-

terten Unsicherheit nach Gleichung (G.5) angegebene In-
tervalls.
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ANMERKUNGEN

1 Mit den Grenzwerten uz/s2 — oound Vg — o gilt U;)S

— 1,732u, wihrend Uy — 1,960u. In diesem Fall erbringt
U'95 ein Intervall mit einem Grad des Vertrauens von nur
91,7%, Uy jedoch ein Intervall mit 95%. In der Praxis wird
dieser Fall angendhert, wenn die aus den oberen und unteren
Grenzen erhaltenen Komponenten dominant und von grofer
Zahl sind sowie Werte fiir u/z(y) = cj2~aj2 /3 von vergleichba-

rer GroBe besitzen.

2 Bei einer Normalverteilung liefert der Erweiterungsfak-
tor k = /3 = 1,732 ein Intervall mit einem Grad p des Ver-
trauens von 91,673%. Dieser Wert von p erweist sich als
robust in dem Sinne, daB er im Vergleich zu anderen Wer-
ten in optimaler Weise unabhingig von kleinen Abweichun-
gen der Verteilungen der EingangsgroBen von der Normal-
verteilung ist.

G.5.3 Mitunter ist eine EingangsgroBe asymmeirisch
verteilt: Abweichungen von ihrem Erwartungswert sind
mit dem einen Vorzeichen wahrscheinlicher als mit dem
anderen (siehe 4.3.8). Obwohl dies fiir die Berechnung
der Standardunsicherheit u(x;) des Schitzwerts x; von X;
und damit fiir die Ermittlung von u (y) keine Bedeutung
hat, kann die Berechnung von U davon beeinflut werden.

Es ist normalerweise giinstig, ein symmetrisches Interv
A

Y = y + U anzugeben, wenn es keinen Kostenuntere
. ; . . D
zwischen Abweichungen des cinen Vorzeichens gegéfis

X; nur eine geringfiigige Asymmetrie der durch dasayg
ergebnis y und seine kombinierte Standardyasi

2
u.(y) charakierisierten Wahrscheinlichk @¢ilung
nach sich zieht, wird die durch Ang i /‘///,%3'

schen Intervalls auf der cinen

6?3 >
scheinlichkeit, dafl Y iibe //@,,// r Obergrenze y + U, liegt.
Doch um solche Gr 2 nzugeben, bendtigt man
mehr Informationer

s nur die Schitzwerte y und u(y)

G:4 Emmighung der erweiterten Unsu%herhelt U,

die hier at&;Yielfaches von u (y) angegeben wird, von vy
% . .

und des FaktO&2g5(v,g) aus der ¢-Verteilung stellt nur ei-

ne Niherung dar und hat ihre Beschriankungen. Die t-Ver-
teilung gibt die Verteilung von (y—Y)/u. (y) nur dann an,
wenn Y normalverteilt ist, der Schiizwert y und seine
kombinierte Standardunsicherheit u.(y) unabhingig sind

2

iiber denen des anderen gibt. Wenn die AsymiigiieAion-
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und wenn die Verteilung von ug(y) eine g2-Verteilung
ist. Durch die Einfiihrung von v,g wird nur dem letzteren
Problem Rechnung getragen und eine annihernde 32-Ver-
teilung von ug(y) erzielt. Der zweite Teil des Problems,
der sich aus der Nicht-Normalverteiltheit von Y ergibt, er-
ichtigung héhe-

fordert zusitzlich zur Varianz die Be
rer Momente. @

- ahrscheinlichkeitsverteilung
,///// den sind und wenn diese Ver-
ykombiniert werden, um die Vertei-
xz zu erhalten. Die Eingangs-

andardunsicherheiten u(x;) allein

2
Y-
e

so daB &, = 1,(v,g), wobei der +-Fakior auf der Anzahl v g
der effektiven Freiheitsgrade von u(y) beruht, die mit der
Welch-Satterthwaite-Formel ermittelt wurden [Gleichung
(G.2b)].

G.6.3 Zur Gewinnung von v aus Gleichung (G.2b)
bendtigt man die Anzahl der Freiheitsgrade v; fiir jede
Komponente der Standardunsicherheit. Bei einer nach
Methode A ermittelte Komponente erhdlt man v; aus einer
Reihe von mehrmaligen unabhiingigen Beobachtungen,
auf denen der entsprechende Eingangsschiitzwert basiert,
und aus der Zahl der unabhingigen GroBen, die durch
diese Beobachtungen gewonnen werden (siche G.3.3). Bei
einer nach Methode B ermittelten Komponente erhilt
man v; aus der beurteilten Zuverlissigkeit des Wertes die-
ser Komponente [siehe G.4.2 und Gleichung (G.3)].

G.6.4 Im folgenden wird eine Zusammenfassung der
bevorzugten Methode fiir die Berechnung der erweiterten
Unsicherheit U, = k,u(y) gegeben, mit der ein Intervall
Y = y = U angegeben wird, das einen angeniherten Grad p
des Vertrauens aufweist:

1) Ermittlung von y und u (y) wie in den Abschnitten
4 und 5 angegeben.
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2) Berechnung von v, nach der Welch-Satter- — die Standardunsicherheiten u(x;) dieser Schitzwerte,
thwaite-Formel, Gleichung (G.2b) (hier zur die entweder nach Ermittlungsmethode A oder B ge-
Bequemiichkeit noch cinmal angefiihrt): wonnen werden, tragen mit vergleichbaren Anteilen

zur kombinierten Standardunsicherheit u (y) des MeB-
4 i i
u ergebnisses y bei;
Vet =W;§_}())7 (G.2b)
Z‘v—y - die im Unsicherheitsfortpﬂanzungs&s%iem
=T lineare Annzherung ist hinreichend (sighe 5472 und
E.3.1);

Wenn u(x;) nach Ermittlungsmethode A berechnet
wird, ist v; zu ermitteln wie in G.3.3 angegeben.  _ gie Unsicherheit von u(y) i
Wenn u(x;) nach Ermittlungsmethode B berechnet zahl ihrer effektiven Freihei
wird und - wie es oft in der Praxis vorkommt - als 2.B. gréBer als 10.
genau bekannt angesehen werden kann, dann gilt v;
— oo, ansonsten ist v; anhand von Gleichung (G.3)
zu schitzen.

3) -Ermiutlung des ¢-Fakitors 1,(veg) fiir den gewiinsch-
ten Grad p des Vertrauens aus Tabelle G.2. Ist v ¢
keine ganze Zahl, ist entweder zu interpolieren

| Grofle von v g als ausrei-
wert der Standardabweichung

oder v auf die nichstniedrigere ganze Zahl zu ycrieilung gelten. Auf der Grundlage der
abzurunden. /grlicgenden Anhang, einschlieBllich der
dlerungscharakters der Unsicherheitsbe-

4) Berechnung von U, = k,u (y) fiir k, = 1,(vegp). ng und .,:,-// nsinnigkeit einer Unterscheidung zwi-

G.6.5 In manchen Situationen, die in der Praxis nicht

allzu hiufig vorkommen sollten, werden die fiir den zen- fii :

tralen Grenzwertsatz erforderlichen Bedingungen nicht /”’% )

hinreichend erfiillt, und das Vorgehen nach G.6.4 fiihrt 2 é&% ird k£ = 2 gesetzt und angenommen, daB8 U = 2u (y)
einem unannehmbaren Ergebnis. Wenn u(y) zum Bei-%, 274 Intervall mit einem Grad des Vertrauens von anni-

spiel von einer Unsicherheitskomponente dominiert /,//’1‘),,/7//////////;/?// 95% definiert;

A . . . D,
die aus einer Rechteckverteilung ermittelt wurde, ”0;,.,/,/
2

fiir kritischere Anwendungen kann auch
Grenzen als genau bekannt angenommen wurden, kann es< g

2

0 ~ k=73 gesetzt und angenommen werden, da8 U = 3u(y)
tergrenze des durch Up definierten Interval@’ ’ ,/"( Uy ein Intervall mit einem Grad des Vertrauens von

y = U,, auBerhalb der Grenzen der Wahs eheiit anndhernd 99% definiert.

verteilung der Ausgangsgrofie Y liegen. S d . . .
/ Obwohl dieses Vorgehen fiir viele praktische Messungen

geeignet sein diirfte, hiingt seine Anwendbarkeit im Ein-
zelfall davon ab, wie dicht k =2 an t95(veg) bzw. k=3 an

Faltung einer Normalverteilung %i r Rechteckvertei- . JF95% .
% tog(Vesp) liegen muB, d.h. davon, wie dicht sich der Grad

lung [10]).
des Vertrauens des durch U = 2u(y) oder U = 3u.(y) an-
G.6.6 In vielen praktischés gegebenen Intervalls an 95% bzw. 99% anndhern muB.
Reihe von Anwendungsge Obwohl #95(11) und #g9(11) bei v =11, k=2 und k=3
dingungen erfiillt: Y nur um 10 bzw. 4 Prozent zu niedrig geschitzt werden
2 (siehe Tabelle G.2), mag dies in einigen Fallen nicht ak-
— der Schitzwert ) Me zeptabel sein. Weiterhin erzeugt £ = 3 bei allen Werten
Schitzwerten2; Zoer s von v, die etwas groBer als 13 sind, ein Intervall mit ei-
gangsgroen X; Zge e nen, die sich durch gutartig ~ nem Grad des Vertrauens von von iiber 99%. (Siehe Ta-
verhaltend?ZWakeséheinlichkeitsverteilungen, z.B.  belle G.2, aus der auch hervorgeht, dal die Grade des
Normal- &, Rechteckverteilungen, beschreiben  Yertrauens der Intervalle, die durch k=2und k=3 ent-

stehen, fiir v g — o0 95,45 bzw. 99,73 Prozent betragen.)
Somit entscheiden in der Praxis die GroBe von v g und die
Anforderungen an die erweiterte Standardunsicherheit
dariiber, ob dieses Vorgehen méglich ist.

lassen;
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Tabelle G.2: Wert von tp(v) aus der ¢-Verteilung fiir die Anzahl v der Freiheitsgrade, dic ein Intervall —tp(v) bis +tp(v)

definieren, das den Anteil p der Verteilung umfaft

Anzahl v der Anteil pin %
Freiheitsgrade 68,27®) 90 95 95,45@

1 1,84 6,31 12,71 13,97

2 1,32 2,92 4,30 4,53

3 1,20 2,35 3,18 3,31

4 1,14 2,13 2,78 2,87

5 1,11 2,02 2,57 2,65

6 1,09

7 1,08

8 1,07

9 1,06
10 1,05
11 1,05 3,11 3,85
12 1,04 3,05 3,76
13 1,04 3,01 3,69
14 1,04 2,98 3,64
15 1,03 2,95 3,59
16 1,03 2,92 3,54
17 1,03 2,90 3,51
18 1,03 2,88 3,48
19 1,03 2,86 345
20 1,03 2,85 342
25 2,06 2,11 2,79 3,33
30 2,04 2,09 2,75 3,27
35 2,03 2,07 2,72 3,23
40 2,02 2,06 2,70 3,20
45 2,01 2,06 2,69 3,18
50 2,01 2,05 2,68 3,16

100 1,984 2,025 2,626 3,077

i 1,960 2,000 2,576 3,000

@) Fiir eine Grofe z, die durch eine Normalverteilung mit dem Erwartungswert 4, und die Standardabweichung o be-
schrieben wird, werden durch das Intervall 4, + ko die Anteile p = 68,27; 95,45 und 99,73 Prozent der Verteilung mit

k=1,2bzw. 3 erfaBlt.
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Anhang H

Beispiele

In diesem Anhang finden sich sechs ziemlich detailliert  H.1
beschriebene Beispiele (H.1 bis H.6) zur Illustration der
im vorliegenden Leitfaden vorgestellten Grundprinzipien
zur Ermittlung und Angabe der Unsicherheit beim Mes-
sen. Gemeinsam mit den Beispiclen aus dem Haupttext
und einigen der anderen Anhinge sollen sie die Benutzer
des vorliegenden Leitfadens in die Lage versetzen, diese
Prinzipien in ihrer eigenen Arbeit umzusetzen.

Da die Beispiele zur Illustration dienen sollen, sind sie

ange eines Endmafles mit ciner Nennldnge von
. . . 2
diesem Erfordernis entsprechend vereinfacht worden. 04

/ ist durch Vergleich mit einem bekannten Normal

77

\7

Q,'l/////;
verdeutlichen. Wihrend die Daten so wie gegeher
wendet wurden, sind zur Vermeidung von Ru gé' Y
weichungen in Zwischenrechnungen mehf@Siellér
halten worden, als normalerweise ange

Somit kann das angegebene Ergebnis eiger Begget I: MeBgroBe, das heifit, Lange des zu kalibrierenden
in die me}}rere Groflen einbezogen sind, epingiuigig von EndmafBes bei 20 °C;
dem abweichen, das aus den Werten folgt, die 1im Textteil

d=1(1+ a8) - I5(1 + ag65) (H.1)

wobei

8,
&

lg: im Kalibrierschein angegebene Linge des Normals
bei 20 °C;
prliegenden Leitfa-

torteilung der zur o und ag: Wirmeausdehnungskoeffizienten des zu

kalibrierenden EndmaBes bzw. des Normals;

iftlung der kombinierten Stan-
2,
% XX/
ight erforderlich, da alle Unsi-

Gund Gy: Abweich der Temperatur von der
dardunsicherheit oder d und s weichungen p

Referenztemperatur von 20 °C des zu kalibrierenden
Endmafies bzw. des Normals.

3.3.4, 5.1.2 und’E
bestimmten Unsi¢herheitskomponente herangezogene
Methode in den folgenden Beispielen nicht speziell als
Methode A oder B ausgewiesen. Aus der Diskussion diirf-
te jedoch klar werden, ob eine Komponente nach Ermitt-

lungsmethode A oder B gewonnen wurde. (1+06)

H.1.2 Mathematisches Modeli
Nach Gleichung (H.1) ist die MeflgroBe gegeben durch

= lg(A+agbe)+d

H2)
=lg+d+Ig(agbs ~ ab) +. ..
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Wenn man die Temperaturdifferenz zwischen dem zu ka-
librierenden EndmaB und dem Normal als 30 = 6 - 65
und die Differenz ihrer Wirmeausdehnungskoeffizienten
als .= a - agschreibt, wird aus Gleichung (H.2):

[= f([s, d, as, 8 , 5&, 69)
(H.3)
=/S+d—ls[5a~6’ + 0869]

Die Differenzen 86 und 8¢, jedoch nicht ihre Unsicher-
heiten, werden als Null geschitzt; 8a, ag, 86 und 6 wer-
den als unkorreliert angenommen. (Wiirde die MeBgroBe
in Abhéngigkeit von 6, 65, a und ag angegeben, so mii-
te die Korrelation zwischen 6 und &g sowie zwischen a
und ag beriicksichtigt werden).

Aus Gleichung (H.3) folgt, daB man den Schiitzwert des
Werts der MeBgroBe / aus dem einfachen Ausdruck g +
d erhalt, wobei I die im Kalibrierschein angegebene
Linge des Normals bei 20 °C ist und d durch d geschatzt
wird, dem arithmetischen Mittelwert aus n = 5 unabhén-
gigen, mehrmaligen Beobachtungen. Die kombinierte
Standardunsicherheit u (/) von ! gewinnt man durch An-
wendung von Gleichung (10) im Abschnitt 5.1.2 auf Glei-
chung (H.3) auf nachstehend diskutierte Weise.

Formelzeichen fiir die Gro8e und deren Schitzwe
%
det. 2,

Cag = Iffdas=~I536, = 0
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Cg = 0f/06 =-I8a =0
Cgq= Of/08a =~Is6

Cso = offoda = -lgag

und somit

mals

Im Kalibriersch
Normals mit |

/,v's‘ angegeben und vermerkt, da8
sfaktor k =3 gewonnen wurde.
junsicherheit gilt dann:

and der Strewung von 25 mehrmaligen unabhéngigen
Beobachtungen der Lingendifferenz zweier Normal-
Endmage zu 13 nm ermittelt. Bei dem fiir dieses Beispiel
durchgefiihrten Vergleich wurden 5 Beobachtungen vor-
genommen. Fiir die dem arithmetischen Mittelwert dieser
Ablesungen zugeordnete Standardunsicherheit gilt dann
(siehe 4.2.4):

u(d)=s(d)=13 nm//5 =5,8 nm

Nach dem Kalibrierschein des fiir den Vergleich von [
und /g verwendeten Komparators betriigt dessen Unsi-
cherheit "aufgrund zufilliger Abweichungen” +0,01 um
mit einem Grad des Vertrauens von 95 Prozent. Sie beruht
auf 6 Messungen. Bei Verwendung des ¢-Faktors tg5(5) =
2,57 fiir v = 6 — 1 = 5 Freiheitsgrade (siche Anhang G,
Tabelle G.2) betriigt die Standardunsicherheit somit

u(dy) = (0,01 um) /2,57 =3,9 nm

Die Unsicherheit des Komparators "aufgrund von syste-
matischen Abweichungen" wird im Kalibrierschein mit
0,02 um auf dem "Drei-Sigma-Niveau" angegeben. Fiir
die Standardunsicherheit aufgrund dessen kann daher gel-
ten:
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u(d,) = (0,02 pm) /3 =6,7 nm

Den Gesamtbeitrag erhilt man aus der Summe der ge-
schitzten Varianzen;

Tabelle H.1: Uberblick iiber die Komponenten der Standardunsicherheit

u(d) = u¥(d) + u¥(d;) + u*(dy) = 93 nm?
oder

u(d)=9,7 nm

Komponente Unsicherheitsquelle Wert der Standard- | ¢;
der Standard- unsicherheit of /ox;
unsicherheit u(x,)
u(xy)
u(ly) Kalibrierung des Normal-EndmaBes 25 nm 1
u(d) Gemessene Differenz der Endmafie 9,7 nm 9 9,7 25,6
w(d) mehrmalige Beobachtungen 24
u(d,) zufillige Komparatoreinfliisse 5
u(d,) systematische Komparatoreinfliisse 8
u(og) Wirmeausdehnungskoeffizient des Normal- 0 0
EndmaBes
u(6) Priifhalterungstemperatur 0 0
@) mittlere Priifhalterungstemperat 02°C
u(4) zyklische Schwankung der Ratm: 0,35 °C
temperatur
u(da) Differenz der Wéirmeausd&hnu 4/// 0,58 x 106 °C-! —Ig6 2,9 50
zienten der Endmalle ¢, ¢ <
Vi
u(d6) Temperaturdifferenz derk 0,029 °C —lgag 16,6 2
o % w2(ty=Yu?() = 1002nm?
% u () =32nm
% vll) = 16

H.1.3.3 Unsicherheit zi{arg) des Wirmeausdehnungs-
. Z,
koeffizienten 2

2,

2,
\ 2
)

cherheit gilt dann [siche Gleichung (7) in 4.3.7]

u(ag) = (2x108°C1) /3 =1,2x 10 °C'!

Dalaut H1.3 ¢y = afldag=~1506 =0, tragt diese Unsi-

cherheit nicht zur Unsicherheit von / in der ersten Ord-
nung bei. Sie leistet jedoch einen Beitrag zweiter Ord-
nung, der in H.1.7 erldutert wird. '

H.1.3.4 Unsicherheit u(6) der Temperaturabweichung
des Endmafles

Die Temperatur der Priifhalterung ist mit (19,5 + 0,5) °C
angegeben; wihrend der einzelnen Beobachtungen wurde
die Temperatur nicht aufgezeichnet. Die angegebene Ma-
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ximalverschiebung 4 = 0,5 °C soll die Amplitude ciner
annghernd zyklischen Schwankung der Temperatur bei
Thermostatregelung darstellen und nicht die Unsicherheit
der mittleren Temperatur. Der Wert der mittleren Tempe-
raturabweichung

8=19,9°C-20°C= —0,1°C

hat laut Angabe wegen der Unsicherheit der mittleren
Temperatur der Priifhalterung eine eigene Unsicherheit

u@)=02"°C
wihrend die zeitliche Schwankung eine U-formige

(Arcussinus-) Temperaturverteilung erzeugt, was zu einer
Standardunsicherheit

u(4) =(0,5°C)/ 42 =035 °C
fiihrt. Die Temperaturabweichung @ kann mit 8 gleich-

gesetzt werden; die Standardunsicherheit von & erhilt
man durch

u?(0) =u? (@) +u%(4)=0,165 °C2
woraus folgt

u(6) =041°C

nung bei. Sie leistet jedoch einen Beitrag T
nung, der in H.1.7 erldutert wird. @
H.1.3.5 Unsicherheit u(5) der Difféte

nungskoeffizienten

H.1.3.6 Unsicherhéit
der Mafle

einer beliebigen Stelle in den geschétzten Grenzen von
—0,05 °C bis +0,05 °C liegen. Die Standardunsicherheit
ist
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u(86) = (0,05 °C)/+/3=0,029 °C
H.1.4 Kombinierte Standardunsicherheit
Dic kombinierte Standardunsicherheit u (/) wird nach

Gleichung (H.5) errechnet. Die einzel o1
gesammelt und in diesen Ausdruckvj

u2(l)

(H.6b)

(H.6¢c)

Mittelwert d aus fiinf mehrmaligen Beobachtungen der
Langendifferenz zwischen dem unbekannten EndmaB und
dem Normal-EndmaB betriigt 215 nm. Da [ = I + d (siehe
H.1.2), betrégt die Lange ! des unbekannten EndmaBes
bei 20 °C somit 50,000 838 mm. Nach 7.2.2 148t sich das
Endergebnis der Messung wie folgt ausdriicken:

I'= 50,000 838 mm mit einer kombinierten Standard-
unsicherheit u, = 32 nm. Die entsprechende relative
kombinierte Standardunsicherheit ist u /! = 6,4 x 107,

H.1.6 Erweiterte Unsicherheit

Es sei angenommen, daf8 eine erweiterte Unsicherheit
Ugg = kggu () gefordert ist, die ein Intervall mit einem
Grad des Vertrauens von ca. 99% liefert. Bs ist das in
G.6.4 zusammengefafit dargestelite Verfahren zu verwen-
den, wobei die erforderlichen Freiheitsgrade in Tabelle
H.1 angegeben sind. Diese wurden wie folgt gewonnen:

1) Unsicherheit u(ls) der Kalibrierung des Normals
[H.1.3.1]. Im Kalibrierschein sind die effektiven Frei-
heitsgrade der kombinierten Standardunsicherheit, aus
der die angefiihrte erweiterte Unsicherheit gewonnen
wurde, mit v ¢ = 18 angegeben.
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2) Unsicherheit u(d) der gemessenen Lingendifferenz
[H.1.3.2]. Obwohl d aus fiinf mehrmaligen Beobach-
tungen gewonnen wurde, ist v(d) = 25 - 1 =24 die
Anzahl der Freiheitsgrade (iir u(d ), da u(d ) aus einer
zusammengefaiten empirischen Standardabweichung
gewonnen wurde (siche H.3.6, Anmerkung). Fiir u(d;),
die Unsicherheit aufgrund von zufalligen Komparator-
einfliissen, ist die Anzahl der Freiheitsgrade v(d;) = 6
~ 1 =15, da d, aus sechs Beobachtungen gewonnen
wurde. Die Unsicherheit von £0,02 pm aufgrund von
systematischen Komparatoreinfliissen kann als bis zu
25% zuverlissig angesehen werden. Daher ist die An-
zahl der Freiheitsgrade aus Gleichung (G.3) in G4.2
v(d,) = 8 (siche das Beispiel in G.4.2). Die effektiven
Freiheitsgrade von u(d), v.g(d), werden dann aus Glei-
chung (G.2b) in G.4.1:

[ (@ + 42 (dy) + (d )]2

Vetp (d) =

u'(@) , w(d) , u'(dy)
v(d) v(dy) vidp)
- 9,7 nm)4 ~956
(5,8 nm)* L 3.9 nm)* (67 nm)t
24 5 8

3) Unsicherheit u(3¢) der Differenz der Ausdehnungs- /54
24er/Anmerkung zu 5.1.2 gegebenen Ausdruck auf Glei-

verldssigkeit von 10% zugetraut. Hieraus ergi¥j
v(8¢) = 50 nach Gleichung (G.3) in G4.2 .

7

LA
Yempe

V.
T4

(25 a9 7o) (2,9 nm)® (16,6 nm)’
18 25,6 50 2
=167

Um die geforderte erweiterte Unsicherheit zu erhalten,
wird dieser Wert zuniichst auf die ndchstniedrigere ganze
Zahl abgerundet: v (l) = 16. Aus Tabelle G.2 in Anhang
G folgt dann #g¢(16) = 2,92, daher ist Ugg = 199(16)u(l) =
2,92x(32 nm) = 93 nm. Nach 7.2.4 1aBt sich das Ender-

gebnis der Messung wie folgt angeben:
7 %
I = (50,000 838 = 0,000 093) mm, %y e Zahl
2l einer er-
errechnet

herheit U, =
W = 2,92, der auf

im vorliegerfde
Ermittlung

tectihung von u(I) unvollstindig ist. Wenn man den in
chung (H.3) anwendet, ergeben sich tatsichlich zwei
nung, die zu Gleichung (H.5) hinzugefiigt werden miis-
sen. Diese Glieder, die aus dem quadratischen Glied des
Ausdrucks in der Anmerkung hervorgehen, lauten:

13u? (8a)u? (6) +13u® (ag)u® (36)

aber nur das erste dieser Glieder trigt signifikant zu u (0)
bei:

lqu(d0) u(@)y = (0,05 m) (0,58 x 106 °C-1) (0,41 °C)
=11,7 nm
Isu(og) u(86) = (0,05 m) (1,2 % 106 °C-1) (0,029 °C)

=1,7nm

Die Glieder zweiter Ordnung erhohen u (/) von 32 nm auf
34 nm.
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H.2 Gleichzeitige Wirk- und Blindwider-
standsmessung

Dieses Beispiel demonstriert die Behandlung mehrerer,
gleichzeitig bei ein- und derselben Messung ermittelter
MeBgroBen oder Ausgangsgrofen sowie die Korrelation
ihrer Schdtzwerte. Es werden nur die zufilligen Schwan-
kungen der Beobachtungswerte betrachtet; in Wirklich-
keit wiirden auch die Unsicherheiten der Korrektionen fiir
systematische Einfliisse zur Unsicherheit der MeBergeb-
nisse beitragen. Die Daten werden auf zweierlei Weise
analysiert, wobei beide die gleichen Zahlenwerte ergeben.

H.2.1 MeBaufgabe

Der Wirkwiderstand R und der Blindwiderstand X einer
Schalting sind durch Messen der Amplitude V etner si-
nusférmigen Wechselspannung an ihren Ausgiingen, der
Amplitude / des durch sie hindurchgehenden Wechsel-
stroms und der Phasenverschiebung ¢ der Wechselspan-
nung gegeniiber dem Wechselstrom zu ermitteln. Die drei
Eingangsgrofien sind somit V, I und ¢, die drei Ausgangs-
grofen sind die drei Impedanzkomponenten R, X und Z.
Da Z% = R? + X2, gibt es nur zwei unabhingige Aus-
gangsgrofien.

H.2.2 Mathematisches Modell und Daten

Die MefBgroen stehen zu den EingangsgroBen durch
Ohmsche Gesetz in Beziehung:

|4 vV . |4
R=— cos¢; X =— sing;, Z=—
1 I 1

Es werden fiinf unabhingige, gleich Z8L

gen der drei Eingangsgréen V, [, un
Bedingungen durchgefiihrt (siche B.
Tabelle H.2 aufgefiihrien Daten gesam e

terhin gegeben seien die arith schen Mittelwerte aus
den Beobachtungen und dic%ipiri
chungen jener Miltclwertef@ di

(5) in 4.2 errechnet w ff;// Big M
beste Schitzwerte der E “a ngswerte der Eingangsgro-

[V ar

%7
L

Ben genommen, die gmpirischén Standardabweichungen
sind die Standardun%iten dieser Mittelwerte.

lassen sich leicht aus Gleichung (14) in 5.2.2 unter Ver-
wendung der _na_ch szighung (17) in 5.2.3 berechneten
Werte von s(V,/), s(V,¢) und s({,¢) ermitteln. Die Er-

Seite 81
ENV 13005:1999

gebnisse sind in Tabelle H.2 aufgefiihrt, wobei man daran
denken muB, daB r(x;, xj) =rx, x)und r(x;, x;) = 1.

H.2.3 Ergebnisse: Vorgehensweise 1

Vorgehensweise 1 ist in Tabelle H.3 z mengefafit.

Die Werte der drei Mef3grofen R, )? g, Z en aus den

Beziehungen in Gleichung (H.7) éw/v// ;////,,/ obei man die
i V.Tund ¢ elie A2 ki

Mittelwerte V,/ und ¢ aus Tab %'/////// V, 1, und ¢

den anhand von Glgichung '

EingangsgroBen VI und ¢ eits festgestellt, korre-
Ve

spict 2= Vﬁ betrachtet. Durch

f,/, mit x, und Z = V/I mit §

1 3 .2 fiir die kombinierte Stan-

(H.8a)

—\2 - \2
= —— | ———
1% I

oder
U (Z) =t (V)y+u2 (D)
o (H.8¢)
~2u (V)u (Dyr (V1)

wobei u(V) = s(V), u(T) = s(T); der Index "r" im letzten
Ausdruck zeigt an, daf} es sich bei ¥ um eine relative Un-
sicherheit handelt. Nach Einsetzen der entsprechenden
Werte aus Tabelle H.2 in Gleichung (H.8a) ergibt sich
u(2)=0236Q.

Da die drei Mefigroflen oder AusgangsgroBen von densel-
ben Eingangsgrofen abhingen, sind sie ebenfalls korre-
liert. Die Elemente der Kovarianzmatrix, die diese Korre-
lation beschreibt, konnen allgemein wie folgt geschrieben
werden:

N Ngy oy
u(ypy =% Z—‘L—ﬂu(xi)u(xj)r(xi,xj) (H.9)
i=1j=1%;
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Tabelle H.2: Werte der Eingangsgrofien V, I und ¢, gewonnen aus fiinf Blécken von gleichzeitigen Beobachtungen

Beobachtung-Nr. Eingangsgrifen
k vV I
V) (mA)
1 5,007 19,663
2 4,994 19,639
3 5,005 19,640
4 4,990 19,685
5 4,999 19,678
Arithmetischer V=4,9990 T=19,6610
Mittelwert
Empirische — -
Standardabweichung | S(V)=0,0032 s(I')=0,0095
des Mittelwerts

wobei y; = fxy, x5, ..., xy) und y,, = £, (xq, X, ...
Gleichung (H.9) st
Gleichung (F.2) in F.1.2.3, wenn die ¢, in di
Ausdruck korreliert sind. Wie in Gleichung (14) in 5¢
angegeben, sind die geschitzten Korrelationskoeffizienten

Vi

2

rianzen zu den Ausgangsgrofien y, darstelj#i
Anmerkung 2) und daf Gleichung (H.9

Berechnung von R, X und Z sowie ih-
Vagianzen und Korrelationskoeffizienten
sind in Tabelle H.3 angegeben.

H.2.4 Ergebnisse: Vorgehensweise 2

Vorgehensweise 2 ist in Tabelle H.4 zusammengelafit.

ch, aus jedem Block von Eingangsdaten einen Wert fiir
R, X und Z zu berechnen und dann den arithmetischen
Mittelwert aus den fiinf Einzelwerten zum Erhalt des be-
sten Schitzwerts von R, X und Z zu bilden. Die empiri-
sche Standardabweichung der Mittelwerte (die deren
kombinierte Standardunsicherheit darstellt) wird dann auf
die iibliche Weise aus den fiinf Einzelwerten errechnet
[Gleichung (5) in 4.2.3]. Die geschitzten Kovarianzen zu
den drei Mittelwerten werden durch direkte Anwendung
von Gleichung (17) auf die fiinf Einzelwerte ermittelt, aus
denen der Mittelwert gewonnen wurde. Mit Ausnahme
von Einfliissen zweiter Ordnung wegen des Austauschs
von Gliedern wie V/I und cos@ durch V/T und cos¢ gibt
es keine Unterschiede zwischen den beiden Vorgehens-
weisen in bezug auf Ausgangswerte, Standardunsicherhei-
ten und geschitzte Kovarianzen.

Zur Demonstration dieses Vorgehens gibt Tabelle H.4 die
aus den fiinf Beobachtungsblécken ermittelten Werte von
R, X und Z an. Die arithmetischen Mittelwerte, Standard-
unsicherheiten und geschitzten Korrelationskoeffizienten
werden dann direkt aus diesen Einzelwerten errechnet.
Die auf diese Weise gewonnenen Zahlenwerte sind nur
vernachldssigbar verschieden von den in Tabelle H.3 an-
gegebenen Ergebnissen.
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Tabelle H.3: Berechnete Werte der Ausgangsgrofen R, X und Z: Vorgehensweise 1

MefBgrofien- Beziehung zwischen dem Schitzwert y;, der das kombinierte Standardunsicherheit
index Schitzwert der MeBgrifie y, und Me@ergebnis ist u(yp des Mefergebnisses
l den Eingangsschétzwerten x;
1 y=R= (V/T) cosp y1=R=127,732Q uc(R%: 4
R = 006x1072
— = oA,
2 ¥, =X =(V/T) sing ¥, =X=219,847Q jj’///,// Q
20,13x10°2
3 y3=2Z= 17/ ¥3=2Z=254,260 Q =0,236 Q
0,09x10-2

Beobachtung Nr.,
k Z=v/n
Q) @)
1 220,32 254,64
2 219,79 254,29
3 220,64 254,84
4 218,97 253,49
5 219,51 254,04
Arithmetischer =R =127,732 ¥, = X =219,847 ¥y = Z = 254,260
Mittelwert
Empirische — —
Standardabweichun 4 = 0,071 S(X) = 0,295 S(Z) = 0,236
des Mittelwerts <4

Korrelationskoeffizienten r(y;, y,,)

(1. ¥o) = r(R, X) = -0,588
r(yy, y3) = (R, Z) = 0,485
r(y5. ¥3) = r(X, Z) = 0,993
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In den Begriffen der Anmerkung zu 4.1.4 ausgedriickt, ist
Vorgehensweise 2 ein Beispiel fiir die Gewinnung des

Schitzwerts y durch ?=(22’=1Yk)/n, wihrend Vorge-

hensweise 1 ein Beispiel zur Gewinnung von y aus
y= f(fl,—)'f—z,...,fzv) ist. Wie in dieser Anmerkung betont
wird, liefern die beiden Vorgehensweisen im allgemeincn
identische Ergebnisse, wenn f eine lineare Funktion der
Eingangsgrofien ist (Voraussetzung ist, daB bei Vorge-
hensweise 1 die empirisch beobachteten Korrelationskoef-
fizienten beriicksichtigt werden). Ist f keine lineare Funk-
tion, dann weichen die Ergebnisse bei Vorgehensweise 1
von denen bei Vorgehensweise 2 ab, und zwar nach MaB3-
gabe des Grades an Nichtlinearitiit sowie der geschitzten
Varianzen und Kovarianzen der X;. Dies wird aus dem
folgenden Ausdruck ersichtlich:

y=f(X1,X2,...,XN)

(H.10)
L
-— — X,X ves
+ZZ"1]§18X18X,' uiXi, X+

wobei das zweite Glied anf der rechten Seite das Glied
zweiter Ordnung der in den X ; ausgedriickten Entwick-
lung von f in eine Taylor-Reihe ist (siche auch 5.1.2,
Anmerkung). Im vorliegenden Fall ist Vorgechensweise 2
zu bevorzugen, denn es vermeidet die Niherung
y = f(fhfz,...,fzv) und spiegelt das verwendete
MeBverfahren besser wider: die Daten wurden tatsichlich
in Blocken erfafit.

ermittelt worden waren: ny = 5 Beobachtugen ]
trischen Spannung V, dann n, = 5 Beoba
Stromstiirke I, dann ny = 5 Beobachtunge
schiebung ¢; vollig unmoglich wire es bé X

Messungen in dieser Weise durchgéfiihrt werden, denn
die Spannung iiber eine feste Impedanza
flieBende Strom stehen in eirg
hang.)

[tek
7

Wenn die Daten aus Tabelle H.2 auf diese Weise umin-
terpretiert werden, daB Vorgehensweise 2 ungeeignet ist,
und wenn angenommen wird, daf§ zwischen V, / und ¢
keine Korrelation existiert, dann haben die beobachteten
Korrelationskoeffizienten keine Bedeutung und miissen
gleich Null gesetzt werden. Wird dies in Tab

tan, so reduziert sich Gleichung (H.9)

Die Anwendung dieser Glei h
le H.2 fiihrt zu den in Tabel¢
rungen:

u(R) = 0,195 Q
u (R)/R = 0,15x10°2

u(X)=0,201 Q
u (X)/X =0,09x102

1(Z) = 0,236 Q
U 2)/Z = 0,09x10°2

Korrelationskoeffizienten r(y;, y,,,)

r(y1, ¥p) = r(R, X) = 0,056
r(y1, y3) = (R, Z) = 0,527
r(yy, ¥3) =r(X, Z) = 0,878
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H.3  Kalibrierung eines Thermometers

Dieses Beispiel zeigt, wiec die Methode der kleinsten
Quadrate zur Gewinnung einer lincaren Kalibrierkurve
angewendet wird, und wic die Parameter des Ausgleichs,
der Achsenabschnitt und dic Steigung, sowie deren ge-
schétzten Varianzen und Kovarianz verwendet werden,
um aus der Kurve den Wert und die Standardunsicherheit
einer vorhergesagten Korrektion zu ermitteln.

H.3.1 MeBaufgabe

Ein Thermometer ist durch Vergleich von n = 11 Tempe-
raturausgaben ¢, des Thermometers, die jeweils eine ver-
nachlissigbare Unsicherheit haben, mit entsprechenden
bekannten Referenztemperaturen Iy, 1 im Temperaturbe-
reich von 21 °C bis 27 °C zu kalibrieren, wobei die Kor-
rektionen by, = fy , ~ £ zu den Ausgaben zu ermitteln
sind. Die gemessenen Korrektionen b, und die gemesse-
nen Temperaturen ¢, sind dic Eingangsgrofen der Be-
rechnung. Eine lineare Kalibrierkurve

b(t) =y + ot — 1) (H.12)
wird an die gemessenen Korrektionen und Temperaturen

nach der Methode der kleinsten Quadrate angepaft. Die
Parameter y, und y,, die den Achsenabschnitt bzw. die

Steigung der Kalibrierkurve bezeichnen, sind die beide: ,/ S

zu ermittelnden MeBgréfien oder AusgangsgroBe ), Di
Temperatur ¢, ist eine passend gewihlte, genaue Réfe
renztemperatur und kein unabhingiger Para

durch einen Ausgleich nach der Methode der
Quadrate zu ermitteln ist. Wenn y; und y, so

. . . 7L
Varianzen und Kovarianz einmal gefunden //@3

2

"""4/1?
v/ A
N A

H.3.2 Ausgleich nach der

uadrate
Quadra .

2
%
2
%
/)

pgft die Ausgangsgrofien
Varianzen und Kovarianz
%

=yl —to)1?

clt folgende Gleichungen fiir y;, y,, ih-
arianzen 5%(y;) und s%(y,) und ihren ge-
schitzten Korrelationskoeffizienten r(y;, y,) = s(vy, y,)/

5(y1)s(vp), wobei s(yy, y,) die geschiitzte Kovarianz ist:
(25 )(262)-(£b.8)(20)

= (H.13a)
D

,_t
(¢
o
3

3
=.
X
@
(o]
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’12bk‘9k —(Zbk)(Zé’k)

Yy = . (H.13b)
s2 () = (H.13¢)
s2(yy) = (H.13d)

r(-yp) = (H.13e)

e widerspiegelt, dafl zwei Parameter y, und y, durch n

0 nabhingige Beobachtungen ermittelt werden (siehe

G.3.3), so daB fiir s> die Anzahl der Freiheitsgrade
v =n— 2 betragt.

H.3.3 Berechnung der Ergebnisse

Die anzupassenden Daten sind in der zweiten und dritten
Spalte von Tabelle H.6 angefiihrt. Bei einer Referenztem-
peratur ;= 20 °C ergibt dic Anwendung der Gleichungen
(H.13a) bis (H.13g):

y=-0,1712°C ~ s(y;) =0,0029 °C

¥,=0,002 18 5(r,) =0,000 67

r(y1, ¥o) =-0,930 §=0,0035 °C

Die Steigung y, ist mehr als dreimal groBer als ihre Stan-
dardunsicherheit. Das deutet darauf hin, daB eine Kali-
brierkurve erforderlich ist und keine feste Durchschnitts-
korrektion.

Die Kalibrierkurve 148t sich dann wie folgt schreiben:
b(1) =-0,1712(29) °C

(H.14)
+0,002 18(67) (¢ - 20 °C)
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Tabelle H.6: Daten zur Ermittlung ciner linearen Kalibrierkurve fiir ein Thermometer nach der Methode der kleinsten
Quadrate

Nummer der {| Thermometer- Beobachtete Vorhergesagte Differenz zwischen beobachteter
Ablesung ausgabe Korrektion Korrektion und vorhergesagter Korrektion
k ‘i by=tre= 1 b(ty)

4] (6] §®)

21,521 -0,171 -0,1679
22,012 -0,169 -0,1668
22,512 -0,166 -0,1657
23,003 -0,159 -0,1646
23,507 ~-0,164 -0,1635
23,999 -0,165 -0,1625
24,513 -0,156 -0,1614
25,002 -0,157 -0,1603
25,503 -0,159 -0,1592
26,010 -0,161 -0,1581
26,511 -0,160 -0,1570

il N = R TR S

wobei die in Klammern gesetzten Zahlen die Zahlenwerte tion un &Ansi
fiir die Standardunsicherheiten, bezogen auf die entspre- dieser WertZayh
chenden letzten Stellen der angegebenen Ergebnisse fiir The ;
Achsenabschnitt und Steigung sind (siche 7.2.2). Diese sefzéx
Gleichung liefert den Vorhersagewert der Korrektion b() .
fiir jede Temperatur ¢ und insbesondere den Wert b(1,) fiir ///////,,,// b(30 °C) = —0,1494 °C

2
/
%
"”4'0' Gleichung (H.15) folgende Form annimmt:

D2k,

u2[6(30°C)] =(0,0029 °C)? + (10 °C)(0,000 67)2
Giiltigkeit des linearen Modells verwenden; es gibt auch<y, +2(10 °C) (0,0029 °C)(0,000 67) (-0,930)

diese hier nicht beriicksichtigt. =17.1 x 10-6 °C2

. oy e %
H.3.4 Unsicherheit eines Vorhersagewerts”2, oder

u[b(30 °C)] = 0,0041 °C

zes, Gleichung (16) in 5.2.2,% Somit betrigt die Korrektion —0,1494 °C fiir 30 °C bei ei-
winnen. Wenn man b — ; ner kombinierten Standardunsicherheit u, = 0,0041 °C mit
sowie u(y,) = s(y,) Schreibt, L : v=n=—2=9 Freiheitsgraden fiir u.

H.3.5 Eliminierung der Korrelation von Steigung und
Achsenabschnitt

Gleichung (H.13e) fiir den Korrelationskoeffizienten r(y;,
¥o) impliziert r(y;, y,) = 0, wenn £, so gewihlt wird, da
Yi=iB = 24y (1 —1p) = 0. Dann sind y; und y, unkor-
reliert, wodurch sich die Berechnung der Standardunsi-
cherheit einer vorhergesagten Korrektion vereinfacht. Da
Als Beispiel fir die Anwendung von Gleichung (H.15) sei k=19 =0 beifg=1= (Tiarte)/n und T = 24,0085 °C
der Fall betrachtet, da§ man eine Thermometer-Korrek- im vorliegenden Fall, wiirde ein wiederholter Ausgleich

4

min

tmin



Normen-Download-Beuth-DIN Deutsches Institut fur Normung e. V. NA Radiologie-KdNr.6927827-LfNr.2990170001-2005-11-09 10:10

nach der Methode der kleinsten Quadrate bei 1y = 1 =
24,0085 °C zu unkorrelierten Werten von y; und y, fiih-
ren. (Die Temperatur 7 ist auch die Temperatur, bei der
u?[b()] ein Minimum erreicht; siche H.3.4). Der Aus-
gleich muB jedoch nicht wiederholt werden, da gezeigt
werden kann, daB

b)) =y +y,(1—1) (H.162)
u[b()] =ud(y) + (= 1 Y2u(y,) (H.16b)
r(y1.5p) =0 (H.16c)

wobei

)"1 =5+ )’2(7— o)
r = 19=sGroy, yo) I50)
Sz()’i) = 52()’1)[1 - rz()’p }’2)]

und beim Schreiben von Gleichung (H.16b) u( y'l) = ( y'l)

und wu(y,) = s(y,) eingesetzt wurden [siehe Gleichung
(H.15)].

Bei Anwendung dieser Bezichungen auf die Ergebnisse in
H.3.3 folgen:

b(t) =-0,1625(11)

+ 0,002 18(67) (+ — 24,0085 °C)
ul[b()] = (0,0011)2

+ (£ — 24,0085 °C)2 (0,00 67)

DaB diese Ausdriicke dieselben Ergeb

Gleichungen (H.14) und (H.15), 1j

dem man die Berechnung von b

wiederholt. Die Einsetzun%%
chungen (H.17a) und (H.1 7bye

iberpriifen, in-
°C) und u [b(30 °C)]
°C in die Glei-

¢thaltenen Ergebnissen iiberein-
ovarianz zwischen zwei vorher-

',’ OTTex

Seite 87
ENV 13005:1999

H.3.6 Weitere Uberlegungen

Mit der Methode der kleinsten Quadrate lassen sich Kur-
ven hoherer Ordnung an Mefpunkte anpassen. Ebenso
kann sie angewandt werden, wenn einzelne MeBpunkte
Unsicherheiten aufweisen. Einzel%it%‘den Stan-
dardtexten zu diesem Thema [8) zu ény . Die fol-
zwei Fille,

v{?."o

%
77,
)

. . %
n Werte Iy , sei aus eme 1he
et
sungen gewonnen worde
Menge von iiber g

Daten beruhende z

IMERKUNG: Einen aus N unabhiingigen Beobachtungen
rselben ZufallsgroBe gewonnenen zusammengefafiten
Schitzwert s2 der Varianz erhilt man aus folgendem Aus-

druck:

N
) Evisiz
_isl
sp =y
v

i=1
wobei siz die empirische Varianz der i-ten Reihe aus n;
mehrmaligen unabhingigen Beobachtungen (Gleichung (4)
in 4.2.2] ist und v; = n, - 1 Freiheitsgrade hat. Die Anzahl
der Freiheitsgrade von sf, istv = Zﬁl v;. Die empirische
Varianz s, /m (und die empirische Standardabweichung
Sp / Jm ) des arithmetischen Mittelwerts aus m unabhingi-

gen Beobachtmungen, die durch den zusammengefaten
Schitzwert der Varianz sf, charakterisiert werden, hat eben-

falls v Freiheitsgrade.

2) Die Unsicherheit aller ¢, sei vernachlissigbar, eine
Korrektion &, werde an jeden der n Werte g , angebracht,
und jede Korrektion habe dieselbe Standardumsicherheit
u,. Dann ist die Standardunsicherheit fiir alle b, = 1 , —
t, ebenfalls u,, s2(y,) wird durch s2(y;) + u2 und s2(y;)

durch s? (y'l) + uf ersetzt.
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H.4 Aktivititsmessung

Dieses Beispiel dhnelt Beispicl H.2, der gleichzeitigen
Wirk- und Blindwiderstandsmessung, darin, daf die
Daten auf zweierlei Weise analysiert werden konnen,
beide Vorgehensweisen aber im wesentlichen den gleichen
Zahlenwert ergeben. Die erste Vorgehensweise zeigt ein
weiteres Mal, wie wichtig es ist, die beobachtete Korrela-
tion zwischen den Eingangsgrofien zu beriicksichtigen.

H.4.1 MeBaufgabe

Die unbekannte Aktivititskonzentration von Radon
(*22Rn) in einer Wasserprobe wird durch Zahlen mit ei-
nem Fliissigkeits-Szintillator im Vergleich zu einer Ra-
don-Wasser-Normalprobe mit bekannter Aktivititskon-
zentration ermittelt. Die unbekannte Aktivitdtskonzentra-
tion erhdlt man durch Messung dreier Zihlquellen, die
aus etwa 5 g Wasser und 12 g organischer Emulsion als
Szintillator in Ampullen mit einem Volumen von 22 mL
bestehen:

Quelle (a) Normal der Masse mg einer Normatlosung
mit bekannter Aktivititskonzentration;

Quelle (b) Blindwasserprobe gleicher Masse ohne
radioaktives Material zur Ermittlung der
Nulleffekt-Zihlrate;

Quelle (¢) Probe mit der Masse m, und unbekanntcr
Aktivititskonzentration.

i : - Blindftgh
gender Relhenfolge vorgenommen: Normal B11 Z‘Q//
Probe. Jede totzeitkorrigierte Zahldauer T etrigh 60 Mi
nuten fiir jede Quelle und in allen sechs . Obwic

die Nulleffekt-Zihlrate nicht als konsta

der Messung von Normal und Probe im selben Zyklus
dienen kann. Die Daten sind in Tabelle H.7 aufgefiihrt,
wobei

ts» g, I, Jeweils die Zeiten von der Referenzzeit ¢ = 0
bis zum Mittelpunkt der totzejtkorrigierten
Zihlintervalle der Dauer y %in fiir

angpullenzgind; da-
Henotigt und
geben;

Cs, Cp. C; igierten Inter-

==
5
?..
o
2

:
"

Zzhlungen fiir
ampullen bedeuwtsn/

driicken:

(H.18a)

(H.18b)

die Aktivitdtskonzentration des Normals zur Refe-
renzzeit ¢ = 0 ist;

A, die Mefgrifle ist, die als unbekannte Aktivitdtskon-
zentratton einer Probe zur Referenzzeit ¢ = 0 defi-
niert ist;

mg die Masse der Normalldsung angibt;

Blindprobe Probe

‘g Cp b Cx

(min) () (min) )
305,56 4054 367,37 41432
2 1046,10 3922 1107,66 38 706
3 1785,43 4200 1846,99 35 860
4 2524,73 3830 2586,28 32238
5 3217,56 12 516 3279,12 3956 3340,68 29 640
6 3956,83 11 058 4018,38 3980 407994 26 356
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m

. den Masseanteil der Probe angibt;

A die Zerfallskonstante fiir 222Rn ist: 4 = (In2)/Ty =
1,258 94 x 10~* min™! (7}, = 5505,8 min).

Die Gleichungen (H.18a) und (H.18b) deuten darauf hin,
daBl weder die in Tabelle H.7 angegebenen sechs Einzel-
werte von Cg noch die von C, direkt gemiuelt werden
konnen, da der Aktivititsabfall von Normal und Probe
exponentiell verlduft und von Zyklus zu Zyklus leichte
Schwankungen bei der Nulleflekt-Zihlung auftreten. Statt
dessen mufl man die zerfallskorrigierien oder nulleffekt-
korrigierten Z#hlungen (oder Zihlraten, definiert als An-
zahl der Zdhlungen dividiert durch 7, = 60 min) verwen-
den. Damit empfiehlt sich eine Kombination von Glei-
chung (H.18a) und (H.18b) zur Ermittlung der unbekann-
ten Konzentration aus den bekannten Mengen:

A, = f(Ag, mg, m,, Cg, C,, Cg, ts, 1, A)
mg (C,—Cplet

:AS Co — ﬂls
m, (Cg—-Cple

(H.19)

= As_n_i§. Meﬂ (t,~15)
m, (CS_.CB)

der Dauer T, = 60 min. Alternativ hierzu licBe
einfach schreiben:

Ax = f(A89 ms’ mxa RSa Rx)

mns R
mx RS

i,

.21a) und (H.21b) mit Hilfe von Tabel-
g oben angegebenen Wert von A =
1,258 94 x 10~* min™! errechnet wurden. Es ist zu beach-
ten, daf sich das Verhilinis R = R /R ganz einfach aus
dem Ausdruck
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[(C,~Cp)/(Cs —Cp)] * )
crrechnen Lafit.
Die arithmetischen Mittelwerte Rg, R, und R sowie ihre

empirischen Standardabweichungen %(
s(R) werden auf dic iibliche Weis€ be

5.2.2 errechnet.

Wegen der vergleichswei <
— ST R
von R, und Rg smd

% JAS<
A 7,
n

% i
= /% . s
R,/Rg und die Standh dir

%%
Zi

fdem in der letzten Spalte von
ittleren Verhiltnis R und sei-
dazdabweichung s(R) [siche H.2.4
diesem Abschnitt]. Dennoch

“inung  der  Standardunsicherheit
durch den Korrelationskoeffizienten
gedriickte Korrelation von R, und Rg mit
ichung (16) in 5.2.2 beriicksichtigt werden.
#chung ergibt die letzten drei Glieder von Glei-
€H.22b) fur die relative geschitzte Varianz von

ollte dabei beachtet werden, daB die jeweilige empiri-

K o he Standardabweichung von R, und ES, \/gs(ﬁx)

bzw. \/gs(ﬁs), auf eine Streuung dieser Grofien hindeu-
ten, die zwei- bis dreimal grofer ist, als sie die Poisson-
Statistik des Zihlprozesses mit sich bringt; letztere ist in
die beobachtete Strenung der Zihlungen eingeschlossen
und braucht nicht gesondert beriicksichtigt zu werden.

H.4.3 Berechnung der Endergebnisse

Zum Erhalt der unbekannien Aktivititskonzentration A,
und ihrer kombinierten Standardunsicherheit u(A,) aus
Gleichung (H.20) benétigt man Ag, m,, und mg sowie de-
ren Standardunsicherheiten. Diese sind wie folgt gegeben:

Ag=0,1368 Bg/g

u(Ag) = 0,0018 Bq/g;  u(Ag)/Ag =1,32x1072

mg=5,0192 g

ulmg) =0,005g;  u(mg)/mg=0,10x102

m,=50571¢g

u(m) =0,0010 g;  u(m,)/m, = 0,02x1072

Weitere mogliche Unsicherheitsquellen werden als ver-
nachlédssigbar angesehen:
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— Standardunsicherheiten der Zerfallszeiten u(fg ;) und
u(tx,k);

Tabelle H.8: Berechnung der zerfalls- und nulleffektkorrigierten Zihlraten

— Standardunsicherheit der Zerfallskonstante von 222Rn,
u(A) = 1x10~" min~, (Die signifikante GroBe ist der
Zerfallsfaktor exp[A(t, — g)], der zwischen 1,015 63
fiir die Zyklen k = 4 bis 6 und 1,015 70 fiir Zyklus k=
1 schwankt. Die Standardunsicherheit fiir diese Werte
betrigt u = 1,2x1075).

Zyklus R, Rg (t—ts)
k (min-1) (min1) (min)
1 652,46 194,65 123,63
2 666,48 208,58 123,13
3 665,30 211,08
4 655,68 214,17
5 651,87 213,92
6 623,31 194,13
R, = 652,60 Rg= 206,09
sS(R,) =642 s(Rg) =3,79 s(R) = 0,046
- - - A - —
s(RDIR, =0,98x1072 S(RQIRg =1,84x1072 A S(R)/R =1,44x1072

R,/R¢=13,167
WR /Rg) = 0,045

Korrelation koeffizient
et =y 7
R7oR o) = 0,646

D/ ]
y @ Y, %/

2

2
% %
////////////

tgt, koniign A, und u(A,) auf zweier-

R (H20) ermitelt werden. Bei d
shung, (12 werden. Bei der
rd A, mit Hilfe der arithmeti-

R wie folgt berechnet:

A= AgTS ZX 20,4300 By/g

H.22a
T (H.222)

Wendet man Gleichung (16) aus 5.2.2 auf diesen Aus-
druck an, so ergibt dies fiir die kombinierte Varianz

ug (A,):

U2(A) P (A) | w(ms) | (my)
4 & m om
2/ 25
2 {n) 4 (Rs) (H220)
Rx _RS _
2r(Ry,Rs) MR2)URs)
RxRS

wobei die letzten drei Glieder, wie in H.4.2 vermerkt, die
geschiitzte relative Varianz u? (R /Es )/ (Ex/ Rs)? von
Ry / Rs angeben. In Ubereinstimung mit der Diskussion in
H.2.4 zeigen die Ergebnisse in Tabelle H.8, daf§ R nicht
genau gleich Ry / Rs ist, und daB die Standardunsicherheit
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u(ﬁx/ Es) von Ex/ Rs nicht genau gleich der Standard-
unsicherheit s(ﬁ) von R ist.

Werden die Werte der relevanten GréBen in die Gleichun-
gen (H.22a) und (H.22b) eingesetzt, so ergibt sich

u.(A,)
A

X

=1,93x10-2

u (A, = 0,0083 Bg/g
Das Mefergebnis kann dann wie folgt angegeben werden:

A, = 0,4300 Bg/g mit einer kombinierten Standardun-
sicherheit u_= 0,0083 Bq/g.

H.4.3.2 Ergebnisse: Vorgehensweise 2

Bei der zweiten Vorgehensweise, bei der die Korrelation
von R, und Rg vermieden wird, wird A, mit Hilfe des
arithmetischen Mittelwerts R berechnet. Somit gilt:

A, = A TS

my

R =04304 Bq/g (H.23a)

Der Ausdruck fiir uc2 (A,) lautet einfach
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mit dem Ergebnis

u.(A,)

X

=1,95x10~2

letztere der beiden Ergebnisse
dic Naherung des Mittelwerts des
durch den Quotienten der Mit-

, und die Differenz zwischen den Standardunsicher-

. iten kann ginzlich vernachlissigt werden. Eine solche

ug(A) _uP(As) uP(ms)
2 2 2
Ax AS mS

W’ (my) Wt (R)
m

+

bereinstimmung  zeigt, daB beide Vorgehensweisen
gleichwertig sind, wenn die beobachteten Korrelationen
richtig einbezogen werden.
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H.5 Varianzanalyse

Dieses Beispicl gibt eine kurze Einfiihrung in die Vari-
anzanalyseverfahren (ANOVA-Verfahren). Diese statisti-
schen Verfahren werden zur Erkennung und quantitativen
Ermittlung einzelner Zufallseinfliisse auf eine Messung
verwendet, so daB sic¢ bei der Ermittlung der Unsicherheit
des MefBergebnisses entsprechend beriicksichtigt werden
ktnnen. Obwohl ANOVA-Verfahren auf eine grofie Viel-
falt von Messungen anwendbar sind, zum Beispiel auf die
Kalibrierung von Referenznormalen wie dem Zener-
Spannungsnormal und Massenormalen sowie zur Zertifi-
zierung von Referenzmaterialien, sind sie nicht geeignet,
moglicherweise vorhandene systematische Einfliisse zu
ermitteln.

Mit der allgemeinen Bezeichnung ANOVA werden viele
verschiedene Modelle zusammengefafit. Bei dem hier we-
gen seiner Bedeutung diskutierten speziellen Modell han-
delt es sich um den ausgewogen geschachtelten Ansatz.
Die Zahlenwerte in diesem Beispiel bezichen sich anf die
Kalibrierung eines Zener-Spannungsnormals; die Analyse
kann fiir eine Reihe von praktischen MeBsituationen von
Bedeutung sein.

ANOVA-Verfahren sind von besonderer Bedeutung bei
der Zertifizierung von Referenzmaterialien (RM) durch
Priifungen, an denen mehrere Laboratorien beteiligt sind,
was recht detailliert in der ISO-Richtlinie 35 [19] be-
schrieben ist (siche eine kurze Beschreibung einer solch
RM-Zertifizierung in H.5.3.2). Da das in Richtlinie 35
enthaltene Material breit anwendbar ist, kann man
Broschiire wegen weiterer Einzelheiten iiber ANO
einschliefllich der unausgewogen geschachtelten Amsi):
zu Rate ziehen, Gleiches gilt fiir die Lileraturangc ;
und [20]. 2, 4

TES
L

H.5.1 MeBaufgabe

ti",
Nennspannung, daf iiber einen g, von zwei Wo-
chen an einer stabilen Referenzspa alibrierl wird.

7 “#tfolgen K mehr-
Spannung Vg des

g
Beghachtungswert von Vg

k=12, .., K)am j-te
dann ist der beste Schifzy

(H.24a)

Die empirische Standardabweichung s(V) des Mittel-
werts, die ein Maf fiir die Unsicherheit von V' als Schiitz-

2
2
2,

&

wert der Spannung des Normals darstellt, wird wie folgt
ermittelt [siche Gleichung (5) in 4.2.3]:

J K _
Y XV -V

P2V)y=——
JK(JK=1) jo1 k=t

(H.24b)

ANMERKUNG: Es wird fiir das geséthig B

ange-
nommen, daf} alle an den Beobachtungswerig; gebrachten
Korrektionen zur Kompensierung systg Einfliisse

entweder zu vemachléssigende Ungicherliois
Unsicherheiten aufweisen, die ,//
riicksichtigt werden kénnen.
Kategorie, die ihrerseits am Ende d
telwert der Beobachtungsw // acht werden kann, ist
die Differenz zwischen %’/”’ fizierungswert (fiir den ei-

ne gegebene Unsicherlig]
R

unbcdingt das Endergebnis der
Messung,

mpirische Standardabweichung dieses
Schitzweg 447

: pht unbedingt die kombinierte Standard-
ndergebnisses.

2y

en Tagen erheblich groBer sind als die wihrend eines
Tages, kann die Verwendung jenes Ausdrucks zu einer
deutlich zu niedrigen Angabe der Unsicherheit von V
filhren. Somit ergeben sich zwei Fragen: Wie 148t sich
entscheiden, ob die Schwankungen zwischen Tagen
(gekennzeichnet durch eine Tag-zu-Tag-Komponente der
Varianz) im Vergleich zu den Schwankungen wihrend
eines Tages (gekennzeichnet durch eine Tageskomponente
der Varianz) signifikant sind und, wenn dies der Fall ist,
wie ermittelt man die Standardabweichung des Mittel-
werts?

H.5.2 Numerisches Beispiel

H.5.2.1 Daten, die eine Behandlung der genannten Fra-
gen erlauben, sind in Tabelle H.9 angegeben, wobei

J = 10 die Anzahl der Tage ist, an denen Spannungs-
beobachtungen vorgenommen wurden;

K = 5 die Anzahl der an jedem Tag vorgenommenen
Spannungsbeobachtungen ist;

—_ 1 K
VjZ_Zij
K j=1

(H.252)
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Tabelle H.9: Resiimee der iiber J = 10 Tage ermittelten Kalibrierdaten fiir ein Spannungsnormal, wobei alle Tagesmit-
telwerte Vj und empirischen Standardabweichungen s(ij) auf K = 5 mehrmaligen unabhingigen Beobachtungen beru-

hen

Tag, 1 2 3 4 5

Grofie

V; / A%

10,000 172 10,000 116 10,000 013
sVi/wV 60 77 111
Tag, j 6 7 8

Grofe

Vilv 10,000 031 10,000 060 10,000 125 10,000 041
$Wie)/uV 93 80 86

V = 10,000 097 V
s2 = Ks? (V j)=5(57 uV)? = (128 pv)>

der arithmetische Mittelwert aus den K = 5 Span-
nungsbeobachtungswerten am j-ten Tag ist (es gibt
J = 10 solche Tagesmitielwerte);

der arithmetische Mitelwert aus deny,/
telwerten und somit der Gesamtfiléhy
JK = 50 Beobachtungswerten ist ;

1 X -
SZ(ij):‘_ Z(VJk —Vj)2
Ll

telten K = 5 Beoba

solche Schitzwerte "j/ iar%: und

s2(Vj) = (H.25d)

///;"' ' = Smi -
ey arignz zu den J = 10 Tagesmittel

2 % . 5
3, gibtZaur einen solchen Schitzwert der

istenz der Schwankungen wihrend ei-
nes Tages und der Schwankungen zwischen Tagen bei
den Beobachtungswerten 148t sich durch Vergleich zweier
unabhéngiger Schitzwerte der Tageskomponente der Va-

2%

o /)
A4 4 heiBt, der Varianz zu den an einem Tag er-

achtungswerten) ermitteln,

r erste Schéitzwert von 0§, wird mit s> bezeichnet und
der beobachteten Schwankung der Tagesmitielwerte

L$7,; 7
J */Q‘ﬁ" v
j=1 D, Vi gewonnen. Da V; der Mittelwert aus K Beobach-
” ////// J

%

tungswerten ist, ist seine geschitzte Varianz s2(V j) unter
der Annahme, daB die Tag-zu-Tag-Komponente der
Varianz Null betrigt, J%V /K. Aus Gleichung (H.25d)

folgt dann
52 =Ks2 (V)
(H.26a)
K L _- -
=— X, -V
J—ljzl
Das ist der Schitzwert von o, mit v, =J — 1 = 9 Frei-
heitsgraden.

Der zweite Schétzwert von 0%, bezeichnet mit sﬁ , ist der

aus J = 10 Einzelwerten von sz(ij) mit der Gleichung aus
der Anmerkung zu H.3.6 erhaliene zusammengefaBte
Schétzwert der Varianz, wobei die zehn Einzelwerte aus
Gleichung (H.25¢) errechnet wurden. Da jedem dieser
Werte v; = K — 1 Freiheitsgrade zukommen, stellt der sich

daraus ergebende Ausdruck sg lediglich deren Durch-

schnitt dar. Somit gilt:
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1

J
st =52 (Vy) = " X2 (Vi) (H.26b)
j=1

1 J K —_
=3 T(Vyp-V))?
J(K 1) j=1 k=1

als Schatzwert von 0§, mit v, = J(K — 1) = 40 Freiheits-
graden.

Die durch die Gleichungen (H.26a) und (H.26b) gegebe-
nen Schitzwerte von o, lauten sf = (128 uv)? und

sg = (85 uV)? (siche Tabelle H.9). Da der Schitzwert sZ
auf der Schwankung der Tagesmittelwerte beruht, wih-
rend der Schitzwert sg die Schwankungen der téglichen
Beobachtungswerte zur Grundlage hat, deutet ihre Diffe-
renz auf das mogliche Vorhandensein eines Einflusses an,
der zwar von Tag zu Tag variert, jedoch bei den
Beobachtungswerten innerhalb eines Tages jeweils im
wesentlichen konstant bleibt. Mit dem F-Test wird diese
Méglichkeit und somit die Annahme iiberpriift, da§ die
Tag-zu-Tag-Komponente der Varianz gleich Null ist.

H.5.2.3 Die F-Verteilung ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des Verhiltnisses F(v,, vy) = sf(va) / sg(vb) zweier
unabhingiger Schitzwerte der Varianz o? einer normal-
verteilten ZufalisgroBe [15], namlich s2(v,) und sZ(vp).
Bei den Parametern v, und v, handelt es sich jeweils uf

. L. . W .
die Anzahl der Irelheusgxade der beiden Schitzwerte,

d LUl

F(vyvp) > Fgs oder F(v,,v,) > Fogs (
wird normalerweise als Indikator dafiir imgrps

im Zihler und
im Nenner. Da

mit v, =J-1=9 Freiheitsgraden
vy =J(K—1)=40 Freiheitsgraden
F0,95(9,40) =2,12 und F675(9,40) = 2,45, wird auf einen
statistisch signifikanten Einflul zwischen Tagen auf dem

80

Signifikanzniveau von 5%, jedoch nicht auf dem von
2,5% geschlossen.

H.5.2.5 Wird das Vorhandensein eines Einflusses zwi-

schen Tagen verworfen, weil die Differenz zwischen sa2

und sg nicht als statistisch signifikant 4
(eine unvorteilhafte Entscheidung, d@
schitzung der Unsicherheit fithren kafi#)
schitzte Varianz s2(V) zu V aus Gléicht

ariay der Beobachtungswerte
eses, Schatzwerts durch JK (Anzahl
/4tie Gewinnung des besten
Hignz des Mittelwerts der Beob-
esem Verfahren erhilt man:
Ds2 +J (K -1)s¢

JK(JK-1)

(H.28a)

_9(128uV)? +40(85pV)?
(10)(5)(49)
= (13 uV)2, oder s(V) =13 uV  (H.28b)

bei JK — 1 = 49 Freiheitsgrade zu s(V) gehoren.

Nimmt man an, daf8 alle Korrektionen fiir systematische
Einfliisse bereits beriicksichtigt wurden und daB alle iibri-
gen Unsicherheitskomponenten unwesentlich sind, kann
das Ergebnis der Kalibrierung angegeben werden zu Vg =
V= 10,000 0097 V (siehe Tabelle H.9) mit einer kombi-
nierten Standardunsicherheit s(V) = u, = 13 pV, wobei
49 Freiheitsgrade zu u_ gehoren.

ANMERKUNGEN:

1 Inder Praxis gibe es mit groBer Wahrscheinlichkeit wei-
tere signifikante Unsicherheitskomponenten, die daher mit
der statistisch aus den Beobachtungen ermittelten Unsicher-
heitskomponente kombiniert werden miiten (siehe H.5.1,
Anmerkung).

2 Es laBt sich nachweisen, da8 Gleichung (H.28a) fiir
sAV) gleichwertig mit Gleichung (H.24b) ist, indem man
die mit S bezeichnete Doppelsumme wie folgt schreibt:

J K — — —-12
$= 5 0u-Vp+@;-V)
j=1 k=1
=(J - 1)s? +JK-1)sf

H.5.2.6 Wenn das Vorhandensein eines Einflusses zwi-
schen Tagen anerkannt (cine kluge Entscheidung, da sie
eine mogliche Unterschidtzung der Unsicherheit verhin-
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dert) und dieser als zufillig angenommen wird, dann
schéizt die nach Gleichung (H.25d) aus J = 10 Tagesmit-

telwerten errechnete Varianz s2(V ;) nicht wie in H.5.2.2
o /K, sondern o, JK + oF, wobei 0% dic zufillige
Tag-zu-Tag-Komponente der Varianz ist. Dies impliziert,
daf3

S (Vj)y=s[K+s} (H.29)

wobei 0§ durch s§ und 0} durch s§ geschatzt wird.

Da das aus Gleichung (H.26b) errechnete s2 (ij) nur von
den Schwankungen der Beobachtungswerte eines Tages
abhiingt, 14t sich s%v = sz(ij) ansetzen. Somit verdn-
dert sich der fiir den F-Test in H.5.2.4 verwendete Quo-
tient Ks2(V j)/s2(V;,) wie folgt:

_Ks2(Vj)  s§ +Ksh

F=—"=2L
s2(Vy) 5%
(H.30)
2
=5(57;1\/)2 205
(85uVv)

was dann zu

Ks*(V))-s*(Vy)
K

s =

= (43 pV)? oder sg = 43 UV
5§ = sZ(ij) = (85 LV)?, oder syw=85uv
fishrt. ‘>

Die geschilizte Varianz von V_erhalt g
Gleichung (H.25d), denn s%(V ) widers
zufélligen Tageskomponenten als guch die af

zu-Tag-Komponenten der Vadanz [siehe Gleichung

(H.29)]. Somit gilt o7

SV = 2V )T

(H.32)

die Anzahl der effektiven Freiheitsgrade der Differenz
sh = $XV ) = s3(V)/K [Gleichung (H.31a)], doch ist
deren Schitzung problematisch.
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H.5.2.7 Der beste Schitzwert der _Spannung des Span-
nungsnormals betrigt dann Vg = V= 10,000 097 V mit
s(V') = u = 18 nV wie in Gleichung (H.32). Dieser Wert
von u, und scine 9 Freiheitsgrade miissen mit dem in
H.5.2.5 [Gleichung (H.28b)] erhaltenen Ergebnis, also mit
y verglichen wer-
it n zwischen

Tagen verworfen wurde.

Bei einer wirklichen Messung )
fluB zwischen Tagen nachZMig
werden, um dessen Ursache)

il vorhanden ist, der
‘érfahren verbietet. Wie zu

ays zufilligen Einfliissen er-
ponenten zu erkennen und
ht geeignet, um Erkenntnisse
infliissen stammende Kompo-

wachsende Unsicherh
zu berechnen; sig

iiber aus systempf
o

g/hier dargestellte Beispiel eines Spannungs-
eranschaulicht, was allgemein als einstufig ge-
elier Ansatz bezeichnet wird. Es handelt sich um

ebei ein Faktor - der Beobachtungstag - bei den Messun-
oen verindert wird. Er ist ausgewogen, da an jedem Tag
dic gleiche Anzahl von Beobachtungen erfolgt. Die im

" Beispiel angefiihrte Analyse kann dazu benutzt werden,

das Vorhandensein eines "Beobachter-Einflusses”, eines
"Mefgerite-Einflusses” eines “Laboratorium-Einflusses”,
cines "Probeneinflusses” oder sogar eines
"Verfahrenseinflusses” bei einer bestimmten Messung
festzustellen. Es lieBe sich bei dem angefiihrten Beispiel
vorstellen, dafl man die Anzahl der Beobachtungstage J
ersetzt durch J verschiedene Beobachter; die Tag-zu-Tag-
Komponente der Varianz wird dann zu einer Varianz-
komponente aufgrund verschiedener Beobachter.

H.5.3.2 Wie in H.5 angemerkt, finden ANOVA-Verfah-
ren breite Anwendung bei der Zertifizierung von Refe-
renzmaterialien (RM) durch Priifungen in mehreren Labo-
ratorien. Zu einer solchen Zertifizierung gehért normaler-
weise, dal Proben eines Materials in einer Anzahl von
unabhingigen, gleichermaflien kompetenten Laboratorien
auf die Eigenschaft hin untersucht werden, die dem Ma-
terial bescheinigt werden soll. Es wird allgemein ange-
nommen, dafl die Unterschiede zwischen den Einzeler-
gebnissen sowohl innerhalb eines Laboratoriums als auch
von Laboratorium zu Laboratorium unabhiéingig von ihrer
Ursache statistischen Charakter haben. Jeder Labormit-
telwert wird als erwartungstreuer Schitzwert der Mate-
rialeigenschaft angeschen; der ungewichtete Mittelwert
aus den Labormittelwerten gilt dann als der beste Schitz-
wert fiir diese Eigenschaft.
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In eine RM-Zertifizierang kénnen / verschiedene Labora-
torien einbezogen sein, von denen jedes die in Frage sie-
hende Eigenschaft an J verschiedenen Materialproben
mifit und jede Messung einer Probe aus K mehrmaligen
unabhingigen Beobachtunge besteht. Somit ist IJK die
Gesamtzahl der Beobachtungswerte und IJ ist die Ge-
samtzahl der Proben. Hier handelt es sich um einen zwei-
stufigen ausgewogen geschachtelten Ansatz analog zu
dem einstufigen Beispiel mit dem Spannungsnormal. In
diesem Fall gibt es zwei "Schachtelungs”-Ebenen der Be-
obachtungswerte, wobei zwei Faktoren - Probe und Labo-
ratorium - beim Messen veréndert werden. Der Ansatz ist
ausgewogen, weil jede Probe in jedem Laboratorium
gleichviele Male (K) beobachtet wird und jedes Laborato-
riunm die gleiche Probenanzahl untersucht (/). Analog
zum Beispiel mit dem Spannungsnormal besteht der
Zweck der Analyse auch im RM-Fall darin, das mogliche
Vorhandensein eines Einflusses zwischen den einzelnen
Proben und eines Einflusses zwischen den einzelnen La-
boratorien zu untersuchen sowie die Unsicherheit zu er-
mitteln, die dem besten Schitzwert des Wertes der zu be-
scheinigenden Eigenschaft zuzuordnen ist. Im Sinne des
vorhergehenden Absatzes wird dieser Schitzwert als Mit-
tel aus / Labormittelwerten aufgefaflt, welcher zugleich
der Mittelwert aus den /JK Beobachtungswerten ist.

H.5.3.3 Wie wichtlig eine Verdnderung der ein MeBer-
gebnis beeinflussenden Eingangsgrofien ist, so daf} seine
Unsicherheit auf statistisch berechneten Beobachtungsda-
ten beruht, wurde in 3.4.2 hervorgehoben. Geschachtelte
Ansidtze und die Analyse der so gewonnenen Daten
mittels ANOVA-Verfahren konnen in vielen praktischen
Mefsituationen mit Erfolg angewandt w@gr

‘‘‘‘‘‘

Wie in 3.4.1 angemerkt, ist eine Verd i Jé
gangsgrofien allerdings aus Zeitgriindg

iel aus "Probeneinfliissen”,
/ cBgerite-Einfliissen” oder
pwvachsende Unsicherheitskom-

formationen ermittelt werden.
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H.6 Messungen auf einer Referenzskale:
Hirte

Die Hirte ist ein Beispiel fiir einen physikalischen Begriff,
der sich nicht ohne Bezug auf ein Mcfverfahren quantita-
tiv bestimmen 148t. Es gibt fiir sic keine vom MeBverfah-
ren unabhéngige Einheit. Somit verhilt sich die GrofBe
"Hirte" anders als klassische MeBgrofen, da sie sich nicht
in algebraische Gleichungen einsetzen und zur Definition
anderer mefbarer Gréfien verwenden 148t (mit Ausnahme
ihrer gelegentlichen Verwendung in empirischen Glei-
chungen, mit denen die Hirte fiir eine Gruppe von Mate-
rialien auf eine andere Eigenschaft bezogen wird). Ihr
Groflenwert wird durch eine herkdmmliche Messung er-
mittelt, ndmlich der Messung der MaBe des Eindrucks in
einen Prijfkdrper aus dem zu untersuchenden Material.
Die Messung erfolgt auf der Grundlage einer schriftlich
fixierten ~ Norm, die eine  Beschreibung  des
"Eindringkorpers”, den Aufbau der Maschine, mit der der
Eindringkorper angewendet wird, und die Bedienweise
der Maschine umfaft. Es gibt nicht nur eine schriftlich
fixierte Norm und nicht nur eine Hirteskala. )

Die angegebene Hirte ist eine (skalenabhiingige) Funktion
des gemessenen Mafles. Bei dem Beispiel in diesem Ab-
schnitt ist sie eine lincare Funktion des arithmetischen
Minelwerts oder Durchschnitts aus der Tiefe von fiinf
Eindriicken, doch ist diese Funktion bei einigen anderen
Skalen nichtlinear.

gleichsplatte als Transfernormal.

H.6.1 MeSlaufgabe

per mit Hilfe des zur Hirtemessung verwendeten Gerites
oder Normalgerdtes miissen Korrektionen angebracht
werden, um die Durchschnittstiefe der Eindriicke zu er-
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mitteln, die das nationale Normalgerit im selben Priifkér-
per crzeugt hitte. Es gilt:

Mpockwel ¢ = Fd, 4, 4, 4)

= 100 (0,002 mm) <4 (H.33a)

wobei

a

V- A .
tstlefe aus 5m Eindriicken des

en Normalgerétes in den Priifkdrper mi-
urchschnittstiefe aus 5 Eindriicken des
algerites in denselben Priifkorper ist;

Nuil angenommene Hértedifferenz

schnittstiefen der Eindriicke) zwischen den bei-
den Teilen der Hartevergleichsplatte, die jeweils
fiir die Eindriicke durch die beiden Maschinen
verwendet wurden und

Abweichung mangels Wiederholbarkeit bei dem

nationalen Normalgerit und der unvollstindigen
Definition der Grofe Hirte. Obwohl 4g als Null

angenommen werden muf3, hat sie eine
zugehorige Standardunsicherheit u(4g).

Da dic partiellen Ableitungen 3f/9d , 9f/04,, 9f/d 4, und
0f/d 44 der Funktion in Gleichung (H.33a) alle gleich —1
sind, ist die kombinierte Standardunsicherheit ug'(h) der

von dem Normalgerst gemessenen Hirte des Priifkdrpers
einfach gegeben durch

ul(hy = u* (d)+u*(4,)
(H.34)
+ud(4y) + u3(4g)

wobei der einfachen Darstellung halber gilt:
= BRockweil -
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H.6.3 Beitriige zur Varianz

H.6.3.1 Un§_icherheit u(d ) der durchschnittlichen Ein-
drucktiefe d eines Priiflkorpers

Unsicherheit mehrmaliger Beobachtungen. Die genaue
Wiederholung einer Beobachtung ist nicht moglich, weil
an der Stelle eines friitheren Eindrucks kein neuer Ein-
druck erfoigen kann. Da jeder Eindruck an einer anderen
Stelle erfolgen muB, schlieft eine Streuung der Ergebnisse
den Einfluf der Hirteunterschiede zwischen verschiede-
nen Stellen ein. Somit gilt fiir die Standardunsicherheit
u(d) der Durchschnittstiefe aus fiinf Eindriicken des
Normalgeriites in einen Priifkorper: sp(dk)/ J5  wobei
s.(d,) die zusammengefafite empirische Standardabwei-
chung der durch "wiederholte” Messungen ermittelten
Eindrucktiefen in einen Block von bekanntermafBen ein-
heitlicher Hirte ist (siche 4.2.4).

Unsicherheit der Anzeige. Wenngleich die Korrektion fiir
d aufgrund der Anzeige des Normalgerites gleich Null

ist, gibt es eine Unsicherheit von d wegen der Tiefenan-
zeige aufgrund der Auflssung J der Anzeige, die durch

u¥(5) = 52/12 (siche F.2.2.1) gegeben ist. Fiir die ge-
schitzte Varianz zu d gilt somit

wA(d) = s}dpl5 + 52/12 (H.35)

H.6.3.2 Unsicherheit u(4,) der Korrektion fur di€;,

Differenz aus den beiden Maschinen

Differenz zwischen dem nationalen Normalgerat
Normaigerit. Diese Korrektion 148t sich als,

" oo N
ausdriicken, wobei zg = (Zﬁlzs,i)/

schnittstiefe aus Sm Eindriicken des natio /

Durchschnittstiefe aus Sz Eindriick
in denselben Block ist. Wenn mén
annimmt, daB die Unsicherheft,
der Anzeige jeder Maschin
die geschitzte Varianz von

gripd“der Auflosung

h 135 gbar ist, gilt fiir

(H.36)

s ;) /m] der Durchschnitt aus den

empirischen vanzen der Mittelwerte jeder aus der
Reihe von m Eindriicken zg ;, des Normalgerites ist;

s2,(2) = [(2;;123 ) /n] der Durchschnitt aus den

empirischen Varianzen der Mittelwerte jeder aus der
Reihe von n Eindriicken z;, des Normalgerites ist;

ANMERKUNG: Die Varianzen s> (zo) und s (2)sind
zusammengefalte Schitzwerte der Varianz; siche die Dis-
kussion zu Gleichung (H.26b) in H.5.2.2.
H.6.3.3 Unsicherheit u(Ab) der Korrektion aufgrund
von Hirteunterschieden in der Hartever:

C-Hdrtevergleichsplatten fordert, da
schen maximaler und minimaigs, §

/ey Harte ist. Die maximale

iéten auf dem gesamten
¢zeichnet, wobei z' in

ilung der Wahrschein-
't %z'/2 beschrieben (unter der

JWerte im zentralen Bereich
wahrscheinlic 5

4.3.9). Dann istan

= xz'/2 in Gleichung (9b) in 4.3.9
antanz der Korrektion zur Durchschnitts-

(H.37)

.2 angedeutet, wird angenommen, daf der beste

) : : ; .
%f’/ wert fiir die Korrektion 4, selbst gleich Null ist.

, 2,
% iz y
0

2

Wie in H.6.2 angegeben, ist 4, die Korrektion fiir di€

H.6.3.4 Unsicherheit u(AS) des nationalen Normal-
gerites und der Hirtedefinition

Die Unsicherheit des nationalen Normalgerites wird ge-
meinsam mit der Unsicherheit aufgrund einer unvoll-
stindigen Definition der Gro8e Hirte als geschitzte Stan-
dardabweichung u(4) angegeben (eine Grofe der Di-

mension Ldnge).

H.6.4 Kombinierte Standardunsicherheit u (k)

Die Erfassung der einzelnen in H.6.3.1 bis H.6.3.4 disku-
tierten Glieder und ihre Einsetzung in Gleichung (H.34)
ergibt fiir die geschdtzte Varianz zur Hértemessung
(wobei die kombinierte Standardunsicherheit u (#) ist):

2 2 -
s°(d 2
(k)+5 +Sav(zs)

u*(h) =
¢ 5 12 m

(H.38)

2@ 02) o
+ " +T +u(AS)
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Tabelle H.10: Zusammenfassung der Daten zur Ermittlung der Hirte eines Priifk6rpers nach der Rockwell-C-Skale

Quelle der Unsicherheit Wert

Durchschnittstiefe d aus 5 Eindriicken des Normalgerites in den Priifkorper:
0,072 mm

Angezeigter Hirteindex des Priitkorpers aus den 5 Eindriicken:
11Rockwell c= hRockwelI C/(O’OOZ mm) =
[100(0,002 mm) - 0,072 mm]/(0,002 mm) (siche H.6.1)

ZusammengefaBte empirische Standardabweichung s,(d,) der von dem Normal-
gerit in einer Platte mit einheitlicher Hirte erzeugten Eindrucktiefen

Auflosung & der Anzeige des Normalgeriites

sav(Zs), Quadratwurzel des Durchschnitts aus den empirischen Varianzen der
Mittelwerte aus einer Reihe von m Eindriicken des Normalgerites in die
Hartevergleichsplatte

0,11 Rockwell-Skaleneinheit,

5,,(Z ), Quadratwurzel des Durchschnitts aus den empirischen Varianzg
: n==6

Mittel aus einer Reihe von n Eindriicken des Normalgerites in die
gleichsplatte

Zuléssige Anderung x der Eindringtiefe in die Hirtevergleichsg 1,5x10-2

Standardunsicherheit u(4g) des nationalen Normalgeritesandaicet 0,5 Rockwell-Skaleneinheit

zusammengefalt Agociwenc = 640 Rockwell-Skaleneinheit oder
Die verwendete Skale ist die mit HRC bezeiohdated 0,1280 mm mit einer kombinierten Standardunsicher-
well-C-Skale.  Eine AR, heit u, = 0,55 Rockwell-Skaleneinheit oder

0,002 mm, so da die folgenden An // i 0,0011 mm.
0

Der Hirteindex des Priifkorpers betrdgt hpogwen ¢ /
(0,002 mm) = (0,1280 mm)/(0,002 mm) oder

Hpockwell ¢ = 64,0 HRC mit einer kombinierten Stan-
dardunsicherheit u_ = 0,55 HRC.

ne bequeme Weise des Ausdruc
nissen handelt.

Zusitzlich zur Unsicherheitskomponente aufgrund des
nationalen Normalgerdtes und der Hirtedefinition
u(4g) = 0,5 Rockwell-Skaleneinheit gehtren die Wie-
derholprizision des Gerites 5p (dy) / J5 = 0,20 Rockwell-
Skaleneinheit und die Hirteunterschied der Hirtever-
gleichsplatte mit (xz')%/24 = 0,11 Rockwell-Skaleneinheit
zu den signifikanten Unsicherheitskomponenten. Die An-
zahl der effektiven Freiheitsgrade von u, 148t sich mit der

Welch-Satterthwaite-Formel auf die in H.1.6 beschriebene
Weise berechnen.

u?(h) = 0,55 Rockwell-Skaleneinheit = 0,0011 mm

wobei es zweckmiBig ist, zur Berechnung der Unsicher-

heit z' = d = 36,0 Rockwell-Skaleneinheit anzunehmen.
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Anhang J

Halbe Weite einer Rechteckverteilung mog-

licher Werte der
a=(a,-al)/2

Eingangsgrofle X

Obere Schranke (obere Grenze) der Ein-
gangsgrofie X;

weichung der Eingangsgrofie X;

Schdtzwert x;: b, = a, — x;

‘5
Untere Schranke (untere Gge 2 ie
Abweichung der Eingangs 5% vom
Schétzwert x;: b_=x;~ a_
Partielle Ableitung,pdg pfindlichkeits-
koeffizient: @
¢, =of / Bxi
Funktionsbe ischen der MeBgro-
Be Yund d X;, von denen

@&zwischen dem Ausgangs-
ad den Eingangsschitzwerten

0Be X; der Funktionsbeziehung f
zwischen der MeBgroBe Y und den Ein-
gangsgrofien X;, von denen Y abhingt, be-
rechnet mit den Eingangsschiitzwerten x; fiir

X of [ox, = af/axl.l

Xy Xy Xy

k

< |

r(x;, x)

%
Zove

en Unsicherheit U = ku (y) des Aus-
Lanodechi i
sangsschitzwerts y aus dessen kombinierter
tandardunsicherheit u (y), wobei U einen
Bereich Y = y £ U angibt, der einen hohen

Erweiterungsfaktor zur Berechnung der er-
weiterten Unsicherheit U, = ku,(y) des
Ausgangsschitzwerts y aus dessen kombi-
nierter Standardunsicherheit u (y), wobei U,
einen Bereich Y = y % U, angibt, der einen
definierten hohen Grad p des Vertrauens
anfweist

Anzahl der Beobachtungen

Anzahl der Eingangsgrofen X;, von denen
die Mefigrofie Y abhingt

Wahrscheinlichkeit; Grad des Vertrauens:
0<p<i

Durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschriebene, zufillig schwankende Grofe

Arithmetischer Mittelwert oder Durch-
schnitt aus » voneinander unabhingigen
Beobachtungen g, der Zufallsvariablen g;
Schitzwert des Erwartungswerts oder Mii-
telwerts Hg der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von ¢

Geschiitzter Korrelationskoeffizient zu den
Eingangsschitzwerten x; und x;, die
Schitzwerte der Eingangsgrifien X; und X f
sind: r(x;, xj) = u(xi,xj)/u(xi)u(xj)
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r(Xi, X /) Geschiizter Korrelationskoeffizient  der
Eingangsmittelwerte X; und X j, ermittelt
aus n voneinander unabhingigen Paaren von
gleichzeitigen Bg)baihlungen_ X,;,2 und Xj,k
von X; und X r(Xi, X ;) = s(Xi,X )/
s(Xi)s(X i)

Geschitzter Korrelationskoeffizient zu den
Ausgangsschitzwerten y; und yj» wenn in
ein und derselben Messung zwei oder meh-
rere MefigroBen oder Ausgangsschitzwerte
ermittelt werden

rp )

Kombinierter  oder
Schitzwert der Varianz

zusammengefafier

S Zusammengefafite empirische Standardab-
weichung, ist gleich der positiven Quadrat-

wurzel aus sg

s2(q) Empirische Varianz des Mittelwertes ¢ ;
Schétzwert der Varianz o2 /n von -c;:
s2(q) = s%(q,) / n; empirische Varianz, die
man aus einer Berechnung nach Methode A
erhilt

s('q-) Empirische Standardabweichung des Mi
- . . .. 2,
telwertes ¢, ist gleich der positiven Giia:

dratwurzel aus s2(q); s(q) ist cii/A i

C.2.2.1, Anmerkung); Standar ,’/ )
die man aus einer Bere&hnu
thode A erhilt <

s%(q))

§ (qk)

1 edabweichung o der Wahrscheinlich-

5
etpgitan
& N4

He Varianz, die man aus einer Berechnung
nach Methode A erhilt

s(S(-i) Empirische Standardabweichung zum Ein-
gangsmittelwert X, ist gleich der positiven
Quadratwurzel aus s2(X;); Standardunsi-

s(q.7)

u(x;)

u(x;, x)

24
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cherheit, diec man aus einer Berechnung
nach Methode A erhilt

Schitzwert der Kovarianz zu den Mittelwer-

ten ¢ und 7 , mit denen die Erwartungswer-

heitsgrade entsprechend einer gegebenen
Wahrscheinlichkeit p

t-Faktor aus einer -Verteilung fiir v ¢ Frei-
heitsgrade entsprechend einer gegebenen
Wahrscheinlichkeit p, mit dem die erweiter-
te Unsicherheit U, berechnet wird

Geschitzte Varianz, zum Eingangsschiitz-
wert x;, mit dem die Eingangsgrofie X; ge-
schétzt wird

ANMERKUNG: Wenn x; aus dem arithmeti-
schen Mittelwert oder Durchschnitt von »
Beobachtungen ermittelt wird, dann ist u2(x‘.)
= sz(fi) eine geschitzte Varianz, die man
aus einer Berechnung nach Methode A
erhilt. '

Standardunsicherheit des Eingangsschéiz-
werts x;, mit dem die Eingangsgrofie X; ge-
schiizt wird; sie ist gleich der positiven
Quadratwurzel aus u2(x,)

ANMERKUNG: Wenn x; aus dem arithmeti-
schen Mittelwert oder Durchschnitt von n
Beobachtungen ermittelt wird, dann ist u(x;)
= s(?;) eine Standardunsicherheit, die man
aus einer Berechnung nach Methode A
erhilt.

Geschitzte Kovarianz. zu den beiden Ein-
gangsschatzwerten x; und x, mit denen die
EingangsgrofBen X; und X; geschitzt werden
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ANMERKUNG: Wenn x, und X; aus 1 von-
einander unabhingigen Paaren von gleich-
zeitigen Beobachtungen crmittelt werden,
dann ist u(x;, xj) = s(?i, X j) eine geschiitz-
te Kovarianz, die man aus einer Berechnung
nach Methode A erhilt.

ug(y) Kombinierte Varianz zum Ausgangsschiitz-

wert y

Kombinierte Standardunsicherheit des Aus-
gangsschitzwerts y, die gleich der positiven
Quadratwurzel aus u2(y) ist

()

Kombinierte Standardunsicherheit des Aus-
gangsschitzwerts y, die aus ausschlieflich
nach Methode A berechneten Standardunsi-
cherheiten und empirischen Kovarianzen
ermittelt wurde

ucA(y)

Kombinierte Standardunsicherheit des Aus-
gangsschitzwerts y, die aus ausschlieflich
nach Methode B berechneten Standardunsi-
cherheiten und empirischen Kovarianzen
ermittelt wurde

ucB(y)

Kombinierte Standardunsicherheit des Aus-
gangsschitzwerts y;, wenn in ein und der-

uc(yi)

werden

u?(y) Komponente der kombinierten

u2(y) zum Ausgangsschitzwery y

die geschitzte Varianz u?@), %

gangsschitzwert X; Zygts

u?(y) = [cu(x))?

u,’()’)

Komponente der k b
sicherheit u (y) zum sschitzwert y,
7 sicherheit zum

gtandekommt:

&ften y; und y, die durch ein
Messung ermittelt wurden

i) / I xl-l el tandardunsicherheit des Ein-

Relative Standardunsicherheit des Aus-

gangsschilzwerts y

u(y; )/l)’,'l

[u(xl- )% ]2

[ /5]

u(x[,xj)

X, X,
L)

Vi

Geschitzte relative Varianz zum Eingangs-

schitzwert x;

Relative kombinierte Varianz zum Aus-
gangsschitzwert y

i ;
schz}tzwerls y', g
angibt, der
ens aufweig

ukt aus dem Erweiterungsfaktor kp und der
ombinierten  Standardunsicherheit 1 (y)
von y ist: Up = kpuc(y)

Schitzwert der Eingangsgrofie X;

ANMERKUNG: Wenn x; aus dem arithmeti-
schen Mittelwert oder Drchschnitt aus »n
voneinander unabhéngigen Messungen er-
milttelt wurde, gilt x; = 3(—,' .

i-te Eingangsgrofie, von der die Mefgrofie Y
abhéingt

ANMERKUNG: X, kann sowohl die physi-
kalische GroBe als auch eine Zufallsgrofie
sein (siche 4.1.1, Anmerkung 1).

Schitzwert des Werts der EingangsgrofBe X,
der gleich dem arithmetischen Mittelwert
oder Durchschnitt aus # voneinander unab-
hingigen Beobachtungen X , von X ist

k-te unabhéingige Beobachtung von X;

Schitzwert der MeBgrofle Y; MefBergebnis;
Ausgangsschitzwert

Schitzwert der MeBgrofie Y; wenn in ein
und derselben Messung zwei oder mehrere
MeBgroflen oder Ausgangsschitzwerte er-
mittelt werden
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Au(x;)
u(x;)

Veft

VeffA

VelfB

Mefgrofie

Geschatzte  relative  Unsicherheit  der
Standardunsicherheit u(x;) des Eingangs-
schitzwerts x;

Erwartungswert oder Mittelwert der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofe g

Anzahl der Freiheitsgrade (allgemein)

Anzahl der Freiheitsgrade oder effektiven
Freiheitsgrade der Standardunsicherheit
u(x;) des Eingangsschitzwerts x;

Anzahl der effektiven Freiheitsgrade von
Ue(y) zur Gewinnung von 1,(vg) fiir die Be-
rechnung der erweiterten Unsicherheit U,

Anzahl der effektiven Freiheitsgrade einer
kombinierten Standardunsicherheit, dic aus
ausschlieBlich nach Methode A berechneten
Standardunsicherheiten ermittelt wurde

Anzahl der effektiven Freiheitsgrade einer
kombinierten Standardunsicherheit, dic aus
ausschlieBlich nach Methode B berechneten
Standardunsicherheiten ermittelt wurde

oXq)

Seite 103
ENV 13005 :1999

Varianz einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung, zum Beispiel fiir eine ZufallsgroBe g,
die durch s%(g,) geschitzt wird

Standardabweichung einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung, die gleigh der positiven
Quadratwurzel aus o%ist? 5(z,) ist ein nicht
erwartungstreuer Schijzeri

2z

Varianz vonZ oIc

durch s2(q) =5
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(1]

(2]

(3]

[4]

Anhang K

CIPM (1980), BIPM Proc.-Verb. Com. Int. Poids
et Mesures 48, C1-C30 (in franzésischer Sprache);
BIPM (1980), Rapport BIPM-80/3, Report on the
BIPM enquiry on error statements, Bur. Intl. Poids
et Mesures (Sevres, Frankreich) (in englischer
Sprache)

Sprache); Giacomo, P. (1981), Metrologia 1 ;,,// 3
74 (in englischer Sprache).

ANMERKUNG: Die in der Einleitung z e
genden Leitfaden (siche 0.7) angefithrie ‘g
Ubersetzung der Empfehlung INC-#2416%0
Text der Endfassung wieder und bg&téty,a
englischen Fassung aus ecinem in

schen Originaltext iiberein,
Verb. Com. Int. Poids et

CIPM (1981)%B,

%
et Mesures

"Proc.-Verb. Com. Int. Poids

W/ (in franzosischer Sprache);
082), Metrologia 18, 43-44 (in eng-

CIPM (1986), BIPM Proc.-Verb. Com. Int. Poids
et Mesures 54, 14,35 (in franzosischer Sprache);
Giacomo, P. (1987), Metrologia 24, 49-50 (in eng-
lischer Sprache).

ANMERKUNG: Diese Norm wird zur Zeit iiberar-
beitet. Die iiberarbeitete Fassung trigt den Titel:
"Accuracy (trueness and precision) of measurement
methods and results" und besteht aus sechs Teilen.

International vocabulary of basic and general
terms in metrology, second edition, 1993, Interna-
tional Organization for Standardization (Genf,
Schweiz).

Der Kurztitel fiir dieses Worterbuch lautet VIM.

ANMERKUNGEN

1 Die in Anhang B angefiihrten Definitionen ba-
sieren auf dem tliberarbeiteten englischen Text des
VIM in seiner Endfassung vor der Verdffentlichung.

2 Die zweite Auflage des VIM wurde von der In-
ternationalen Organisation fiir Normung (ISO) im
Namen der folgenden sieben Organisationen heraus-
gegeben, die sich an der Arbeit der Technischen Be-
ratergruppe 4 (TAG 4) beteiligen und an der Entste-
hung des VIM mitgewirkt haben: Internationales
Biiro fir MaB und Gewicht (BIPM), Internationale
Elektrotechnische Kommission (IEC), Internationale
Foderation fiir klinische Chemie (IFCC), ISO, Inter-
nationale Union fiir reine und angewandte Chemie
(IUPAC), Internationale Union fiir reine und ange-
wandte Physik (IUPAP) und Internationale Organi-
sation fiir gesetzliches Mewesen (OIML).

3 Die erste Auflage des VIM wurde 1984 von der
ISO im Namen von BIPM, IEC, ISO und OIML
verdffentlicht.
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(7]

(8]

(9]

(10]

[11]

[12]

(13]

ISO 3534:1993, Suwaistics - Vocabulary and
symbols - Part 1: Probability and general
statistical terms, International Organisation for
Standardization (Genf, Schweiz).

FULLER, W. A. (1987), Measurement error models,
John Wiley (New York, N.Y.).

ALLAN, D. W. (1987), IEEE Trans. Instrum. Meas.
IM-36, 646-654.

DIETRICH, C. F. (1991), Uncertainty, calibration
and probability, second edition, Adam-Hilger
(Bristol).

MULLER, J. W. (1979), Nucl. Instrum. Meth. 163,
241-251.

MULLER, J. W. (1984), in Precision measurement
and fundamental constants II, Taylor, B. N. und
Phillips, W. D. (Hrsg.), Natl. Bur. Stand (U.S.)
Spec. Publ. 617, US GPO (Washington, D.C.),
375-381.

JEFFREYS, H. (1983), Theory of probability, third
edition, Oxford University Press (Oxford).
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[14] PRrEss, S. J. (1989), Bayesian statistics: principles,
models, and applications, John Wiley (New York,
N.Y.).

[15] BoOX, G. E. P,, HUNTER, W. G., and HUNTER, J. S.
(1978), Statistics for experimepters, John Wiley
{New York, N.Y.). %

[16] WELCH, B. L. (1936), J. R. 5t

Y,
48: (1938), Biometrika 29
34, 28-35.

{17] FAIRFIELD-SMITH, B;(
Res. (Australia)

- .
B (1941), Psychometrika 6,
metrics Bull. 2(6), 110-114,

[18] SATTERTHW i

%)
%35 989, Certtﬁcat'wft of rgfer‘ence
¢ral and statistical principles,
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Stichwortverzeichnis

Stichwortverzeichnis

A-priori-Verteilung 4.1.6
Abweichungskurve F.2.4.2
Allen-Varianz 4.2.7
ANOVA-Verfahren H.5
Anteilsbereich, statistischer C.2.30
Arbeitsgruppe zur Angabe

von MeBunsicherheiten Vorwort
Arbeitsgruppe 3 Vorwort
arithmetischer Mittelwert 4.1.4, 4.2.1, C.2.19
asymmetrische Verteilung 4.3.8, F.2.4.4, G.5.3
Aufgabenstellung fiir

diese Arbeitsgruppe Vorwort
Ausgangsgrofie 4.1.2
Ausgangsschitzwert 4.1.4
ausgewogen geschachtelter Ansatz H.5.3.1

Bearbeitungsfehler 3.4.7
Bedarf der Ermittlungsmethode B F.2.1
Beispiele H
Beobachtungen, mehrmalige 3.1.5, ..
berichtigtes MeBergebnis B.2.13
bestmdgliche Messung D.3.4
Bias 3.2.3
BIPM Vorwort, 0.5, A.1, A2
Bureau International des

Poids et Mesures Vorwort

CIPM Vorwort, 0.5, A.1, A2, A3 o
Comité International des Z
Poids et Mesures Vorwort

Dreieckverteilung 4.3.9
Durchschnitt 4.1.4,4.2.1, C.2@19

effektive Freiheitsgrade 6 g@
Einflugréfe B.2.10
Einflufgrofen 3.1.5

Eingangsgrofie 4.1.2
Eingangsschatzwert .
Eingangswert, fremder <%,223.1

¢1-1981) 0.5, A2

¥986) 0.5, A3
Empfindlichkeitskoeffizient 5.1.3, 5.1.4
empirische Standardabweichung 4.2.2, B.2.17

empirische Standardabweichung
des Mittelwerts 4.2.3, B.2.17

empirische Standardabweichung,
zusammengefaBte 4.2.4 '

2

Ergebnis, Me3- B.2.11 "
%:

.S
Ermittlung der MeBabweichun é/ %y

Er@ttlungsmethode A 2 2
Ermittlungsmethode A fir dic Kova
Ermittlungsmethode B %
Ermittlungsmethode Bk

\¥

Freiheitsgrade, effektive 6.3.3
fremder Eingangswert F.2.3.1

Genauigkeit, Mefl- 3.1.3, 3.4.1, B.2.14

gesetzliches Melwesen 3.4.5

gesetzliches MeBwesen, Internationale
Organisation fiir Vorwort

Glieder hoherer Ordnung 5.1.2

Grad des Vertrauens 6.2.2, G

graphische Darstellung D.6

graphische Darstellung der
Berechnung der Standardunsicherheit 4.4

Grenze fiir maximale Abweichung E.4.1

Grenzwertsatz, zentraler G.1.6, G.2.1, G.2.2,
G.2.3

GroéBe, Einfluf- B.2.10

Groéfe, Mefi- B.2.9, D.1.1

GroBe, mefibare B.2.1

Grofe, realisierte D.2

Grofienwert B.2.2

Grundgesamtheit C.2.16
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Stichwortverzeichnis

Haufigkeit C.2.17

Héufigkeit, relative E.3.5
Haufigkeitsverteilung  3.3.5, C.2.18
Histogramm 4.4.3

hochstzuldssige Abweichungen F.2.4.2

IEC Vorwort, A.3
IFCC Vorwort
International vocabulary of basic and
general terms in metrology 2.1
Internationale Elektrotechnische
Kommission Vorwort
Internationale Foderation fiir
klinische Chemie Vorwort
Internationale Organisation fiir
gesetzliches Meiwesen Vorwort
Internationale Organisation fiir
Normung Vorwort, A.3
Internationale Union fiir reine und
angewandte Chemie Vorwort
Internationale Union fiir reine und
angewandte Physik Vorwort
Internationales Biiro fiir

MafB und Gewicht Vorwort
Internationales Einheitensystem 0.3

Internationales Komitee fiir

ISO Vorwort, A.3

ISO/TAG 4/WG 3 Vorwort
IUPAC Vorwort
IUPAP Vorwort Z

Kenngrofle 4.297%
kombinierte

ak 3.2.3,B.2.24
2.1,52.2,C.2.8
mskoeffizient 5.2.2, C.3.6
elarionskoeffizienten, Matrix der 7.2.5,

korreliert 5.1

Kovarianz 3.3.6, C.3.4
Kovarianzmatrix 3.1.7, %3%
%,

)
2%,
Laplace-GauB-Verteilung /@7 b
lineare Kalibrierkurve -@4/ /

o /,,,"//////
Matrix, Kovarianz- 3.5

1 //(//r"ﬁ‘<"'
mathematisches/M 4"'"{//% 3.1'.6., 4.1
1skoeffizienten 7.2.5,

)

s

Y ing
%, N

Mgefabweichung 0.2, 3.2.1, B.2.19, D .4

. :
Mgflabweichung, Ermittlung der 3.4.5

eflabweichung, systematische B.2.22

Mefabweichung, zufillige B.2.21

mefibare Grofe B.2.1

MeBergebnis 3.1.2, B.2.11

MeBergebnis, berichtigtes B.2.13

MeBergebnis, unberichtigtes B.2.12

MeBgenanigkeit 3.1.3, 3.4.1, B.2.14

Mefgrofe 3.1.1, B.2.9, D.1.1

MeBhierarchie 7.1.1

MeBmethode 3.1.1, B.2.7

MeBprinzip B.2.6

MeBunsicherheit 0.1, 0.2, 2.2, 2.2.1, 2.2.3,
B.2.18

MeBunsicherheit, erweiterte 2.3.5

MeBverfahren B.2.8

Mefverfahren 3.1.1, B.2.8

Methode der kleinsten Quadrate 4.2.5

Mindestvertrauensniveau F.2.3.2

Mittelwert der Grundgesamtheit C.2.9

Mittelwert, arithmetischer 4.1.4, 4.2.1, C.2.19

Modell der Messung 4.1

nationales metrologisches Institut Vorwort
nichtlineare Funktion 4.1.4
Normalverteilung 4.3.4, C.2.14
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Stichwortverzeichnis

OIML Vorwort, A.3

Parameter C.2.7

partielle Ableitung 5.1.3

Prizision B.2.14

Prinzip der maximalen Entropie 4.3.8

realisierte Grofie D.2

realistische Unsicherheitsberechnung E.2
Rechteckverteilung  4.3.7

relative erweiterte Unsicherheit 7.2.3
relative Haufigkeit E.3.5

relative kombinierte Standardunsicherheit 5.1.6
relative kombinierte Varianz 5.1.6
relative Melabweichung B.2.20
relative Standardunsicherheit 5.1.6
relative Varianz 5.1.6

richtiger Wert B.2.4

Schitzer 4.2.7, C.2.25

Schitzung C.2.24

Schitzwert 3.1.2, C.2.26

Schranke 4.3.7, 4.3.8,4.3.9,4.4.5

SI 0.3

sicher E.1.2

Sicherheitsgrenzwert 6.3.1

Spektrum von Messungen 1.1

spezielle Grofie 3.1.1, B.2.1
Standardabweichung 3.3.5, C.2.12, C.2.21,

empirische 4.2.3, B.2.17
Standardabweichung, empirische 4.2.
Standardabweichungen, Fortpflanzung vo
Standardunsicherheit 2.3.1

C.3.3
Standardabweichung des Mittelwerts, 7, @
0,

387G3.2,G34
aehkeit 3.3.5, C.2.1

[73.2.3,3.3.3, B.2.22, E.1.3

t-Faktor E.3.3
t-Verteilung C.3.8, G.3.2,G.34
TAG 4 Vorwort

Taylor-Reihe 5.1.2

Technische Beratergruppe Metrologie
Trapezverteilung 4.3.9

Uberdeckungswahrscheinlichkeit
iberwachte Grofie F.2.4.3
unabhéngig 5.1

Unabhingigkeit
unberichtigtes Mefgrgebnis//
Unsicherheit D&

iictte  2.3.4, 3.3.6, 4.1.5,
22.6.1.1,7.2.1,

2.2.1,2.2.3,B.2.18
tandard- 2.3.1

berechnung, realistische E.2

{Siéhetheitsfortpflanzungsgesetz  3.3.6, E.3,

Varianz, kombinierte 3.3.6, 5.1.3
Varianzanalyse 4.2.8, H.5
Vergleichprizision, erweiterte B.2.16
Vergleichskalibrierung F.1.2.3
Verteilung, Dreieck- 4.3.9
Verteilung, F- H.5.2.3

Verteilung, Laplace-Gauf3- C.2.14

" Verteilung, mathematisch determinierte F.2.2

Verteilung, Normal- 4.3.4, C.2.14
Verteilung, Rechteck- 4.3.7

Verteilung, Student- C.3.8, G.3.2, G.3.4
Verteilung, t- C.3.8, G.3.2,G.34
Verteilung, Trapez- 4.3.9
Verteilungsfunktion C.2.4

Vertrauen, Grad des 6.2.2
Vertrauensbereich 6.2.2, C.2.27, C.2.28
Vertrauensniveau 6.2.2, C.2.29

VIM 2.1
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Stichwortverzeichnis

wahrer Wert B.2.3, D.3
Wahrscheinlichkeit C.2.1
Wahrscheinlichkeit, subjektive 3.3.5, C.2.1
Wahrscheinlichkeit, Uberdeckungs- 6.2.2
Wahrscheinlichkeitsdichte 3.3.5, C.2.5
Wahrscheinlichkeitsfunktion C.2.6
Wahrscheinlichkeitsverteilung  3.3.4, C.2.3
Welch-Satterthwaite-Formel G.4.1

Wert 3.1.1, B.2.2

Wert, berichtigter D.3

Wert, richtiger B.2.4

Wert, wahrer B.2.3, D.3
Wiederholbedingungen 3.1.4, B.2.15
Wiederholprazision B.2.15
Wiederholungen, unabhingige F.1.1.2

zentraler Grenzwertsatz G.1.6, G.2.1, G.2.2,
G.2.3

zentrales Moment der Ordnung (%%3,
C.2.22, E.3.1

zufillige Streuung
Zufalligkeit F.1.1

Y
tér Sehitzwert der Varianz  4.2.4
jensbereich  C.2.27
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