
17.01.2019

Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I

Wavelets



Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I 2

17.01.2019

Fouriertransformation und 

Kurzzeitfouriertransformation

Fouriertransformation 



Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I 3

17.01.2019

Fouriertransformation und 

Kurzzeitfouriertransformation

Fouriertransformation 



Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I 4

17.01.2019

Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Kurzzeit-Fouriertransformation 

• Multiplikation mit Fensterfunktion und anschließend 

Fouriertransformation

• Basisfunktionen:
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Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Kompromiß:

• Zeitliche (örtliche) Auflösung gegen

• Frequenzauflösung

Verschieden breite

Fensterfunktionen

w(t):
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Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Heisenberg‘sche Unschärferelation:

Ortsauflösung <-> Frequenzauflösung
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Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Eine ähnliche Unschärferelation erhalten wir, wenn wir 

die Fouriertransformierte der Gaußglocke betrachten:

Grob gesagt, entspricht  der Zeitunschärfe t und ´

der Frequenzunschärfe u. Der andere Vorfaktor ergibt 

sich durch eine andere Definition der Breite
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Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Zeitliche Auflösung <-> Frequenzauflösung
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Kontinuierliche Wavelettransformation

Konstantes Fenster
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Fouriertransformation und Kurzzeit-

Fouriertransformation

Problem:

• konstantes  Fenster enthält

–Wenige Wellenzüge bei tiefen Frequenzen

–Viele Wellenzüge bei hohen Frequenzen

Lösung:

• Fenstergröße variabel

–Kleines Fenster bei hohen Frequenzen

–großes Fenster bei tiefen Frequenzen

• Relative Frequenzauflösung konstant

const





=
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Kontinuierliche Wavelettransformation

Frequenzauflösung <-> Zeitauflösung
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Kontinuierliche Wavelettransformation

Definition

• Scale s spielt Rolle der Frequenz  (bzw. 1/)

• Analysefunktion: Wavelet
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Kontinuierliche Wavelettransformation
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Kontinuierliche Wavelettransformation

Kontinuierliche Wavelettransformation:

• Erstaunlich aber wahr:

Synthese mit Wavelets als Basisfunktionen:

• Basisfunktionen sind nicht orthogonal

• Darstellung redundant

• Sampling bei Erhaltung der kompletten 

Information u. U. möglich!

( ) ( ) ( ),,w sf t c F s t dsd  
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Diskrete Wavelettransformation

Sampling der Translation/Scale-Ebene
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Diskrete Wavelettransformation

Durch das Sampling erhalten wir diskrete Wavelets. 

Aus:

wird:

( ) 1/ 2
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Diskrete Wavelettransformation

Diskrete Wavelets

Darstellung von f(x) als Summe bei orthogonalen 

Wavelets:

( ) ( )/ 2
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Diskrete Wavelettransformation

Es gibt auch sog. biorthogonale Wavelets, bei denen 

die Analysefunktion nicht mit dem Wavelet selbst 

übereinstimmt

aber die die Bedingung

erfüllen.

, ,j k l m jl km   =%

( ) ( ) ( ),,w sF s f t t dt 
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Diskrete Wavelettransformation

Von der kontinuierlichen zur diskreten WT:

Die Dyadische Wavelettransformation

• Sampling der Frequenz- bzw. Skalen-achse in 

Zweierpotenzen

• Gegeben: Wavelet mit der Eigenschaft:

( ) 0t dt =
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Diskrete Wavelettransformation

Wir definieren

Die kontinuierliche Wavelettransformation mit scale 2i

ist dann gegeben durch
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Diskrete Wavelettransformation

Die dyadische Wavelettransformation ist dann die 

Sequenz von Funktionen

Werden diese Funktionen geeignet in der Zeit 

abgetastet, erhalten wir wieder eine diskrete 

Wavelettransformation

( ) ( )2 ,i

dyadic WWF f F t=  
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Diskrete Wavelettransformation

Alternative Darstellung durch Filter:
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Diskrete Wavelettransformation

Ersatz der Bandpaßfilter (Wavelets) durch Tiefpaßfilter
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Diskrete Wavelettransformation

Ersatz der Bandpaßfilter (Wavelets) durch Tiefpaß- und 

Hochpaßfilter
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Lifting

• Wavelettransformation durch rekursive Anwendung 

von Filtern und Downsampling:
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Lifting

• Rekonstruktion durch Upsampling und Filtern:
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Lifting

Standardfilter mit Downsampling

Effizientere Implementierung
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Lifting

Gleiches Prinzip bei Rekonstruktion

Filter- und Rekonstruktionsstufe:

Darstellung durch Matrix :
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Lifting

Lifting:

• Aus P(z) wird neues Filterpaar erzeugt:
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Lifting

Lifting: Zusammenhang mit Prediction

Auch Komplizierte Filter können komplett mit Lifting 

erzeugt werden.
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Lifting

Eigenschaften:

• Leicht zu invertieren

• Schnell

• Verwendung von Integerarithmetik möglich

–Es kann beliebig gerundet werden

–Trotzdem exakt rekonstruierbar

• Daher:

Fast Lifting Wavelet Transform
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Wavelettransformation für Bilder

2D-Wavelettransformation

• Hintereinanderausführen von zwei 

1D-Zerlegungen

• Z.B. zuerst Zeilen, dann Spalten

• Rekursive Weiterzerlegung der tieffrequenten 

Teilbilder
H(x) H(y)

H(y)

(x) (y)

(y)(x)

(y)

(y)L(x)

L(y)

L(y)

f(x,y)

f (x,y)L f (x,y)LL

f (x,y)HL

f (x,y)LH

f (x,y)HH

f (x,y)H
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Wavelettransformation für Bilder

Zerlegung in tieffrequentes Teilbild und drei 

hochfrequente Teilbilder

H(x) H(y)

H(y)

(x) (y)

(y)(x)

(y)

(y)L(x)

L(y)

L(y)

f(x,y)

f (x,y)L f (x,y)LL

f (x,y)HL

f (x,y)LH

f (x,y)HH

f (x,y)H

H(x)

H(y)

H(y)

(x)

(y)

(y)

(x)

(y)

(y)

L(x)

L(y)

L(y)

f(x,y)

f (x,y)L
f (x,y)LL

f (x,y)HL

f (x,y)LH

f (x,y)HH

f (x,y)H
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