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Funktionen liegen als ein- oder zweidimensionale Datenfelder vor.

f(0), f(1), f(3),---, f(N—1)
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Warum 1/N?
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Symmetrische Form:

N —

F (u) _ LZ f (X)e—iZﬂux/N

[

ok
=
L

f (X) N F (u)ei27zux/N
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Beispiel:

Es soll die Fourier-Transtormierte der folgenden diskretisierten
Funktion bestimmt werden:

1)=4{700), 1), 1(2), 3}
mit:

(0)=20, f(1)=30, f(2)=40, f(3)=4.0
Fiir F(0) erhalten war:
FO)=§ £ 1) = {[/0)+ /W4 /@) 1G]

13

F(O)__[2+3+4+4]_Z_325
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Fiir £(1) erhalten wir:

3 . . . .
F(1) :% ZO f(x) e i2nx/4 = % [26‘0 13- iN2 | 4 gim +4e—33n/2]
X=

1

F()= 3 [2-B-4+id]= 3 [-2+1]=-05+i025
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Fiir F(2) erhalten wir:

3 . . . .
F(2)=% Zo f(x) e idmx/a =%[2€0 +3e7iM 4 4g7i2m 4 4 gmi3n]
x=

F(z):}l[z—3+4—4] 005,
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Fiir F(3) erhalten wir:

3 . . . :
F(3)=%1 Zof(x) g i ome/4 =%1[2@0+3<~3‘33""/2 +4e 3447102
x—

F(3)= 5[2 +i3-4-i4]=-05-i025
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Um zu uberprufen, ob wir mit den transformierten Werten wieder die
ursprunglichen Funktionswerte erhalten, fuhren wir anschliel3end
die inverse DFT durch.

Wir erhalten:

3
f(O) = > F(u)e® =325-05+i025-025-05-i025=20.
1i=0

3 . - - .
Q)= Zo Fu)e™2 =32560+(=05+i025)ei™2—025¢™ —(0,5+10.25 )32
=

f(1)=325+(-025-i05)-025+(-025+i05)=30
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3 . - - .
J@)= X P =325 O+ (=05+i025)ei"-025¢/21—(0,5+10,25)et 3
=

£(2)=325+(05-i025)-025+(0,5+:025)=4,0

3
13)= Z{)F@)é 312 = 32560 +-(0,5+7025)ei3m2 025631 —(05+1025 )2

f(3)=325+(025+i0,5)+025+(025-:0,5)=4,0
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Fouriertransformation:
[ . u=0.,1,...,N -1
F( f (X, yk_Qﬂ(UX/N +vy/M)
N y=0 x=0 V:O,l,...,M _1

Inverse Fouriertransformation:

( ) = F(U,Vkizﬂ(ux/wa/M)

v=0 U

Z
p—A

X=0,1,...,N-1
y=0,1,.,M -1

Il
-
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Faltung in 2D:

o0 o0

f(x,y)og(x,y):jjf(a, J9(x—a,y—p)dadp
diskret:
f(x,y)og(x,y):ﬁ 2 f (n,m)g(x—n,y—m)
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Faltung in 2D-Frequenzraum:

o0 O

F(u,v)oF(u,v)= j j F(a,8)G(u—a,v—p£)dad g

—00 —00

Achtung! Faltung diskret im Frequenzraum:

- Faktor l/I\/INentféIIt

Z

F(u,v)oG(u,v 1NlF (n,m)G(u-n,v—m)

0 n=0

3
Il
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Fast Fourier Transform (FFT)
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Wir schreiben die Funktion f(x) als Vektor:
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Analog dazu F(u) als Vektor:

/|:O\
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Die Fouriertransformation

N—-1
f —42m»dN

)= 1
N x=0 N x=0

lalRt sich dann schreiben als
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In Matrizenschreibweise:

F = i(I)f
N
( |:0 \ ( (Do,o q)o,l (Do,N—z (DO,N—I ( fo )
Fl 1 CDl,o (Du (DI,N—Z CDI,N—I fl
N
FN—2 (DN—z,o (DN—2,1 (DN—2,N—2 (I)N—z,N—l f|\|_2
\ FN-l/ K(DN—LO (DN—I,I (DN—I,N—z (DN—I,N—I J\ fN_J
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FuUr die Eintrage der Tranformationsmatrix gilt:

u,x

—i27ux/N

—i12

eN

ux

EBERHARD KARLS

UNIVERSITAT
TUBINGEN




- TUBINGEN 2%

Beispiel N=4:

2
R e @ AL,
(R (o) @) ol ol f)
Lol e e o]
~ | 4 (04(1) (Dj (ﬂ! ¢4I E
F) (ol ol A LT,
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Beispiel N=4:

Es gilt hier: Py =1

‘FY (11 1 1Y\ f)
damit wird: :1 _ l - fl
:2 4 —1 1 _1 f2

F, L I -1 =1 1)
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Beispiel N=8:
(B (0! o) o) ol o o ¢! ol )
X o, o 05 0, o8 ¢ ¢ o | T
E o, 0. o o o, ¢ o o | b
S lles o8 o) o o8 o o o | T
= 8leos o o8 o o o o o | T,
2 0, 0. 05 ¢ 05 ¢ @05 @ | T
s o, 0 0 o5 @ o5 o o | f
F) @ o o0 o o o o5 e\ f)
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Beispiel N=8:




FFT

Der Rechenaufwand wachst mit N2

Ziel:

* Aufteilung in zwei Probleme der Grofde N/2
(Aufwand halbiert + O(N))

* Rekursive Anwendung der Aufteilung
(Aufwand proportional zu N log (N))

Unterschied: bei N=106°; t=1pus:

» 30 sec. <--> 2 Wochen

Unterschied: bei N=108; t=10ns:

* 40 sec. <--> 200 Wochen
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Wir Zerlegen: F_ ., + Fo4q

4 |:O\ [
:1 _
:2

\ :3/ \
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Die Zerlegung: F

even

N O DO
— N W O

N

/

|

[

|

N

Y

_—h

N
S O O O
w NN = O
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Die Zerlegung: F_44
/:O\ 1 1 /fo\
:1 _l —1 fl O 0 0 O
=1 411 -1 1 —-1]f, 01 2 3
NEV U R S U Y 02 0 2
E) (Fo) 1 0 3 2 1
Fol |:03 4
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Die Zerlegung: F_4q
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Alle Abtastpunkte Cerade Abtast- Ungerade Abtast-
punkte punkte

o

AL
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Also zerlegen wir:
RS —i272xu
Fu)=—1 > f(2x)exp
N| = N
Andreas Schilling - Bildverarbeitung | 31
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(... Fortsetzung Zerlegung)

= i 2X)exp[_ :\?Z(u j

[ even + |:odd

|:even(u T Ej = |:even (U) |:odd (U T Ej = I:odd (U)

2
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Frequenz 1 und Frequenz 9
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Frequenz1 und Frequenz 5
: s

IIIE ° 2z

0.5 Ree 8

0.41 i —i275U

] )

Phasenverschiebung um

1/8 Periode 5/8 Periode

q 5 ° 1 ° 5
“PDqg Dq Ds
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(0) = ) () F(0)
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fa) / Q/
100
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011 f
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