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Vertauschungssatz (Duality Theorem)

P(f(xy)=F(u.v)
I
P(Fuv)=fl-x-y)

 Die Formel gilt flr die symmetrische Form der
Fouriertransformation ohne Vorfaktor und muf3 fr
andere Darstellungen gegebenenfalls angepallt

werden.
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Separierbarkeit

T T f X y)G—izn(uxwy)dXdy

- I;e‘Z”UX[]if (x, y)e‘z’“”/dyjdx
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Separierbarkeit

f(x,y)= ij(u,v)eiZ”(””Vy)dudv

—00—00

- Teiz’“‘x[ T F(u,v)e‘z”‘”dvjdu
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Uberlagerungssatz (Linearity Theorem)

P(f(xy))=F(uv)

U

¥ (af (x,y)+bg(x,y))=aF (u,v)+bG(u,v)

¥(g(x,y))=G(u,v)
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Ahnlichkeitssatz (Similarity Theorem)

W(f(x,y))=F(uv)

w(f (aX,by)):iF(u vj

lab a'b
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Verschiebungssatz (Shift Theorem)

P(f(xy))=F(uv)

LIj(f (X— Xy, Y — yo)): F(u’v)e_iZE(UXO"‘VYO)
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Verschiebungssatz (Shift Theorem)
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Faltungssatz (Convolution Theorem)

P(1(xy)-F(v) & ¥(g(ny)-G(uy)
U
Y(f(xYy)g(xy))=F(uv)G(u,v)
Y(f(xy)ea(xy))=F(uv)G(u,v)




Faltungssatz TUBINGEN %

Herleitung des Faltungssatzes (1D)
Definition der Faltung:

g(x)eh(x) = | g(x-a)h(a)da

Dann qilt:

F(9(x) °h(x))
= T T g(x—a)h(a)da e " dx

—00 —00




Faltungssatz TUBINGEN %

Wir substituieren:

und erhalten:

]O Tg(x—a)h(a) e 2 dxda

—00—00

= ]2 Tg(s)h(a) e M) dsd o

—00—00

o0

= I g(s)e "*™ds Th(a) o 17"

= F(g(x))F(h(x))




Faltungssatz

LI ] )
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Anwendung: Filter

f(x)

v

i

Signal

22.11.2018

Gefiltertes

G(u) %L Signal
im Frequenzraum
Filterfunktion _
im Ortsraum Gefiltertes
Signal
g(x) | O
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Parsevalsche Gleichung (Parseval’s Theorem)
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o0 00

—00—00

w(f(xy))=

F(u,v)

_”\f(x y)| dxdy = j_ﬂFuv )" dudv

—00—00
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Periodizitat
* Die Fouriertransformierte einer periodischen Funktion
Ist diskret auf regelmafiigem Gitter

f(x,y)=f(x+a,y+b)

F(u,v)= ii i 5(v—%j5(u —ljFu,v

~ = a
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Rotationssatz

e Die Drehung einer Funktion entspricht der Drehung
der Transformierten (gleicher Winkel, gleiche
Richtung)




EBERHARD KARLS

: : : UNIVERSITAT
Eigenschaften der Fouriertransformation TUBINGEN

22.11.2018

Rotationssatz

Andreas Schilling - Bildverarbeitung | 18



EBERHARD KARLS

UNIVERSITAT
TUBINGEN

22.11.2018

Abtastung, Aliasing, Antialiasing
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Signalabtastung TUBINGEN

Ist f(x) an der Stelle x=x, stetig, so lal3t sich der
Abtastwert von f(x) an der Stelle x, ausdrucken als

f(x) = f(X)3(X-%) = f(%)5(x-x,),

Die Deltafunktion, die an der Stelle x, auftritt, besitzt ein
Gewicht, das gleich dem Funktionswert von f an der
Stelle x, Ist.




Signalabtastung TUBINGEN

Wenn f(x) an den Stellen x=nAx mit
n=+/-1,+/-2,..., stetig ist, wird die Funktion

f(x)=3 f(nAX)S(X-nAX)

N=—00

als Abtastsignal und Ax als Abtastperiode bezeichnet.
Das Abstastsignal besteht aus einer Uberlagerung
unendlich vieler aquidistanter Deltafunktionen, deren
Gewichte den Funktionswerten von f(x) an den
diskreten Abtastwerten entsprechen.




Abtasttheorem von Whittaker-Shannon TUBINGEN

Unter welchen Bedingungen laf3t sich eine
kontinuierliche Funktion aus aqudistanten
Abtastwerten exakt rekonstruieren?

Zur Herleitung des Abtasttheorems betrachten wir
zunachst die Fourier-Transformierte des Abtastsignals

()= f(nAX)S(X-NAX)

N=—00

Nach dem Faltungssatz gilt

JOROMDIE/®

N=—00
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Anschaulich besagt die Gleichung, dass die
Fouriertransformierte F(u) von f(x) aus einer
Uberlagerung von mit dem Faktor %X skalierten
Kopien der Fouriertransformierten F(u) von f(x) Im
Abstand von %X besteht.

p(x) A F(u)

W T— ( T ;( _a'll I"'-. .a"l II‘-. :"II \/ IIII‘ 2

1/Ax

L
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Sei die Funktion f(x) bandbegrenzt durch eine
Grenzfrequenz ug, d.h. F(u)=0 fur |u|>ug,
A f(x)  F(u)
a)
\/“\____ ﬂr/\\
= {'III \} '-=u
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Abtasttheorem von Whittaker-Shannon TUBINGEN

Ist ug <%Ax , SO Uberlappen sich die Kopien der
Fouriertransformierten F(u) nicht. In diesemFall
stimmen die Spektren F(u) und F (u) auf dem Intervall
[-us,ug | bis auf den Skalierungsfaktor %X Uberein,
d.h. das Frequenzspektrum von F(u) kann vollstandig
aus dem Abtastsignal und damit den Abtastwerten
berechnet werden.

A f(x) A F(u)




Abtastung und Aliasing TUBINGEN

Abtastung ist Multiplikation mit Kamm:

g(x) = Y 5(x—Tn)

N=—00

Dem entspricht im Frequenzraum die Faltung mit Kamm:

G(u) = i 5(u—n%)

N=—o0
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Dadurch entstehen Kopien des ursprtnglichen Spektrums:

IEAVAY
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Der Abtastvorgang kann verlustfrei rickgangig gemacht werden
durch Filterung:

7
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Zu Aliasing kommt es, wenn die Kopien uberlappen:

L JUKKN
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Der Abtastvorgang kann nicht rickgangig gemacht werden:

\ P
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# Applet: Fourier-Analyse und Abtasttheorem - Netscape k
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