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Eigenschaften der Fouriertransformation
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Vertauschungssatz (Duality Theorem)

• Die Formel gilt für die symmetrische Form der 
Fouriertransformation ohne Vorfaktor und muß für 
andere Darstellungen gegebenenfalls angepaßt 
werden.
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Separierbarkeit
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Überlagerungssatz (Linearity Theorem)
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Ähnlichkeitssatz (Similarity Theorem)
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Eigenschaften der Fouriertransformation

Ähnlichkeitssatz (Similarity Theorem)
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Verschiebungssatz (Shift Theorem)
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Eigenschaften der Fouriertransformation

Verschiebungssatz (Shift Theorem)
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Faltungssatz (Convolution Theorem)
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Faltungssatz

Herleitung des Faltungssatzes (1D)
Definition der Faltung:

Dann gilt:

2

( ( ) ( ))

( ) ( )  i ux

F g x h x

g x h d e dxπα α α
∞ ∞

−

−∞ −∞

= −∫ ∫



( ) ( ) ( ) ( )g x h x g x h dα α α
∞

−∞

= −∫



Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I 13

22.11.2018

-s x α=

))(())((

)()(

)()(

)()(

22

)(2

2

xhFxgF

dehdsesg

ddsehsg

ddxehxg

uiusi

sui

uxi

=

=

=

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−−

∞

∞−

+−
∞

∞−

∞

∞−

−
∞

∞−

αα

αα

ααα

αππ

απ

π

 

 

 

Faltungssatz

Wir substituieren:

und erhalten:
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Faltungssatz

Anwendung: Filter

FT
( )xf ( )uF ( )uH ( )xh

( )uG

1−FT⋅

1−FT

∗

( )xg ( )xh

Signal Gefiltertes
Signal

im Frequenzraum

im Ortsraum
Filterfunktion

Gefiltertes
Signal
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Parsevalsche Gleichung (Parseval´s Theorem)
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Eigenschaften der Fouriertransformation

Periodizität
• Die Fouriertransformierte einer periodischen Funktion 

ist diskret auf regelmäßigem Gitter
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Rotationssatz

• Die Drehung einer Funktion entspricht der Drehung 
der Transformierten (gleicher Winkel, gleiche 
Richtung)
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Eigenschaften der Fouriertransformation

Rotationssatz
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Abtastung, Aliasing, Antialiasing



Andreas Schilling   - Bildverarbeitung I 20

22.11.2018

Signalabtastung

Ist f(x) an der Stelle x=x0 stetig, so läßt sich der 
Abtastwert von f(x) an der Stelle x0 ausdrücken als

Die Deltafunktion, die an der Stelle x0 auftritt, besitzt ein 
Gewicht, das gleich dem Funktionswert von f an der 
Stelle x0 ist. 

0 0 0
ˆ ( ) ( ) ( - ) ( ) ( - ),= =f x f x x x f x x xδ δ
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Signalabtastung

Wenn f(x) an den Stellen x=n∆x mit  
n=+/-1,+/-2,…, stetig ist, wird die Funktion

als Abtastsignal und  ∆x als Abtastperiode bezeichnet. 
Das Abstastsignal besteht aus einer Überlagerung 
unendlich vieler äquidistanter Deltafunktionen, deren 
Gewichte den Funktionswerten von f(x) an den 
diskreten Abtastwerten entsprechen. 
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Abtasttheorem von Whittaker-Shannon 

Unter welchen Bedingungen läßt sich eine 
kontinuierliche Funktion aus äqudistanten 
Abtastwerten exakt rekonstruieren? 

Zur Herleitung des Abtasttheorems betrachten wir 
zunächst die Fourier-Transformierte des Abtastsignals  

Nach dem Faltungssatz gilt
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Abtasttheorem von Whittaker-Shannon 

Anschaulich besagt die Gleichung, dass die 
Fouriertransformierte          von         aus einer 
Überlagerung von mit dem Faktor        skalierten 
Kopien der Fouriertransformierten        von          im 
Abstand von          besteht.
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Abtasttheorem von Whittaker-Shannon 

Sei die Funktion f(x) bandbegrenzt durch eine 
Grenzfrequenz uG, d.h. F(u)=0 für |u|>uG,
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Abtasttheorem von Whittaker-Shannon 

Ist                   , so überlappen sich die Kopien der 
Fouriertransformierten F(u) nicht. In diesemFall 
stimmen die Spektren F(u) und          auf dem Intervall

bis auf den Skalierungsfaktor         überein, 
d.h. das Frequenzspektrum von F(u) kann vollständig 
aus dem Abtastsignal und damit den Abtastwerten 
berechnet werden.  
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Abtastung und Aliasing

Abtastung ist Multiplikation mit Kamm:

Dem entspricht im Frequenzraum die Faltung mit Kamm:
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Abtastung

Dadurch entstehen Kopien des ursprünglichen Spektrums:
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Abtastung

Der Abtastvorgang kann verlustfrei rückgängig gemacht werden 
durch Filterung:
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Abtastung

Zu Aliasing kommt es, wenn die Kopien überlappen:
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Abtastung

Der Abtastvorgang kann nicht rückgängig gemacht werden:
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Abtastung und Aliasing
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