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iv Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Vorwort

Mit der vorliegenden Arbeit zur ,Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen* wird aufgezeigt,
daR der Nutzen der Ahnlichkeitstheorie bei weitem nicht nur auf die Ableitung und An-
wendung bekannter Ahnlichkeitskennzahlen wie beispielsweise der Reynoldszahl Re, der
Machzahl Ma und der Nusseltzahl Nu usw. in der Stromungsmechanik und der Warme-
Ubertragung begrenzt ist, sondern auch in der Theoriebildung neuer moderner mathe-
matischer Methoden im Ingenieurwesen, der Kunstlichen Intelligenz und den daran an-
grenzenden Wissensgebieten verwendet werden kann.

Kapitel 1 Einleitung fuhrt Leserinnen und Leser durch eine kurze Problemdarstellung zu-
kunftiger Ingenieurentwurfsaufgaben an die Frage nach ,Ahnlichkeit* im Sinne von ,uber-
geordneten Gemeinsamkeiten in unterschiedlichen Problemauspragungen” heran. Da-
bei wird klar, daR eine verbale Beschreibung von Ahnlichkeitseigenschaften allein nicht
ausreichend sein kann, um eine naturwissenschaftlich taugliche formale Definition und
exakte Quantifizierung von Ahnlichkeitsbegriffen zu erméglichen.

Kapitel 2 Grundlagen dimensionshomogener Funktionen stellt daher die formale Basis
des in der Physik und den Ingenieurwissenschaften auf dem physikalischen Dimensi-
onsbegriff beruhenden Ahnlichkeitsaussagen dar und zeigt, aufgrund welcher Voraus-
setzungen die bekannten Kennzahlen Re, Ma und Nu usw. mittels des Pi-Theorems von
Buckingham als zentralem Satz der physikalischen Dimensionentheorie abgeleitet wer-
den konnen. Desweiteren wird gezeigt, wie sich die Ahnlichkeitskennzahlen in den ma-
thematischen Kontext der Theorie der Transformationsgruppen einftigen.

Das fur den Leser mit langst vergangenen Schulzeiten verknipfte Erinnerungsbruchstick
der ,Einheitenprobe” hat dabei trotz seiner Einfachheit einen festen Platz in der oft auch
als Ahnlichkeitsmechanik bezeichneten Ahnlichkeitstheorie. Trotz der Einfachheit der
Einheitenprobe ist es fur ein Verstandnis des formalen Aufbaus der Naturwissenschaf-
ten zentral, die Einheitenprobe nicht als den Schlu3punkt, sondern in ihrer umgekehr-
ten Aussage, dal3 ,alle nicht-dimensionshomogenen Modellvorstellungen prinzipiell nicht
richtig sein kdnnen®, in Form des Prinzips der Dimensionshomogenitat als die zentrale
philosophische Grundlage und damit als den Ausgangspunkt der Theorie dimensionsho-
mogener Funktionen zu begreifen.

Die mathematischen Folgerungen aus den dimensionshomogenen Funktionen mit ihren
Eigenschaften von ,Ahnlichkeit* und ,Analogie”, den daraus ableitbaren Modellgesetzen,
sowie den klassische Anwendungen im Ingenieurwesen bilden hier den aufbereiteten
Stand des Wissens. Dabei wird neben dem fir Ingenieure wichtigen Gesamtiberblick
auch auf die historische Entwicklung des Dimensionskonzeptes und der darauf aufbau-
enden Ableitung von Ahnlichkeitsbegriffen eingegangen.

Kapitel 3 Voraussetzungen fir die Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen stellt dar, mit
welchen Annahmen die Begriffsbildungen von Ahnlichkeit und deren formalen Mecha-
nismen auf neue Gebiete Ubertragen werden kdonnen. Dabei werden die notwendigen
Voraussetzungen in einem Einbettungssatz zusammengefaldt. Durch den Einbettungs-
satz wird der formal konsistente Anschlu? und widerspruchsfreie Ubergang der in der
Kinstlichen Intelligenz verwendeten Notationsformen an die Modellvorstellung dimensi-
onshomogener Funktionen im Ingenieurwesen und der damit einhergehenden Existenz
dimensionsloser Kennzahlen gewahrleistet.



Vorbemerkungen v

Kapitel 4 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen beinhaltet dementsprechend die einzel-
nen Ubertragungen des physikalisch motivierten Ahnlichkeitsbegriffs auf neue Anwen-
dungsfelder und zeigt die Konsequenzen und Folgerungen auf, die sich aus dem Prinzip
der Dimensionshomogenitét fir die betrachteten Methoden der

Entwurfsbewertungsverfahren (in Kapitel 4.1), der
Neuronalen Netze (in Kapitel 4.2), des

Fallbasierten SchlieRens (in Kapitel 4.3), der
Mustererkennung (in Kapitel 4.4), der
Gerauschklassifikation (in Kapitel 4.5), des

Data Mining (in Kapitel 4.6), sowie des
Computergestttzten Ingenieurentwurfs (in Kapitel 4.7)

ergeben. Dabei wird darauf Wert gelegt, jede der Ubertragungen in einem eigenen Un-
terabschnitt ,Kontrollen® anhand von klassischen naturwissenschaftlichen Prufkriterien
wie z.B. der Konsistenz einer kritischen Uberpriifung zu unterziehen.

Kapitel 5 Zusammenfassung faRt die aus den Ubertragungen resultierenden Schluf3fol-
gerungen zusammen und unterzieht sie einer abschlielRenden Diskussion. Dabei steht
die kunftige Bedeutung der Ahnlichkeitstheorie in einem modernen Ingenieurwesen an
der Schnittstelle zur Informatik und der Kinstlichen Intelligenz einschlief3lich eines Aus-
blicks auf zukiinftig zu erwartende Weiterentwicklungen der Ahnlichkeitstheorie im Zen-
trum des Interesses.

Es ist eine zentrale Erfahrung innerhalb aller Wissenschaftsdisziplinen, daf3 sowohl die
Theorien als auch die daraus abgeleiteten Schlu3folgerungen im Laufe zunehmenden
Erkenntnisgewinns abgelost, erweitert und neu interpretiert oder verallgemeinert wer-
den. Jeder Wissenschaftler mul3 sich daher immer wieder in Erinnerung rufen, dal3 sei-
ne Ergebnisse und die daraus gezogenen Schluf3folgerungen samt deren Interpretation
zwangslaufig einem gewissen ,Horizonteffekt“ (sowohl in der jeweiligen Einzelperson als
auch in der jeweiligen Zeitgeschichte bedingt) unterliegen, der durch die verwendeten
Untersuchungsmethoden, dem vorhandenen Erkenntnisstand usw., bewirkt wird.

In einer Zeit, in der in intelligenten Produktentwirfen das Ingenieurwesen, die Informatik
und die Kunstliche Intelligenz fachibergreifend und interdisziplindr eng zusammenarbei-
ten (sollten), kann deshalb unabhangig von der Herkunft und den jeweiligen Verfechtern
nur derjenige Theoriebaustein ausgewahlt und in eine allgemeinere Theorie Gbernom-
men werden, der innerhalb der zugrundeliegenden naturwissenschaftlichen Modellvor-
stellung nicht falsifiziert werden kann und damit zumindest allen bereits anerkannten
Konsistenzbetrachtungen gerecht wird.

In diesem Sinne ist zu hoffen, dal3 dem Dimensionsbegriff im Ingenieurwesen, in der
Informatik und in der Kunstlichen Intelligenz in Zukunft vermehrt die Aufmerksamkeit
zuteil wird, die ihm aufgrund seiner zentralen Bedeutung in dimensionsbehafteten Pro-
blemstellungen im Aufbau formaler Aussagensysteme, seiner Leistungsfahigkeit in der
Anwendung und der Ubertragung dimensionsloser Ahnlichkeitsbegriffe auch zukommt.

Stuttgart, den 17. Dezember 2001 Dr.-Ing. Stephan Rudolph
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Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Nomenklatur

Skalare werden durch einen Kleinbuchstaben bezeichnet. Vektoren sind, sofern nicht
anders angegeben, Spaltenvektoren und werden durch einen Kleinbuchstaben mit einem
Index gekennzeichnet. Matrizen werden durch Klein- oder Gro3buchstaben mit zwei
Indizes bezeichnet, wobei der erste Index die Zeile, der zweite Index die Spalte festlegt.

Lateinische Formelzeichen

Symbol Beschreibung Einheit

A Flache [m?], [mgymy]

C; Proportionalitatsfaktoren [1]

Cu Widerstandsbeiwert 1]

Dy,...,D,, Di,..,D,  System von Dimensionsbegriffen individuell
(problembezogen gleichwertig)

f dimensionsbehaftete Funktion individuell

F dimensionslose Funktion [1]
(Ahnlichkeitsfunktion)

L Lange [m], [my]

i=1,...,r Laufindex fiir priméare Grof3en 1]

j=1,...,m Laufindex fir sekundare GréRRen [1]
und dimensionslose Kennzahlen

m=n-—r Anzahl dimensionsloser Kennzahlen [1]

n Anzahl dimensionsbehafteter Gré3en [1]

r Rang der Dimensionsmatrix [1]

Ti, T priméare dimensionsbehaftete individuell
GrolRe (Basisgrofl3e)

T, T sekundare dimensionsbehaftete Variable individuell
GrolRe (abgeleitete Grol3e)

X Raum dimensionsbehafteter Gré3en individuell

X = (z1,..., %) Menge dimensionsbehafteter Grolzen individuell
(Relevanzliste)

X; = (z1,...,x,) Menge primarer Grolien individuell

X; = (241, .., Trym)  Menge sekundérer GrofRen individuell

1% Volumen (m3], [memym.]

Tabelle 1: Lateinische Formelzeichen

In dieser Arbeit wird die Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen in mehrere verschiednene
Gebiete dargestellt. Fiur das Verstandnis des Textes ist es daher forderlich, die in der
Ahnlichkeitstheorie tbliche Notation der zwei Tabellen 1 und 2 im Kopf zu haben. Die
in den einzelnen Spezialgebieten benutzte Notation ist in den Anwendungskapiteln im
Kontext erklart.



Vorbemerkungen

Vil

Griechische Formelzeichen

Symbol Beschreibung Einheit
Qji Dimensionsexponenten in Kennzahl 1]
Vii Dimensionsexponent [1]
Tj = T(jtr) f[ z; " dimensionslose Kennzahl 1]
I - Raum dimensionsloser Grof3en 1]
I, = (71,...,Tm) Menge dimensionsloser Kennzahlen [1]

Tabelle 2: Griechische Formelzeichen






1 Motivation 1

1 Motivation

Die Anforderungen an die Entwurfs- und Entwicklungsingenieure in Design, Bau, Einsatz
und Entsorgung von Produkten ist in einem hohen Grade von Komplexitat und Interdis-
ziplinaritat gepragt. Hierbei ist das Erzielen technischer Spitzenleistungen und deren
konsequente Umsetzung in ebenso leistungsfahige wie wirtschaftliche Produkte fiir das
Uberleben ganzer Industriezweige eine immer groRere Notwendigkeit geworden. Dabei
ist es fur die Hersteller ganzer Produktfamilien von Vorteil, auf die mit friheren Produkt-
mustern gemachten Erfahrungen zuriickgreifen zu kénnen. Die Grundidee und Motiva-
tion fur die Wiederverwendbarkeit vergangener Erfahrungen ist dabei die Ahnlichkeit in
den Produkten, die aufgrund der in Abbildung 2 sichtbaren geometrischen Ahnlichkeit
und den damit einhergehenden Gemeinsamkeiten der verschiedenen Designentwdrfe
diese Vorgehensweise zunachst einmal intuitiv nahelegt.

Abbildung 2: Airbus A319, A320 und A321 [3]

Fur die Berucksichtigung der in der Vergangenheit bei friheren Produktmustern gemach-
ten Erfahrungen auf neue Entwurfsmuster ist ein geeigneter Mechanismus fiir die Uber-
tragung von Kraften, Langen, Zeiten und Massen etc. erforderlich. Dieser sollte fur eine
gesicherte und systematische Nutzung auf naturwissenschaftlichen Ursache-Wirkungs-
beziehungen beruhen und die Ableitung von Umrechnungsvorschriften fir die Grof3en
der einen Modellausfihrung auf die andere Modellausfiihrung erméglichen. Dies hat in
der Vergangenheit zur Entwicklung der uns heute bekannten Ahnlichkeitstheorie gefiinrt,
in der aus theoretisch anerkannten und experimentell erprobten mathematischen Forma-
lismen die hierfur geeigneten Kriterien fur die Gro3enumrechnung in Form sogenannter
dimensionsloser Ahnlichkeitskennzahlen bereitgestellt wird.

Die systematische Benutzung dimensionsloser Ahnlichkeitskennzahlen, die physikalisch
als Verhaltniszahlen charakteristischer Krafte, Energien und Zeiten [138] etc. interpre-
tiert werden kénnen, bietet sich deshalb zur Ableitung von Folgeentwirfen aus einer
Hauptausfihrung nebst der entsprechenden betriebswirtschaftlichen Kostenrechnungen
in Form von Kostenwachstumsgesetzen [168] in der Baureihenentwicklung [67] an. Auch
die Ableitung von Modellregeln fur die Umrechnung von Modellversuchen auf die Grol3-
ausfihrung oder von der Grof3ausfiihrung auf geeignet gewahlte Modellversuche stellt
dabei den theoretisch wie praktisch etablierten Stand der Ahnlichkeitstheorie [12, 130,
154, 168, 218] dar. Vom wissenschaftlichen Standpunkt her mufd deshalb durchaus die
Frage erlaubt sein, inwieweit zukiinftige Ergebnisse der Ahnlichkeitsteorie lediglich nur
weitere Detailverbesserungen denn echte Erkenntnisfortschritte erbringen werden.



2 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Nun stellt sich im modernen Ingenieurentwurf nicht so sehr die Frage, inwieweit mit heu-
tigen Methoden die Entwirfe von gestern noch besser nachvollzogen werden kdnnten,
sondern mit der laufenden Verschiebung der technischen Berechnungs- und Machbar-
keitsgrenzen nehmen auch die Anforderungen an den Entwurfsingenieur standig weiter
zu. Waren in der Vergangenheit noch viele Produktentwtrfe durch die Fragestellungen
der klassischen Disziplinen Struktur-, Stromungsmechanik und Thermodynamik domi-
niert, so hat sich die moderne Ingenieurentwurfsaufgabe unter einer stetigen Zunahme
dieser klassischen Anforderungen zu einer interdisziplinaren Aufgabenstellung unter Ein-
beziehung weiterer Disziplinen wie der Regelungstechnik, der Informatik und des Desi-
gns usw. erweitert. So kann heute insbesondere von den informationstechnischen Me-
thoden der Informatik und der Kunstlichen Intelligenz (formale Sprachen, Grammatiken,
fall- und regelbasierte Systeme, Mustererkennung etc.) durchaus von Techniken der
~Wissensverarbeitung im Ingenieurentwurf* gesprochen werden.

Durch die standige Verbesserung und Weiterentwicklung von numerischen Berechnungs-
methoden werden nattrlich andere, friher sehr geschatze Methoden etwas zurtickge-
drangt. Doch da die Ahnlichkeitstheorie eine der wenigen durchgangigen Methoden
darstellt, die vom ersten Moment der Benennung einzelner physikalischer Einflul3gro-
Ben xy, 9, x3,... bis hin zur vollstandigen Kenntnis der das Objekt oder den Vorgang
beschreibenden partiellen Differentialgleichung eingesetzt werden kann wird klar, daf3
die Ahnlichkeitstheorie nie eine methodische Doktrin, sondern stets als eine zuséatzliche
naturwissenschatftliche Option gesehen werden sollte.

So kann in dem in Abschnitt 4.5 dargestellten industriellen Akustikproblem, das sich einer
direkten numerischen Berechnung derzeit noch entzieht, durch den Einsatz der Ahnlich-
keitstheorie die Frage nach einer maschinellen Klassifikation ,ahnlicher Gerausche® in
einer konkreten Anwendung erfolgreich beantwortet werden. Dies wird erreicht, in dem
die zwei verschiedenen akustischen Zeitreihen z;(t) # x5(¢) in Abbildung 3 durch eine
geeignete Ahnlichkeitstransformation auf neue Problemkoordinaten projiziert werden, in
denen die Ahnlichkeit beider Gerausche besser klassifizierbar wird.
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Abbildung 3: Ahnlichkeitsbasierte Gerauschanalyse und -klassifikation [222]

Dies unterstreicht die Anforderungen an den Entwurfsingenieur, Ordnung und Struktur
in einer zunéchst ungeordnet und unstrukturiert scheinenden Vielfalt von Verhaltenswei-
sen und Informationen zu erkennen [132]. Hierflr bieten sich insbesondere diejenigen
Verfahren an, welche erfahrungsgemaf zur Strukturierung von Wissensgebieten geeig-
net sind und wie z.B. die ,Ahnlichkeit als erklarendes Prinzip“ bereits in vielen wichtigen
Fragestellungen der Wissenschaften erfolgreich eingesetzt worden sind [139]. In dieser
Arbeit wird daher die Ahnlichkeitstheorie als ordnendes und erklarendes Prinzip in die
Modellbildung verschiedenster komplexer Vorgénge Utbertragen und diskutiert.
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1.1 Ahnlichkeit und Ahnlichkeitsbegriffe

Der Begriff der Ahnlichkeit wird in den verschiedensten Zweigen der Wissenschaften be-
nutzt, wodurch sich im Laufe der Zeit verschiedene Auspragungen und Interpretationen
herausgebildet haben. Fir die vorliegende Arbeit ist es daher zun&chst unerlafilich, eine
Klarung der Definition des in dieser Arbeit verwendeten Ahnlichkeitsbegriffs vorzuneh-
men. Dies erfolgt durch die folgenden zwei kurzen Darstellungen der

O Verwendung von Ahnlichkeitsbegriffen von der Antike bis zur Gegenwart und der
O Formalisierung von Ahnlichkeit mittels mathematischer Verfahren.

Dazu wird mit einer verbalen Definition der Ahnlichkeit und der Darstellung unterschiedli-
cher Verwendungen begonnen, die dann stufenweise in eine mathematische Formalisie-
rung des Ahnlichkeitsbegriffs entwickelt wird.

Begriffsbildung. Lexika definieren Ahnlichkeit als ,die Ubereinstimmung von Dingen in
mehreren (nicht in allen) Merkmalen® ([34] tAhnlichkeit). ,Merkmale stehen dabei fiir den
Inhalt oder Teilinhalt eines Begriffes, dem eine bestimmte Eigenschaft jedes Gegenstan-
des, der unter den Begriff fallt, innewohnt” ([34] tMerkmale). ,Da die Gesamtheit der in
einem Begriff gedachten Merkmale den Inhalt des Begriffes ausmacht” ([34] 1Begriff), ist
Ahnlichkeit ein wesentliches Element in der Erstellung von Taxonomien, die die Ahnlich-
keit am Vorhandensein homologer, d.h. entsprechender Merkmale festmachen [132]. Als
Beispiel fir die Verwendung werden hier die Ahnlichkeitsbegriffe aus der Psychologie,
Medizin, Biologie, Mathematik und Geometrie einander gegenibergestellt.

Verwendungen. In der Psychologie wird Ahnlichkeit als erklarendes Prinzip u.a. in der
Assoziationstheorie verwendet [132]. Deren Begrinder DAVID HUME (1711-1776) nennt
,als allgemeine Prinzipien, nach denen unser Denken (Vorstellen) ablauft, Ahnlichkeit,
Kontinuitat (Benachbarung in Raum und Zeit) und das Verhéltnis von Ursache und Wir-
kung“ ([156] TAssoziationstheorie). HUME versuchte mit seiner Philosophie die Begriin-
dung einer Wissenschaft der menschlichen Natur, die ,vollig auf Erfahrung gegriindet,
ohne metaphysische Voraussetzungen und ebenso systematisch und exakt wie die Na-
turwissenschaften sein musse” ([34] THume).

In der Medizin formulierte CHRISTIAN HAHNEMANN (1755-1843) das Ahnlichkeitsgesetz
,similia similibus curentur® (Das Ahnliche mag durch das Ahnliche geheilt werden). Es
besagt, ,dald Krankheiten geheilt werden kdnnen durch solche Arzneistoffe, die bei der
Prifung am Gesunden ein dem vorliegenden Krankheitsfall moglichst ahnliches Sym-
ptombild hervorgerufen haben* ([34]tAhnlichkeitsgesetz). Das schon im Altertum und
bei einzelnen Naturvolkern bekannte Gesetz baute HAHNEMANN zum Heilsystem der
Homoopathie aus. Die Medizin heute spricht dagegen nur noch von ,Ahnlichkeitsregel”,
da eine allgemeine Giiltigkeit des Ahnlichkeitsgesetzes nicht mehr anerkannt wird.

In der Biologie wird die Ahnlichkeit von Lebewesen oder einzelner Organe entweder ,auf
die gemeinsame Abstammung (Homologie) oder auf die Anpassung an gleiche Umwelt-
bedingungen (Analogie) zuriickgefuhrt“ ([34] tAhnlichkeit). Analoge Organe sind dem-
nach verschiedenen Ursprungs, leisten aber Ahnliches oder Vergleichbares (z.B. Vogel-
fluigel-Insektenflligel). Dagegen haben homologe Organe einen phylogenetisch gleichen
Ursprung, verrichten aber verschiedene Leistungen (Vogelfligel-Menschenarm).
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In der Geometrie war bereits den Griechen in der Antike eine sich aus der Anschauung
der Proportionen abgeleitete Ahnlichkeit zweier ebener Dreiecke AAOC und AAOC" in
Abbildung 4 bekannt, die durch geometrische Konstruktion begriindet wurde. Ausgehend
vom Ursprung O, der auch als Ahnlichkeitszentrum [55] bezeichnet wird, handelt es sich
um eine Vervielfachung der Linien OA zu OA’ und OC zu OC’ mit einem Faktor \.

A/

C'
o
0

Abbildung 4: Ahnliche ebene Dreiecke nach EUKLID [55]

EukLID (um 300 v.Chr.), der in seinem Werk ,Die Elemente” [60] auch die Ergebnisse von
anderen Denkern wie ARISTOTELES (384-322 v.Chr.) und Euboxos (um 400-350 v.Chr.)
mit berticksichtigte, kannte bereits Ahnlichkeitssatze, die aquivalente Formulierungen fiir
die Ahnlichkeit von Dreiecken darstellen ([55], [134] tAhnlichkeitssatze, tEuklid):

[0 Zwei Dreiecke AAOC und AA’OC" heil3en einander ahnlich, wenn jede Seite eines
Dreiecks mit je einer Seite des anderen Dreiecks gleiche Langenverhéltnisse bildet
(Buch 6, Proposition 4).

0 Zwei Dreiecke AAOC und AA'OC" heiRen einander ahnlich, wenn sie in der Gro-
Re eines Innenwinkels Ubereinstimmen und die diesem Winkel anliegenden Seiten
beider Dreiecke gleiche Langenverhaltnisse bilden (Buch 6, Proposition 6).

Neben den Ahnlichkeitssatzen in der Ebene in Abbildung 4 wurde die Proportionenlehre
von den Griechen auch auf raumliche Korper wie in Abbildung 5 angewandt. Wieder
handelt es sich ausgehend vom Ursprung O jeweils um eine Vervielfachung der Linien
OA zu OA’, von OB zu OB’ und von OC zu OC" mit einem Faktor \.

P
Abbildung 5: Ahnliche raumliche Korper nach EUKLID [55]

Den Griechen war in ihren teilweise bereits sehr weit gediehenen und auch philosophisch
umfassend untermauerten Erklarungen der geometrischen Figuren von Linien, Flachen
und Korpern (Volumina) aufgefallen, dafd in den Proportionen (hach unserem heutigen
Verstandnis die aus den Skalierungen mit dem Faktor ) reslutierenden Verhaltnisse) die-
se sich nicht gleich, sondern sich verschieden verhalten: so wachsen die Linien der
Korper mit )\, die Flachen mit A2 und die Volumina mit \3.
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Aus der unterschiedlichen Skalierung mit A\, \> und \* ziehen die Griechen den SchiuR,
dald Linien, Flachen und Volumina sogenannte inhomogene Grol3en unterschiedlicher
Art sind. Als Schlu3folgerung daraus formulierten sie ein Homogenitatsprinzip, dafd nur
homogene Gro3en, also nur Langen mit Langen, nur Flachen mit Flachen und nur Volu-
men zu Volumen addiert oder subtrahiert werden durfen.

Hierzu EUKLID [99]: ,Verhéltnis ist das gewisse Verhalten zweier homogener Grol3en
zueinander, wie z.B. Doppeltes, Dreifaches. Denn wie sich Inhomogenes zueinander
verhalt, ist, wie ANDRASTOS sagt, zu wissen unmoglich. So kann z.B. die Elle mit der
Mine oder ... das Weil3e mit dem SiuRR3en oder mit dem Warmen nicht zusammengefal3t
oder verglichen werden. Bei homogenen Grol3en aber ist es moglich, wie z.B. Langen
zu Langen, Korper zu Korper, ... Zeit zu Zeit, Bewegung zu Bewegung, Klang zu Klang,
Geschmack zu Geschmack, Farbe zu Farbe und allgemein Dinge von gleicher Gattung
oder von gleicher Art sich irgendwie zueinander verhalten®.

Ruckblickend stehen die Griechen damit bereits an der Schwelle zum Dimensionsbe-
griff, fir den sie auch schon das vorgenannte Homogenitatsprinzip formulieren, das erst
spater zum Prinzip der Dimensionshomogenitat und zur Theorie dimensionshomogener
Funktionen [76] in Kapitel 2 ausgebaut wird. Die Art und Anzahl der Dimensionen (lat. di-
mensio, Ausmessung, Berechnung, allgemein: Aul3malfd im Hinblick auf seine raumliche,
zeitliche, begriffliche Erfal3barkeit, [150] 1Dimension) begrindet EuKLID dabei allein aus
der geometrischen Anschauung heraus als Dreidimensionalitat seiner Korperdefinition,
wonach ,ein Korper ist, was Lange, Breite und Tiefe hat. Weiterhin seien nur die dreidi-
mensionalen Korper nach allen Seiten hin stetig und teilbar* ([156] 1Dimension).

Formalisierung.  In der Mathematik der Neuzeit wird der noch an der Anschauung von
Korpern orientierte Dimensionsbegriff der alten Griechen von RENE DESCARTES (1596-
1650) durch die Vorstellung abgeldst, daf’ unter einer Dimension die Anzahl der Koordi-
naten x, z,, x3 eines Punktes P zu verstehen ist. Damit tritt an die Stelle der Aussage
.der Punkt P liegt in der Ebene L," die Erfillung der linearen algebraischen Gleichung
Ly (21, 9, x3) =g + a121 + asxs + azz3 =0 mit den Konstanten a; € R ([156] 1Dimension).

Ll P(xil\a\q}?\a\z‘&)

Abbildung 6: Darstellung des Schnittes dreier Ebenen [156]

U.a. durch HENRI POINCARE (1854-1912) n-dimensional erweitert, geht in dieser Verall-
gemeinerung die Anschaulichkeit der geometrischen Interpretation der Dimension zu-
gunsten leistungsfahigerer mathematischer Formalismen verloren. Dabei wird der ur-
sprunglich geometrisch orientierte Dimensionsbegriff durch den Begriff der Koordinate
in der abstrakten Gleichungsanalyse ersetzt. So kann in Abbildung 6 die algebraische
Losung der drei Gleichungen in der Form L;(x1, z2, x3) = La(x1, 22, x3) = L3(x1, 29, 3) =0
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noch als Schnittpunkt dreier Ebenen L,, L, und L3 im dreidimensionalen Raum anschau-
lich gedeutet und visualisiert werden, dagegen trifft dies fir die Auflosung eines Systems
von n linearen Gleichungen mit » Unbekannten nicht mehr zu ([156] tDimension).

Fur diese Arbeit sei daraus die folgende Definition 1 zur Klarung des Dimensionsbegriffs
in der Mathematik festgehalten, der deshalb auch explizit ,mathematische Dimension*
genannt wird. Der mathematische Dimensionsbegriff wird spater noch zur definitorischen
Abgrenzung gegen den noch folgenden physikalischen Dimensionsbegriff benotigt:

Definition 1 Mathematische Dimension [134]. Math. Dimension des Anschauungs-
raumes ist die Anzahl von Koordinatenachsen in einem Raum bzw. die Anzahl der Koor-
dinaten (z,.., z,,), die notwendig sind, die Lage eines Punktes in diesem Raum eindeutig
zu beschreiben. Somit ist die math. Dimension eines Punktes n =0, die einer Geraden
n=1 und die einer Ebene n=2. Allgemein hat jede Hyperflache eines n-dimensionalen
Raumes die math. Dimension n—1 ([134] tDimension des Anschauungsraumes).

Mit der Einfuhrung der Gleichungsnotation durch DESCARTES und der n-dimensionalen
Verallgemeinerung durch POINCARE ergibt sich aus der héheren Abstraktion der Darstel-
lung auch eine Erweiterung des urspriinglichen Ahnlichkeitsbegriffs. War der Begriff der
Ahnlichkeit bei den Griechen aus der Proportionenlehre heraus noch geometrisch be-
grindet, so kann er in der modernen Mathematik allgemein mit der auf dem gesamten
Definitionsbereich (x1, s, z3,...) €D glltigen formalen Gleichheit [10] der Ausdriicke f

flx, 20, 23,...) = f(T1,T2,T3,...) Q)

als die Frage nach der Existenz von Transformationen 7; mit z; = 7;(x1, 22, x3, . ..) defi-
niert werden, die die Form der Gleichung f und damit deren Losungsraum unverandert,
d.h. invariant lassen und daher in diesem Zusammenhang als Ahnlichkeitstransformation
bezeichnet werden. Fir die gesuchte Definition von Ahnlichkeit, die in der eingangs auf
Seite 3 genannten verbalen Begriffsbildung als eine ,Ubereinstimmung von Dingen in
mehreren (nicht in allen) Merkmalen® bezeichnet wurde, ergibt sich durch Gleichung (1)
eine mathematische Formalisierung und Definition von Ahnlichkeit zu:

Definition 2 Ahnlichkeit.  Ahnlichkeit ist definiert durch die Existenz von Invarianten,
d.h. solchen Ahnlichkeitstransformationen 7;, die eine Gleichung f invariant lassen. Die
Form der Invariante bestimmt damit die inhaltliche Bedeutung des resultierenden Ahn-
lichkeitsbegriffs und ersetzt den Merkmalsbegriff in der lexikalischen Ahnlichkeitsbegriffs-
bildung auf Seite 3 durch die Invariante. Als die verbale Definition von Ahnlichkeit  gilt:
JAhnlichkeit ist Gleichheit im Sinne einer Abstraktion.*

Die in den beiden Abbildungen 4 und 5 dargestellten geometrischen Skalierungen sind
damit Beispiele fur die Ahnlichkeitstransformationen 7; mit z; = \z;, die z.B. ein Drei-
eck mit einem Skalierungsfaktor X in ein &hnliches Dreieck Gberfihren. Dadurch kénnen
durch Ahnlichkeitstransformationen 7; auch die Existenz sich entsprechender, sogenann-
ter homologer GréRen x; und z; definiert werden, die durch die Transformationen inein-
ander Uberfuihrt werden. Da es sich in den Abbildungen 4 und 5 bei den betrachteten
Grofien um Punkte handelt, sind hier exemplarisch die zwei homologen Punktepaare A
und A’ bzw. C und C’ zu nennen. Homologe GréR3en sind damit so definiert, dal sie sich
stets durch eine Ahnlichkeitstransformation ineinander tberfiihren lassen.
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Die Suche nach Gleichungsinvarianten hat u.a. grof3e Bedeutung in vielen technischen
Anwendungsbereichen der Naturwissenschaften, in denen &hnliche und asymptotische
Losungen von (Differential-)Gleichungen verwendet werden [13, 71]. In der Mathematik
ist diese Aufgabenstellung in Form der ,Methode der Transformationsgruppen® bzw. der
Theorie der LIE-Gruppen [10, 24, 25, 89] Gegenstand der Forschung. Die gezeigte linea-
re Transformationsgruppe 7; ohne Absolutglied ist die einfachste aller moglichen Ahnlich-
keitstransformationen und wird in der Mathematik als ,Stretching Group* bezeichnet.

Gegenuber der Mathematik ist es eine Besonderheit der Physik, physikalische Begriffe
wie Masse, Lange, Zeit usw. die auch als ,physikalische Dimension“ bezeichnet werden,
in physikalischen Einheiten dieser Dimensionen zu quantifizieren (d.h. zu messen). Da
die Wahl der BezugsgroRe der Einheit aber eine willkirliche Festlegung ist, entspricht die
Bevorzugung einer bestimmten i-ten Grol3e z; gegentber einer anderen i-ten Grole 7;
der linearen Transformation z; = \;x; ohne Absolutglied. Diese lineare Transformation hat
damit in der Physik die Bedeutung der Anderung der Einheit mit einem Faktor ). Daraus
kann z.B. eine Einheit in eine andere Einheit umgerechnet werden.

Vorallem ist in der Physik, in der (Natur-)Phanomene mel3technisch erfal3t und in Mo-
dellvorstellungen in Form von Gleichungen gebracht werden, natirlich auch zu erwarten,
dal3 die Modellgleichungen von der willkiirlichen Wahl der Einheitenmal3stéabe ) unab-
hangig sind. Sonst wirden die ,Naturgesetze* von der Wahl der Einheiten abhangen. Es
ist daher grundsatzlich zu fordern, dafl? die Modellgleichungen unter diesen frei wahlba-
ren linearen Transformationen invariant sind. Die resultierenden mathematischen Aus-
driicke, die unter der dann geforderten Elimination der Skalierungsfaktoren ) invariant
sind, sind als Invarianten damit automatisch Ahnlichkeitsbegriffe, die zur Ermittlung von
Ahnlichkeiten in physikalischen Prozessen herangezogen werden kénnen und im Inge-
nieurwesen als Ahnlichkeitskennzahlen bezeichnet werden.

Der Begriff der Ahnlichkeit und der Ahnlichkeitskennzahl ist daher sehr eng mit dem Be-
griff der physikalischen Dimension verbunden, da er durch Invariantenbildung aus ihr
hervorgeht. Der genaue Unterschied zwischen einer mathematischen und einer physi-
kalischen Dimension, der in Kapitel 2 noch durch eine entsprechende Definition formal
befriedigt wird, liegt darin, daf3 mathematische Dimensionen bzw. die Koordinaten z; in
Gleichung (1) i.A. hdchstens einen linearen Transformationsfaktor )\, besitzen, wahrend
dimensionsbehaftete physikalische Variablen aufgrund mdglicher zusammengesetzter
Dimensionsbegriffe zwischen mindestens einem bis zu mehreren unabhangigen linea-
ren Transformationsfaktoren )\; aufweisen. Daraus folgt, da? Gleichungen mit physika-
lischen Dimensionen im Gegensatz zu Gleichungen mit nur mathematischen Dimensio-
nen immer Ahnlichkeitskennzahlen besitzen mussen. Doch diese tiefergehenden Fragen
werden in Kapitel 2 noch umfassender behandelt. Deshalb sei an dieser Stelle die For-
malisierung des Ahnlichkeitsbegriffs zunachst abgeschlossen.

Ahnlichkeit und Analogie. Auf der Suche nach der Definition von ,Ahnlichkeit* stoRt
man auch sehr schnell auf den Begriff der ,Analogie“. Uber die Analogie, von JAMES
CLERK MAXWELL (1831-1879) definiert als ,jene teilweise Ahnlichkeit zwischen den Ge-
setzen eines Erscheinungsgebietes mit jenen eines anderen, welche bewirkt, daf3 jedes
das andere illustriert* [139], gibt es jedoch sehr widerspriichliche Meinungen. So gibt
es sowohl Darstellungen, daR die Ahnlichkeit eine Unterart der Analogie sei als auch
umgekehrt die Analogie eine Unterart der Ahnlichkeit ist ([156] tAnalogie, [125]).
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Nach JEVONS ist die Analogie ,eine tiefer liegende Ahnlichkeit, man konnte diesselbe
auch eine abstrakte Ahnlichkeit nennen® [139]. Demgegeniiber halt HorPE den Begriff
der Analogie fur ganz und gar tberflussig, ,da es bei derselben, wie bei der Ahnlichkeit
Uberhaupt, nur auf begriffliche Ubereinstimmung in gewissen Merkmalen der in Analogie
gesetzten Objekte ankomme* [139].

ERNST MACH (1838-1916) klart diese Streitfrage wie folgt: ,Ahnlichkeit ist teilweise Iden-
titat. Die Merkmale &hnlicher Objekte stimmen zum Teil Gberein, zum Teil sind sie ver-
schieden. Die Analogie ist jedoch ein besonderer Fall der Ahnlichkeit. Nicht ein einzi-
ges unmittelbar wahrnehmbares Merkmal des einen Objekts braucht mit einem Merkmal
des anderen Objektes tbereinstimmen, und doch kénnen zwischen den Merkmalen des
einen Objektes Beziehungen bestehen, welche zwischen den Merkmalen des anderen
Objektes in Ubereinstimmender, identischer Weise wiedergefunden werden® [139].

In der Sprechweise der Mathematik ist die Ahnlichkeit damit ein Endomorphismus (die
Abbildung eines Raumes auf sich selbst, [134] TEndomorphismus), wahrend die Analogie
einen Isomorphismus (die Abbildung eines Raumes auf einen anderen Raum, [134] TIso-
morphismus) darstellt. Die notwendigen mathematischen Grundlagen fir derartige Be-
trachtungen stellt hierfir wiederum das folgende Kapitel 2 zur Verfiigung. Darin werden
auch die notwendigen Grundlagen fir die spateren Ubertragungen von Ahnlichkeitsbe-
griffen bereitgestellt.

Die Nutzlichkeit von auf Ahnlichkeit und Analogie beruhenden Uberlegungen, ,Ordnung
und Struktur in einer zunachst ungeordnet und unstrukturiert erscheinenden Vielfalt von
Verhaltensweisen und Informationen zu erkennen* (siehe Seite 2), wird von ERNST MACH
dabei mit den Worten umrissen: ,Das Leitmotiv der Ahnlichkeit und Analogie erweist sich
in mehrfacher Hinsicht als treibend und fruchtbar fur die Erweiterung der Erkenntnis. . ..
Die Operation mit Hypothesen wird durch den Reiz der Ahnlichkeit und Analogie einge-
leitet. Die Hypothese belebt die Anschauung, die Phantasie, und erregt durch diese die
physische Reaktionstatigkeit. Die Funktion der Hypothese ist sonst teils eine sich selbst
zerstorende, jedenfalls aber eine kenntniserweiternde” [139].

Ausblick.  Die nach ERNST MACH ,hypothesenbildende Kraft* der Ahnlichkeitsbetrach-
tung wird in spateren Kapiteln fur die Erstellung zahlreicher Modellvorstellungen in den
verschiedensten Fragestellungen der Bewertung, der Merkmalsbildung und Klassifikation
eingesetzt. Da sich hierflir der physikalische Dimensionsbegriff als eine der notwendigen
Grundlagen fur die Existenz von Ahnlichkeitsbegriffen in Form dimensionsloser Ahnlich-
keitskennzahlen herausstellen wird, kénnen Ahnlichkeitskennzahlen nicht nur in ihren
traditionell bekannten Einsatzgebieten in der Stromungsmechanik und des Warmetrans-
ports usw. verwendet werden, sondern auch tberall dort sinnvoll zum Einsatz kommen,
wo formal die Etablierung aquivalenter Dimensionsbegriffe gelingt.

Hierflr stellt Kapitel 2 die notwendigen mathematischen Grundlagen aus der Theorie di-
mensionshomogener Funktionen zur Verfugung. Uber Kapitel 3 mit den erforderlichen
Voraussetzungen fur die Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen werden dann in Kapitel 4
die einzelnen Ubertragungen auf mehrere Anwendungsgebiete im Ingenieurwesen, der
Informatik und der Kinstlichen Intelligenz dargestellt und diskutiert. Das Kapitel 5 bie-
tet dann eine abschlieRende Zusammenfassung sowie einem Ausblick auf interessante
zukiinftige Weiterentwicklungen in der Ahnlichkeitstheorie.
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2 Grundlagen dimensionshomogener Funktionen

In diesem Kapitel wird in die Theorie dimensionshomogener Funktionen eingefuhrt. Ganz
entsprechend der Begrifflichkeit einer mathematischen Funktion mehrerer Veranderlicher
wird zunachst mit einer Definition des Variablenbegriffs als sogenannte physikalische
GrolRe nebst dazugehdoriger physikalischer Dimension begonnen und dann anschliel3end
auf die Eigenschaft der Dimensionshomogenitat der Funktion Gbergegangen. Wenn es
der Klarheit der Darstellung natzlich erschien, wurde auch die historische Entwicklung
der Begriffe [77, 116] berlcksichtigt.

2.1 Begriffsbildungen

In den Naturwissenschaften wird der Begriff der Dimension (lat. dimensio, Ausmessung,
Berechnung, allgemein: Aufimaf’ im Hinblick auf seine raumliche, zeitliche, begriffliche
Erfal3barkeit, [150] tDimension) in unterschiedlichen Bedeutungen mehrfach verwendet.
Zur schrittweisen Klarung der Verwendung wird zunachst der Begriff der physikalischen
GrolRe eingefiuhrt, dann auf deren Einheitenbegriff Ubergeleitet und daran anschlie3end
der hierfur erforderliche Dimensionsbegriff dargestellt und diskutiert.

2.1.1 Physikalische GrolRe

Die Physik beschéftigt sich mit der Erkenntnis und der qualitativen und quantitativen Be-
schreibung von Phdnomenen in der Natur. Die dabei mel3technisch erfaldten und quantifi-
zierten GroR3en werden als physikalische Gro3en bezeichnet. In moderner Schreibweise
wird fiir eine physikalische Grof3e die folgende Definition 3 verwendet:

Definition 3 Physikalische GroRRe [53]. Eine physikalische GréRRe z; ist das Produkt
eines Zahlenwerts {z;} mit der Einheit [ z; ] einer entsprechenden Bezugsgrofie, formal

v = {wi} - (2] (2)
Es gilt die Sprechweise: Physikalische Gro3e = Zahl - Einheit.

Da physikalische Gro3en alternativ zu ihrer Berechnung auch experimentell, d.h. durch
Messung ermittelt werden kénnen, setzt sich das MelRergebnis z; aus dem um bekannte
systematische Abweichungen berichtigten Mittelwert z;, der Einheit der Me3gréRRe [z; |
sowie der zusatzlichen Angabe der absoluten MefRRunsicherheit v zu z; = {;+u}| x; |, oder
mit der Angabe der relativen Mef3unsicherheit ¢ zu z; ={(1 + €) 7;}[ 2; ] zusammen [127].
Dabei lassen sich in modernen Mel3verfahren je nach gemessener Grol3e und Mel3ver-
fahren relative MeRunsicherheiten im Bereich von 10715 <e< 1072 erzielen [75].

Interessant ist es festzustellen, daf’ sich die Ungenauigkeit der Messung lediglich auf
die Quantifizierung {z;} = {(1 &+ ¢€) Z;} niederschlagt, wahrend die Einheitenangabe [z ]
davon unberihrt bleibt. Fir die nachfolgenden Prinzipbetrachtungen, die auf die spatere
physikalische Dimension der Einheit [ z; | abzielen, sind die meftechnischen Schwierig-
keiten der Quantifizierung bedeutungslos, daher kann hier die Unterscheidung zwischen
idealen GrofRen und gemessenen Grof3en entfallen.
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2.1.2 Einheit

Wegen der grol3en Bedeutung des Messens physikalischer Grof3en im internationalen
Waren- und Informationsaustausch in Handel, Industrie, Wissenschaft und Technik sind
die in Gleichung (2) verwendeten Einheiten durch Umsetzung der internationalen Kon-
vention des Sl-Einheitensystems (Systeme International d’Unités, SI [109, 172]) in natio-
nales Recht [72] gesetzlich verbindlich geregelt und in Definition 4 zusammengestellt:

Definition 4 Internationales Einheitensystem (SlI) [109, 172]. Im internationalen SI-
Einheitensystem (Systeme International d’Unités, Sl) sind die Verwendungen von Basis-
grél3en, -einheiten, -dimensionen und Namen wie folgt gesetzlich geregelt:

| BasisgroRe  Basiseinheit (Abk.!) | Dimension ~ Symbol (Abk.!) |

Kilogramm kg 1 Masse M Dy
Meter m To Lange L Dy
Sekunde s T3 Zeit T D3
Kelvin K T4 Temperatur © Dy
Ampere A Ts Stromstérke I Dy
Mol mol Zg Stoffmenge v Dg
Candela cd T7 Lichtintensitat Iy, D+

Tabelle 3: Internationales SI-Einheitensystem [109, 172]

Die gesetzliche Regelung umfal3t auch alle Mel3vorschriften [75], die nach den metri-
schen Konventionen die Definition des Null- und des Einsmerkmals umfal3t und damit ftr
jede Einheit den Nullpunkt 6; und die Intervallgro3e ); in Gleichung (3) festlegt.

Basisgrof3en und kohérente Basissysteme . In Tabelle 3 werden die Basiseinheiten
der 7 BasisgrofR3en des Sl-Einheitensystems benannt. Basisgrof3en sind dabei Gréf3en,
die nicht aus anderen GroRen abgeleitet werden kénnen. Urspringlich war durch PERCY
BRIDGMAN (1882-1961) fur Basisgrof3en der Begriff der primaren physikalischen Grol3e
gepragt worden. Deren Wahl und erkenntnistheoretische Rechtfertigung wurde mit der
,grundsatzlichen und nicht weiter zu vervollkommnenden Einfachheit? zu begriinden ver-
sucht [33]. Desweiteren tritt in Tabelle 3 fur jede Basisgrof3e auch bereits der Begriff der
Dimension auf, bevor der physikalische Dimensionsbegriff im nachsten Abschnitt 2.1.3
schlie3lich formal definiert werden wird. Er kann hier in der Zwischenzeit nach HERMANN
VON HELMHOLTZ (1821-1894) zunachst als ein ,generalisierter Oberbegriff der Einheit”
verstanden werden.

Erganzend zu Tabelle 3 sind aus der Geschichte des MelRwesens [127] weitere Grol3en
und Einheiten bekannt, die durch eine lineare Transformation nach Gleichung (3) inein-
ander uberfuhrt werden kdnnen. Diese transformierten Grol3en

konnen bzgl. der SI-Grol3en z; aus Definition 4 eine Nullpunktsverschiebung ¢; und eine
Intervallskalierung ); aufweisen. Fur die Basisgrof3en im Sl-Einheitensystem selbst gilt
durch die Verwendung absoluter Nullpunkte als Nullmerkmal definitionsgeman & = 0.

1Die Abkirzungen z; fiir BasisgroRe, D; fiir Basisdimension gelten nur fiir Gleichungen (3) bis (9).
2 fundamental and of irreducible simplicity* [33]
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Nach der Festlegung der Nullpunkte flr Basisgrofien wéren diese prinzipiell noch durch
Anderungen ihres EinheitenmaRstabs ), beliebig skalierbar. Jedoch gilt fir zwei ver-
schiedene physikalische Grél3en z; und y; ein und derselben Basisgrol3e bei der Skalie-
rung des zugehorigen Einheitenmal3stabes mit \; >0 aus Gleichung (3) sofort

r; = Nm;  sowie  y; = Ay (4)
wodurch der Quotient =} /y. invariant unter Einheitentransformationen ist, da
Ti/y; = Tifyi (5)

gilt. Diese Eigenschaft der Invarianz von Quotienten der Basisgrol3en unter einer linearen
Skalentransformation mit ); in Gleichung (5) geht auf BRIDGMAN zurlick, der sie als die
,absolute Bedeutung relativer GroRen® [33] bezeichnete. Diese Invarianz fuhrt (siehe
Herleitung im Anhang A.1) durch das Produkt-Theorem auf die aus priméren Groéf3en
zusammengesetzten sekundéaren GrolRen:

Theorem 1 Produkt-Theorem [33] . Wird die Invarianz von Quotienten physikalischer
GroRen unter Anderung der MaReinheiten vorausgesetzt, so kann eine Beziehung zwi-
schen priméaren physikalischen GréRen x; mit { z; } € R* aus Tabelle 3 bei :=1, .., und
einer sekundaren Grol3e z; immer auch als ein Zusammenhang der Form

v o= Cpal'ay? -l (6)
angegeben werden, mit € {N|r>1} und C, v;1,7j2, - - -, 7j» € R reelle Konstanten sind.

Aus dem Produkt-Theorem folgen im wesentlichen zwei Aussagen [76]: Erstens ist Glei-
chung (6) unabhangig von der speziellen Form der definitorischen Gleichung fir eine
bestimmte abgeleitete Gro3e z; und bedeutet lediglich, dal3 das Berechnungsergebnis
far jede sekundare GroBe z; immer auch als Produkt eines reinen Zahlenfaktors C; mit
einer multiplikativen Kombination der Basisgréf3en angegeben werden kann. Zweitens
kdnnen physikalische Gro3en beziiglich eines Basisgrof3ensystems nach Gleichung (6)
formal in die zwei Klassen der Basisgrof3en und den davon abgeleiteten Grof3en bzw. in
priméare und sekundare Grél3en unterschieden werden.

Mit der Definition der abgeleiteten GréRen z; ist auch der Konstruktionsprozel3 zum for-
malen Aufbau eines koharenten Basissystems gegeben. Werden die Intervallgrof3en )\
der Basisgrol3en x; so gewahlt, daf’ sich die in den verschiedenen Naturgesetzen auftre-
tenden sekundéaren Grof3en z; und deren Einheiten in ihren Definitionsgleichungen ohne
Verwendung von Zahlenfaktoren ableiten lassen bzw. flr diese jeweils C; =1 wird, nennt
man ein solches System von Basisgrof3en ein koharentes Basissystem. Das SI-System
ist ein derartiges koh&rentes Grol3ensystem [53, 127].

JAMES CLERK MAXWELL (1831-1894) kommentiert pragnant die Notwendigkeit des Auf-
baus eines klar definierten Systems von Basisgrof3en: ,Fur jede wissenschaftliche Arbeit
ist es von grofiRter Wichtigkeit, sowohl Einheiten eines klar definierten Einheitensystems

3 ,absolute significance of relative magnitude* [33]
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zu verwenden, als auch die Zusammenhéange dieser Mal3einheiten zu den Basiseinhei-
ten zu kennen, so dal3 die Ergebnisse aus dem einem Einheitensystem sofort in ein
anderes Einheitensystem umgerechnet werden kénnen“ [116] .

Theoretisch ist deshalb nur nétig, die Basisgrof3en z, ..., x, untereinander unabhangig zu
wahlen. Welche spezielle Wahl physikalischer Grof3en man im Aufbau eines solchen un-
abhangigen Basisgré3ensystems dann bevorzugt, richtet sich nach der physikalisch und
technisch sinnvollen Art sowie der gultigen gesetzlichen Praxis [172]. Eine notwendige
Umrechnung physikalischer Gro3en aus einem Basisgrof3ensystem in ein anderes, dazu
aquivalenten BasisgrofRensystem ergibt sich damit folgerichtig durch Gleichung (6), in der
die jeweiligen Skalierungsfaktoren ); der verschiedenen Basisgréf3en aus Gleichung (4)
in die Umrechnung der GréRen mit eingehen [76].

2.1.3 Dimension

In linearen Vektorraumen wird die Dimension des Vektorraums mit Hilfe des Rangs eines
zugehorigen Erzeugendensystems definiert [35]. Auch wird eine Funktion in mehreren
Veranderlichen als mehrdimensionale Funktion bezeichnet. Nach Definition 1 auf Seite 6
ist die Dimension einer Funktion damit z.B. durch die Anzahl der unabhéngigen Variablen
erklart. Diese mathematische Auffassungen des Dimensionsbegriffs kann entsprechend
Abbildung 6 auf Seite 6 bis zur dritten Dimension noch geometrisch anschaulich als
unterschiedliche Raumrichtungen interpretiert werden.

In der Physik und im Ingenieurwesen wird unabh&ngig von dieser geometrisch anschau-
lichen Interpretation des mathematischen Dimensionsbegriffs der Begriff der physikali-
schen Dimension im Sinne einer besonderen Art der physikalischen Oberbegriffsbildung
in Definition 5 verwendet und auch als ,Dimensionsformel” [76] bezeichnet:

Definition 5 Physikalische Dimension [53, 76] . Als physikalische Dimension dim(z;)
einer physikalischen Grof3e z; wird das Potenzprodukt der Basisdimensionen ihrer Defi-
nitionsgleichung bezeichnet. Es gilt

dim(z;) = dim(e" 2y 2fr) = D{"Dy” ... D (7)

mit im SI-System derzeit » < 7 Dimensionsbegriffen Masse M (fir D, ), Lange L (fur D,),
Zeit T (fur Dy), Temperatur © (fur D,), Stromstarke I (fur Ds), Stoffmenge v (fir Dg) und
Lichtintensitéat I, (fur D7) in Tabelle 3. Die Dimensionsexponenten ;i,...,7v;» € R sind
die v;; aus Gleichung (6).

HERMANN VON HELMHOLTZ bezeichnete die Dimension einer physikalischen Grol3e nach
Gleichung (7) deshalb als ,generalisierter Oberbegriff der Einheit®, als ,,Art der Zusam-
mensetzung aus den grundlegenden GréRen® und ,besondere Art der Einheiten, die sie
zusammenfal3t, die Benennung der Zahl“ [95]. Damit wird die Dimension als die spezielle
Art der Zusammensetzung einer Dimension aus den Basisdimensionen erklart.

4 Hence, in all scientific studies it is of the greatest importance to employ units belonging to a properly
defined system, and to know the relations of these units to the fundamental units, so that we may be able
at once to transform our results from one system to another (Ubers. durch den Verf.).
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Bis heute kennt die Physik 7 fundamentale physikalische Dimensionen, die die Dimen-
sionen des heute verwendeten gesetzlich geregelten Sl-Basisgrof3ensystems mit ihren
Einheiten darstellen [76]. Darin sind BasisgrofRen immer dimensionsbehaftet, wahrend
fur abgeleitete Grof3en der folgende Sonderfall auftreten kann:

Definition 6 Dimensionslose Grof3e [76].  Hat eine abgeleitete physikalische GroRRe z;
im zugrundeliegenden BasisgroRensystem die Dimension

dim(z;) = DDY..-D° = 1 8)

so wird die GroRe als dimensionslose GroRe® bezeichnet. Eine dimensionslose GroRRe
ist daher invariant (d.h. unabhangig) unter Skalentransformationen der Basisgrof3en.

Diskussion . Die Physik beschéftigt sich mit der Erkenntnis und der qualitativen und
quantitativen Beschreibung von Phanomenen in der Natur. In der ersten Stufe der Er-
kenntnis ist dabei die konzeptionelle Unterscheidung und Benennung einzelner physika-
lischer Einflul3groRen notwendig, fur deren konkrete Begriffsbestimmung der allgemeine
physikalische Dimensionsbegriff dann naturlich bereits vorhanden sein muf3. Die Erstel-
lung eines klar definierten physikalischen Dimensionsbegriffs sollte daher erwartungsge-
mal3 eigentlich ganz am Anfang der Physik und ihrer Anwendungen stehen.

Uberraschenderweise ist jedoch aus der Geschichte der Physik kein einheitlicher Dimen-
sionsbegriff Uberliefert. VoN HELMHOLTZ formuliert dies wie folgt: ,Obwohl Z&hlen und
Messen die Grundlagen der fruchtbarsten, sichersten und genauesten wissenschaftli-
chen Methoden sind, die wir Gberhaupt kennen, so ist Uber die erkenntnistheoretischen
Grundlagen derselben doch verhaltnismalig wenig gearbeitet worden. Es ist der Phy-
sik nach und nach gelungen, alle diese Werte auf Einheiten zurilickzufuihren, die aus
den...fundamentalen MaReinheiten...durch Multiplikation, Potenzierung und ihren in-
versen Operationen zusammenzusetzen sind” [95]. MAX PLANCK (1858-1947), dem fol-
gendes Zitat zugeschrieben wird, soll sich noch pointierter gedufRert haben: ,Die Frage
nach der wahren Dimension einer physikalischen Grof3e hat nicht mehr Sinn als die Frage
nach dem wahren Namen irgendeiner Sache* [198].

PLANCK und v. HELMHOLTZ widersprechen damit der Auffassung, die Dimensionsbe-
griffe seien nicht erklarungsbedurftig und entstammten Erfahrungstatsachen [116]. Es
ist nicht nur korrekt, sondern auch methodisch vorteilhafter zuzugeben, dal3 die Frage,
warum sich gerade die Dimensionsbegriffe der ,Masse*, ,Lange" und ,Zeit" etc. heraus-
gebildet haben, erkenntnistheoretisch noch offen ist. Denn falls sich die Dimensions-
begriffe als ein reines Gedankenkonstrukt entpuppen sollten und ein im Planckschen
Sinne ,wahrer* Ursprung dann prinzipiell offenbleibt, ist es besser, sich gleich auf den
formalen Standpunkt der Theoriebildung zuriickzuziehen und lediglich zu fordern, die r
,beliebigen Dimensionsbegriffe dim(z;), ..., dim(z,) untereinander unabhangig zu wah-
len. Durch ein solches Vorgehen wird nicht nur die vorhandene Gestaltungsfreiheit im
Aufbau von Dimensionssystemen verdeutlicht, sondern auch die Einsicht in die Logik der
daraus resultierenden Argumentationsstrukturen verbessert.

SInsbesondere filhrt GORTLER hierzu aus, es hatte sich leider eingebirgert, im Fall von dim(z;) = 1 von
~dimensionslosen Grof3en“ zu sprechen, man konnte eine solche Grof3e als ,unbekannte GroRe" beziiglich
des verwendeten Basissystems bezeichnen [76]. Die ebenfalls eingebirgerte Schreibweise fir die Einheit
einer dimensionslosen GroRe als [—] ist desweiteren korrekterweise durch [1] zu ersetzen.
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Es ist deshalb nur notwendig, die verwendeten Dimensionsbegriffe Dy,..., D, der als
Basisgrof3en [z, ..., z,| gewéahlten physikalischen Gréf3en z; voneinander unabhé&ngig
zu wahlen. Formal zeichnet sich ein derartig gewéhltes Dimensionssystem somit durch
die in Gleichung (4) festgelegte Skalierungseigenschaft ), der MaRReinheit, einen abso-
luten Nullpunkt §; = 0, sowie die Unabh&ngigkeit der Dimensionsbegriffe untereinander
aus. Dabei kann in Abbildung 7 die Unabhangigkeit der Basisgréf3en in den Dimensions-
begriffen durch das lineare Unabhéngigkeitsschema der Dimensionsmatrix E = (v;;) der
Dimensionsexponenten ~;; aus Gleichung (6) kontrolliert® werden.

DDy ....D, (DiD; . ... D,
1 T1(1
i) :13’2 1
Vi —
Ty z 1

Abbildung 7: Lineares Unabhé&ngigkeitsschema fur Erzeugendensysteme

Hierzu wird die aus r Zeilen fir die gewunschten Basisgrof3en z; und r Spalten fur die
Dimensionen D; gebildete quadratische Matrix mit der Darstellung der Dimensionsexpo-
nenten ;; in Abbildung 7 links durch rangerhaltende Umformungen auf die Diagonalform
in Abbildung 7 rechts gebracht. Gelingt dies, wie im fir das SI-System in Abbildung 7
dargestellten Fall, so handelt es sich um ein den Raum der Dimensionen erschlie3endes
Erzeugendensystem von Basisgrof3en [76]. Da durch die rangerhaltenden Umformungen
Exponenten addiert bzw. subtrahiert werden, ergeben sich flr Spaltenmanipulationen
nach Gleichung (7) neue Dimensionsbegriffe D)}, wahrend sich aus den Spaltenmanipu-
lationen nach Gleichung (6) die dazu passenden Basisgrof3en 2] ergeben. Im konkreten
Fall des SI-Systems waren die gestrichenen mit den ungestrichenen Gréf3en identisch.

Der physikalische Dimensionsbegriff geht bis auf JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-
1830) zurtck, der als der Begriinder der modernen Dimensionsrechnung gilt [76]. FOURI-
ER hat die Dimensionskontrolle in Gleichungen eingefiihrt und sich tber die Herkunft des
Dimensionsbegriffs wie folgt gedul3ert: ,Hier ist anzumerken dal jede unbekannte oder
vorgegebene Grol3e eine ihr eigene Dimension besitzt und daf3 die verschiedenen Terme
ein und derselben Gleichung nur dann verglichen werden kénnen, sofern sie identische
Dimensionsexponenten [d.h. identische Dimension, Anm. des Ubers.] besitzen.*

FOURIER, der (obwohl nicht ganz korrekt) noch vom Dimensionsexponenten als der Di-
mension spricht, wird daher der Verdienst zugesprochen, erstmals den Begriff der physi-
kalischen Dimension prazisiert, das Prinzip der Dimensionshomogenitat auf Summanden
physikalischer Gleichungen bewu3t angewandt, die Dimensionsprobe fur physikalische
Gleichungen eingeflihrt zu haben sowie durch die Analyse der beteiligten Dimensionen
zu Schluffolgerungen uber physikalische Sachverhalte und Zusammenhange gekom-
men zu sein [64]. Fur die Begrindung dieses Vorgehens verweist aber auch FOURIER
als Wegbereiter des spéter erst postulierten Prinzips der Dimensionshomogenitat auf die
philosophische Erkenntnis der alten Griechen, die im folgenden erlautert wird.

81m Sinne linearer Algebra mu3 Rang(E)=r fur die Exponentenmatrix E = (v;;) mit4,j=1,..,7 gelten.

7 Il faut maintenant remarquer que chaque grandeur indéterminée ou constante a une dimension qui
lui est propre et que les termes d‘'une méme équation ne pourraient pas étre comparés, s'il n‘avaient pas
point le méme exposant de dimension.” [116]
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2.1.4 Dimensionshomogenitat

Die gedankliche Grundlage fur die vorangegangenen Definitionen 3 bis 6 ist das Prinzip
der Dimensionshomogenitat, das als das Homogenitatsprinzip fir dimensionsbehaftete
GroRen Uber FOURIER, NEWTON und GALILEI bis auf die Griechen der Antike zurtickgeht.
Bereits EUKLID (um 300 v.Chr.) bezog sich auf friihere Arbeiten und postulierte ([99],
siehe auch Seite 5): ,Verhdltnis ist das gewisse Verhalten zweier homogener Grol3en
zueinander.... Denn wie sich Inhomogenes zueinander verhalt, ist, wie ANDRASTOS sagt,
zu wissen unmaglich. Bei homogenen Grol3en aber ist es mdglich, wie z.B. Langen zu
Langen, ... Zeit zu Zeit, ... und allgemein Dinge von gleicher Gattung oder von gleicher
Art sich irgendwie zueinander verhalten.”

Als Konsequenz aus dieser Sichtweise kdnnen mit den Gleichungs- bzw. Ungleichungs-
relationen ,<*, ,=" und ,>" nur Elemente d.h. physikalische Gré3en derselben Dimension
miteinander verglichen werden. Deshalb wird in anderen, mengentheoretisch orientier-
ten Darstellungen des Dimensionsbegriffs dieser alternativ Uber die folgende Definition
eingefuhrt: ,Eine Dimension ist eine Menge additiver Grol3en [118].

Da im Rahmen der Modellbildung physikalischer Phdnomene die relevanten Einflul3gro-
Ren als dimensionsbehaftete physikalische Grol3en ganz allgemein in einer Funktion f
miteinander verknipft werden, so missen auch diese Verkntpfungen ausnahmslos dem
Homogenitatsprinzip genidgen. Aus der Anwendung des erkenntnistheoretisch begrin-
deten Homogenitatsprinzips auf dimensionsbehaftete physikalische Grol3en begrindet
sich das Prinzip der Dimensionshomogenitat, das als zentrale These der Naturwissen-
schaften im folgenden dargestellt ist:

These 1 Dimensionshomogenitat [76]. Eine Gleichung heifl3t dimensionshomogen,
wenn alle ihre additiven Terme diesselbe physikalische Dimension besitzen. Jede voll-
standige physikalische Modellvorstellung f(z,...,z,) =0 erflllt die Eigenschaft der Di-
mensionshomogenitat und erfiillt die Dimensionsprobe. Die Forderung der Dimensions-
homogenitat ist fur die Naturwissenschaften so grundlegend, dal3 daraus folgt, daf3 nicht
dimensionshomogene Modellvorstellungen prinzipiell nicht richtig sein kdnnen.

Insbesondere GORTLER fluhrt hierzu aus, dal3 der gesamte Aufbau der heute bekannten
Physik tber die Gruppentheorie so eng mit der These der Dimensionshomogenitat ver-
bunden ist, dal’3 der gesamte Aussagenkdrper der Physik formal neu aufgebaut werden
muf3te, falls sich diese These wider Erwarten nicht als haltbar erweisen sollte [76]. In den
Naturwissenschaften wie der Physik und dem Ingenieurwesen, in dem die These der Di-
mensionshomogenitat als gultig anerkannt ist, werden deshalb in der Modellbildung nur
sogenannte dimensionshomogene Funktionen verwendet. Deren Eigenschaften werden
noch gesondert im Abschnitt 2.1.7 dargestellt.

Als Konsequenz aus dem Prinzip der Dimensionshomogenitéat folgt damit, daf3 nur Gro-
Ren derselben Dimension additiv miteinander verkntpft werden dirfen. Dies ist damit
gleichbedeutend mit der Existenz der sogenannten Dimensions- oder Einheitenprobe.
Auch muissen wegen der Entwicklung transzendenter Funktionen in ihre jeweiligen un-
endlichen Potenzreihen wegen der darin auftretenden Summanden in allen Potenzen
die Argumente transzendenter Funktionen immer dimensionslos sein, da ansonsten die
Dimensionshomogenitat in der unendlichen Summe nicht erftillt werden kann.
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Die Bedeutung der konsistenten Verwendung physikalischer Dimensionen in dimensi-
onshomogenen Modellvorstellungen ist nicht zu unterschatzen. So benannte 1999 das
Jet Propulsion Laboratory (JPL) als zentrale Ursache fur das Scheitern der ,Mars Cli-
mate Orbiter“-Mission die fehlende Umrechnung von angelséchsischen Einheiten in das
metrische SI-System in einem Softwaremodul® [113]. In der Tat bieten konventionel-
le Programmiersprachen wie ,C* [117, 182] oder deren objektorientierte Erweiterung
,C++ [216] keine standardmalige Unterstitzung von Datentypen zur zusatzlichen Auf-
nahme der physikalischen Einheitenreprasentation.

Es sind daher zu diesem Zweck in den letzten Jahren Softwarebibliotheken zur objektori-
entierten Uberladung der im jeweiligen Sprachstandard verfligbaren Datentypen entstan-
den [102, 227]. Sie gestatten u.a. eine erweiterte syntaktische Codeanalyse des Quell-
codes zur Ubersetzungszeit (compile time), indem die in modernen Sprachiibersetzern
(compiler) durchgefiihrte Typuberprifung (type checking) um die Analyse der durch das
Programm fortgepflanzten Dimensionsinformation erganzt wird. Derartige maschinelle
Prufverfahren sind bei der Komplexitat und dem grofRen Umfang von Softwaresystemen
auf langere Sicht ohne Alternative. Dies gilt neben der Software naturlich auch fur die
ihr zugrundeliegenden Algorithmen [90]. Dieses Beispiel zeigt daruber hinaus sehr an-
schaulich, wie vielfaltig die Dimensionsinformation genutzt werden kann.

2.1.5 Dimensionsmatrix

Im folgenden wird die Frage betrachtet, wieviele dimensionslose Potenzprodukte nach
Gleichung (8) fur eine vorgegebene Menge (zi,...,z,) dimensionsbehafteter GréRRen
existieren. Hierzu wird entsprechend dem linearen Unabhangigkeitsschema in Abbil-
dung 7 eine sogenannte Dimensionsmatrix E = (y;;) der Dimensionsexponenten ;; er-
stellt (links in Abbildung 8), die jetzt aus n Zeilen fiir die n physikalischen Variablen® und
bis zu k£ <7 Spalten fur die beteiligten Dimensionen besteht.

DDy . . ... Dy, - DDy .. D;

T i Z1|1
T2 z2 1

: T : .

Vji n : "

: vy _Ir 1

: Try1 )/

) mo 3
T, J_L Ty

Abbildung 8: Dimensionsmatrix mit Berechnungsschema

AnschlieRend wird zur Ermittlung der dimensionslosen Potenzprodukte durch rangerhal-
tende Spaltenadditionen die Dimensionsmatrix auf eine obere Diagonalform gebracht
und eventuelle Nullspalten gestrichen, siehe Abbildung 8 rechts.

8 The root cause of the loss of the spacecraft was the failed translation of English units into metric units
in a segment of ground-based, navigation-related mission software.”

®Nach Definition 5 gilt z.B. fiir eine Kraft P [N]: dim(P)= D} D}D3;>DY --- DY. Der Zeileneintrag in der
Dimensionsmatrix fiir die Gré8e P=z; im Sl-Einheitensystem ist v; = (1,1, -2,0,0, 0, 0).
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Die Spaltenaddition beim Erzeugen der oberen Diagonalform in der Matrixdarstellung
der Dimensionsmatrix in Bild 8 rechts bedeutet dabei auch, dal3 von einer Darstellung
der physikalischen Grof3en im Sl-Einheitensystem mit £ <7 Dimensionen Dy, ..., D, auf
eine problemangepalitere (mdglicherweise auch kleinere), in bezug auf die Erfordernisse
der Relevanzliste jedoch gleichwertige Dimensionsdarstellung in einem anderen System
DY, ..., D, mit nur r <k Dimensionen tUbergegangen werden kann [76, 183].

Da dimensionslose Potenzprodukte bestimmt werden sollen, reprasentiert Abbildung 8
ein homogenes lineares Gleichungssystem in den Exponenten ;. Homogene linea-
re Gleichungssysteme sind immer losbar [35], dabei ergibt sich je nach Rangabfall des
Gleichungssystems ein m-facher Losungsraum [35]. Durch die Berechnungssytematik
der Dimensionsmatrix bilden die in der unteren Rechtecksmatrix verbleibenden Koeffizi-
enten aj; eine spezielle Losung dieses m-fachen Losungsraumes. Die gesuchten dimen-
sionslosen Potenzprodukte 7; lauten damit

mo= x| [ ©)
=1
wobei j =1,...,m ist und die Exponenten «;; aus Abbildung 8 entnommen sind. Dabei

bestimmt die H6he des Rangabfalls m = n—r in der Dimensionsmatrix die Anzahl der
dimensionslosen Potenzprodukte in Gleichung (9). Eine spezielle Lésungsmenge der m
dimensionslosen Potenzprodukte bestehend aus

L, = {m,....,"m} (10)

wird als Fundamentalsystem bezeichnet. Zu jeder Relevanzliste {z,...,z,} von n phy-
sikalischen GrolRen gehort damit ein solches Fundamentalsystem. Aus dem Aufbau
der Dimensionsmatrix in Abbildung 8 und dem Berechnungsschema fur die dimensions-
losen Potenzprodukte nach Gleichung (9) kdnnen spéter noch einige wichtige Eigen-
schaften gefolgert werden, da die Darstellung der Berechnungssequenz der Dimensi-
onsmatrix in Abbildung 8 dem Gaussschen Algorithmus [35] zur Losung eines homo-
genen linearen Gleichungssystems entspricht. Die Dimensionsmatrix ermdglicht durch
Handrechnung die zligige Bestimmung eines Fundamentalsystems und wird in der Lite-
ratur [12, 76, 106, 130, 170, 183, 218] in dieser oder in transponierter Form benutzt.

2.1.6 Fundamentalsysteme

Nach PawLowskK!I [170] kann in Gleichung (11) durch eine quadratische Matrix B = (3;;)

mit nicht verschwindender Determinante ein Fundamentalsystem 11, ={my, ..., 7} Iin
7r;- = H W;»Bji (11)
=1
ein anderes Fundamentalsystem I, ={n, ..., n, } Uberfihrt werden, da die Fundamen-

talsysteme eine Gruppe bilden [76, 170]. Im mathematischen Sinne sind die Fundamen-
talsysteme II,, und IT', deshalb einander vollig gleichwertig. In der Praxis arbeitet man
jedoch gerne mit bestimmten Fundamentalsystemen, die sich fur bestimmte Problem-
stellungen eingebirgert haben.
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2.1.7 Dimensionshomogene Funktionen

Fir vollstandige dimensionshomogene Funktionen f(zy,...,z,) = 0 von n dimensions-
behafteten Variablen gilt das Pi-Theorem von Buckingham [33, 39], das hier als zen-
traler Satz der Dimensionentheorie angegeben wird. Entsprechend dem Beweis in Ab-
schnitt A.2 ist dazu lediglich die Kenntnis der Dimensionsreprasentationen der in der
Relevanzliste (zy,...,z,) von f angegebenen EinflugrofRen notwendig. Die klassische
Form des Pi-Theorem von Buckingham lautet [76]:

Theorem 2 Pi-Theorem von Buckingham [33, 39] . Zu jeder vollstandigen dimensions-
homogenen Beziehung f von n dimensionsbehafteten Grol3en z; c R* existiert auch eine
dimensionslose Beziehung G von m dimensionslosen Potenzprodukten m; e RT mit

flxy,nzn) = o ab Gy, ) (12)

wobei die m=n—r dimensionslosen Potenzprodukte ; (auch als Ahnlichkeitskennzahlen
oder Transformationsgruppen bezeichnet) nach Gleichung (10) ein Fundamentalsystem

To= ey [ ™ (13)
1=1

bilden, das aus der Relevanzliste (zy, ..., z,) der n physikalischen GroRen gebildeten Di-
mensionsmatrix mit Rang r in Abbildung 8 bestimmt wird. Dabei gilt i e {N"|i=1,...,r},
je{N*|j=1,...,m} und m=n—r. Die aj; €R sind reelle Konstanten.

WEBER sieht im Pi-Theorem der Gleichung (12) ein ,allgemeines Ahnlichkeitsprinzip*
und interpretiert dies wie folgt: ,Die mel3baren physikalischen Geschehnisse sind von
der Art, daR sie in einem geometrisch ahnlich® vergroRerten oder verkleinerten System
unter der Wirkung gleicher physikalischer Ursachen physikalisch ahnlich ablaufen; dies
soll hei3en: die Vorgénge in den Vergleichssystemen sollen nicht nur den gleichen ana-
lytischen Ansatz haben, sondern auch durch die gleiche mathematische Funktion, also
durch das gleiche Gesetz zwischen reinen Zahlen, beschrieben werden” [231].

Wie von GORTLER ausfuhrlich diskutiert [76, 77], wurde die urspringliche Beweisfihrung
des Pi-Theorems immer wieder verbessert, um mit moglichst wenig Voraussetzungen
auszukommen. Die in Anhang A.2 gezeigte moderne Beweisfiihrung des Pi-Theorems
macht gegenuber der drspriinglichen Beweisfihrung keine einschrankenden Annahmen
bezuglich des Operators f in Gleichung (12) und ist daher fir alle dimensionshomogenen
Gleichungen und Gleichungsarten gultig [57, 76].

Neben der klassischen Form des Pi-Theorems hat sich mit Gleichung (15) eine noch
modernere Schreibweise des Pi-Theorems etabliert, in der die freien Exponenten k; € R
nicht auftreten und daher auch nicht extra bestimmt werden mussen. Dariber hinaus ist
in seiner konstruktiven Form garantiert, dal3 aufgrund der gemachten Voraussetzungen
nicht nur die Existenz von F' gesichert, sondern auch die Transformationsvorschriften der
dimensionslosen Variablen 7; sofort angegeben werden konnen.

Bemerkung: Die besondere Betonung von geometrisch dhnlich bzw. der geometrischen Ahnlichkeit
kommt aus dem besonderen Interesse WEBERS an Modellversuchen mit Schiffen [231]. Natirlich gibt es
viele physikalische Gleichungen der Form (12), in denen die Relevanzliste (z;, ..., z,,) keine geometrischen
GroRen aufweist und das Pi-Theorem dann andere Interpretationen von Ahnlichkeit ermoglicht.
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Theorem 3 (Moderne Form) Pi-Theorem von Buckingham [57] . Aus der Existenz ei-
ner beliebigen vollstandigen dimensionshomogenen Beziehung f von n dimensionsbe-
hafteten GroRen x; e R* folgt die Existenz einer dimensionslosen Beziehung F' mit

f(ZEl,...,ZUn) =0 (14)
F(my,...,Tm) = 0 (15)

wobei die m=n—r dimensionslosen Potenzprodukte 7; (auch als Ahnlichkeitskennzahlen
oder Transformationsgruppen bezeichnet) nach Gleichung (10) ein Fundamentalsystem

Tj = Tpyj Ha:i_aji (16)

=1
bilden, das aus der Relevanzliste (x4, ..., x,) der n physikalischen GréRen gebildeten Di-
mensionsmatrix mit Rang r in Abbildung 8 bestimmt wird. Dabei gilt i€ {N"|i=1,...,r},

je{N*|j=1,...,m} und m=n—r. Die aj; €R sind reelle Konstanten.

Bemerkung: Da die in Gleichung (14) dargestellte beliebige Beziehung f dimensions-
homogen ist, muf immer mindestens ein z; aus der Relevanzliste (xy,...,x,) in seiner
Dimensionsdarstellung von den verbleibenden (n—1) dimensionsbehafteten GréRen li-
near abhangig sein. Die daraus folgende Dimensionsmatrix in Abbildung 8 rechts besitzt
daher stets mehr Zeilen als Spalten. Aus dieser Betrachtung folgt, dal3 dimensionsbe-
haftete Gleichungen mindestens eine dimensionslose Ahnlichkeitskennzahl aufweisen.
Dies bedeutet weiterhin, dal? bei dimensionshomogenen Gleichungen die Existenz von
Ahnlichkeitsbegriffen stets gesichert ist.

2.1.8 Rechenregeln fir Dimensionen

Uber die Behandlung dimensionsbehafteter GroRen ist aufgrund des Prinzips der Di-
mensionshomogenitat die Addition und Subtraktion sowie die Dimensionslosigkeit der
Argumente transzendenter Funktionen insoweit erklart, als nur Terme gleicher Dimensi-
on addiert werden durfen [76]. Die Dimensionsdarstellung bei Multiplikation und Division
dimensionsbehafteter Grol3en ist durch das Produkt-Theorem gegeben. Aus Grinden
der Vollstandigkeit sind hier noch die Rechenregeln fur die Integration und Differentiation
dimensionsbehafteter Groé3en angegeben. Fur die Integration folgt die Dimensionsdar-
stellung [76]

dim </f(x1,...,xn)dxi> = dim(f(zr,.. . m)) - dim (z) (17)
Fur die Differentiation folgt die Dimensionsdarstellung [76]

_ Of (x1,-.., %) dim ( f(z1,...,2,))
dim < ox; ) - dim (z;)

(18)
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2.1.9 Ahnlichkeitsfunktionen

Im folgenden werden noch die Abbildungseigenschaften des Pi-Theorems diskutiert und
in Abbildung 9 visualisiert. Hierzu muf3 allerdings die ganz allgemeine Schreibweise des
Pi-Theorems in Gleichung (14) als implizite Funktion F' auf die Menge aller nach =,
auflésbaren, d.h. expliziten Funktionen r,,, = H (7, ..., 7, 1) beschrénkt werden. Dimen-
sionslose Funktionen von Ahnlichkeitskennzahlen werden dabei auch als Ahnlichkeits-
funktionen bezeichnet. Ausgehend von der impliziten Funktion in Gleichung (15) folgt

Tm = H(m, .., Tm_1)

T T
_ —ag; ~Q(m-1)i
= H<$T+IH$Z- 1,...,xn,1H:vZ- )
i=1 i=1

r r r
: o i
T, = (H x?"”) H (m,H Hml B . sz (bt ) (19)

Gleichung (19) kann damit so verstanden werden, daf} dimensionshomogene Beziehun-
gen immer so umgeschrieben werden konnen, dald zun&chst eine Transformation auf
dimensionslose Variablen erfolgt, zwischen diesen der dimensionslose Zusammenhang
H bestimmt wird und dessen Ergebnis anschlie3end in den dimensionsbehafteten Raum
zurucktransformiert wird.

_»Tn—1 1

Abbildung 9: Transformationsbeziehungen des X-Raums mit dem II-Raum

Dies stellt auch die in Abbildung 9 dargestellte Tatsache dar, dal3 parallel zur dimensions-
homogenen Funktion z, = h(z4, ..., z, ) dimensionsbehafteter Parameter auch immer
eine dimensionslose Beziehung ,,, = H(my, .., 7,,—1) dimensionsloser Ahnlichkeitskenn-
zahlen existiert. Die Hin- und Rucktransformationen, durch 7 und «—! dargestellt, sind
in den Definitionen 10 und 11 auf Seite 58 zusatzlich erlautert.

Fir den wesentlichen Einsatz des Pi-Theorems ergeben sich damit zwei Alternativen:
Entweder wird H durch Transformation aus i analytisch (durch Einsetzen der 7; in h)
oder durch Methoden der Funktionsapproximation bestimmt. Ein derartige Vorgehens-
weise bietet sich in der datengetriebenen Modellbildung insbesondere dann an, falls nur
eine gewisse Menge an Punktproben (zy, ..., z,) von h bekannt sind und fur ein Appro-
ximationsverfahren zur Verfiigung stehen [184, 185, 186, 187].
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2.2 Phanomene

In diesem Abschnitt wird die Eigenschaft der Ahnlichkeit und der Analogie kurz abstrakt
dargestellt. Konkrete Beispiele zur Dimensionsanalyse und der Methode der Transfor-
mationsgruppen beinhaltet Abschnitt 2.3.

2.2.1 Ahnlichkeit

Der Existenz von Ahnlichkeitsbegriffen liegt die Bildung dimensionsloser Kennzahlen
{m1,..., ™.} aus einer Relevanzliste {z,, ..., z,} zugrunde. Das abgeleitete Ahnlichkeits-
postulat ist dann durch m; =const zu validieren, da in den dimensionslosen Koordinaten
alle vollahnlichen Objekte oder Vorgénge auf ein und denselben Punkt zusammenfal-
len mussen. Die Beschreibungsfunktion f(xi,...,z,) = 0 und die Ahnlichkeitsfunktion
F(m,...,m») = 0 sind dabei Uber die dimensionslosen Kennzahlen zueinander konsi-
stent. Da die Relevanzlisten aus einer einzigen Domé&ne D; kommen, spricht man von
Ahnlichkeit, siehe Abbildung 10.

DGL1 (7T1,...,7Tm) DGL1 (:L"l,...,fL"n)

Dy

Fl(ﬂ-la"'aﬂ-m):o f1($1,...,$n)20

Abbildung 10: Ahnlichkeit

Da in den Naturwissenschaften zur Modellgewinnung oft Bilanzgleichungen an Elemen-
ten infinitesimaler Kantenlange erstellt werden, fiihrt dies auf Differentialgleichungen
(DGLn) in den benutzten Variablen. Fur diese DGL;(xy,...,z,) kann dann unter den
herrschenden Randbedingungen je nach Schwierigkeitsgrad analytisch oder numerisch
eine Losungsfunktion f;(z1,...,x,) = 0 bestimmt werden. Da das Pi-Theorem sowohl
fur die DGL; als auch die Losungsfunktion f; gilt, ergibt sich damit das allgemeine
Konsistenz- und Ahnlichkeitsschema in Abbildung 10. Daraus folgt, daR die aus f; trans-
formierte Funktion F; auch eine Lésung der transformierten DGL, (74, . .., 7, ) ist [25].

Fur die Erkennung von Ahnlichkeit ist in der Relevanzliste die Festlegung der Dimensi-
onsbegriffe erforderlich. Diese Dimensionsbegriffe kdnnen direkt aus dem Vorrat bekann-
ter Dimensionsbegriffe entnommen sein oder auch in der Festlegung eines vektoriellen
Dimensionsbegriffs begrindet liegen. Wahrend sich flr den ersten Dimensionsbegriff
dieser aus der Anschauung begruiinden laf3t, werden fur die letztgenannte Moéglichkeit in
dieser Arbeit in Abschnitt 3.2 noch formale Vorgehensweisen und im Kapitel zur Ubertra-
gung von Ahnlichkeitsbegriffen exemplarische Anwendungen angegeben.

Wichtig ist jedoch trotz erfolgreicher Validierung eines neuen Ahnlichkeitsbegriffs, daR
dieser nur induktiven Charakter haben kann, wenn die zugrundeliegende Modellvorstel-
lung theoretisch unbekannt ist. Das Gegenteil ware im Ingenieurwesen i.d.R. nur dann
der Fall, wenn die Losungsfunktion oder die zugehorige Differentialgleichung bekannt
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ist und die relevanten Kennzahlen durch Dimensionsanalyse daraus deduktiv gewonnen
werden konnten. Dieser Vorbehalt einer induktiven gegentber einer deduktiven Schlul3-
folgerung in der Erstellung der Relevanzliste gilt jedoch generell fir die Gite einer jeden
Modellvorstellung und kann daher nicht prinzipiell nur dieser Vorgehensweise angelastet
werden.

AbschlieRend ist noch zu erwahnen, daR bei Ubereinstimmung aller m dimensionsloser
Potenzprodukte zweier Objekte oder Vorgange von vollstandiger Ahnlichkeit, bei Nicht-
Ubereinstimmung einiger dimensionsloser Potenzprodukte dann entsprechend nur von
teilweiser Ahnlichkeit gesprochen wird. Die Behandlung teilweiser Ahnlichkeit erfordert
jedoch sehr detailliertes Domanenwissen, da in der Regel nur z.B. ein erfahrener Expe-
rimentator die in nicht vollahnlichen Modellversuchen eingegangen physikalischen Ver-
nachlassigungen bewerten kann [12, 85, 130, 214, 241].

2.2.2 Analogie

Konnen in zwei verschiedenen Doméanen D; und D, die problemrelevanten Differential-
gleichungen (DGLnN) durch die Methode der Transformationsgruppen oder die Losungs-
funktionen der DGLn durch Dimensionsanalyse in eine identische dimensionslose Form
gebracht werden spricht man von einer Analogie, die in Abbildung 11 dargestellt ist.

DGLlEQ (71'1,. .. ,7Tm)

1 DGLQ (.%‘1, cee ,Z‘n)

DGL1 (:L"l, N ,:L"n)

Flgg(ﬂ'l, e 7Tm):0

Il
o

fa(z1, ... 2n)

fl(fL"l, [ ,:zn):0

Abbildung 11: Analogie

Ein klassisches Beispiel fur Analogie ist z.B. die Analogie von Warme- und Stofftrans-
port, in der die dimensionsbehafteten DGLn beider Gebiete D; und D, dimensionslos
als DGL;=; (my, . .., m,) miteinander zusammenfallen [8, 85, 153]. Weitere Beispiele sind
z.B. mechanische und elektrische Schwinger, die identisch ineinander transformiert wer-
den kdnnen [68, 85]. Besteht eine Analogie zweier reellwertiger und dimensionsbehafte-
ter Doméanen, so kdnnen vorhandene Simulationssysteme einer Domane zur beweisbar
korrekten Losungsfindung in der dazu analogen Doméane eingesetzt werden [85].

Da die Relevanzlisten aus verschiedenen Doméanen D; und D, stammen, Uber die Kenn-
zahlen aber ineinander abgebildet werden, sind Analogien in ihrer dimensionslosen Form
identisch. lhre sich Uber die Kennzahlen entsprechenden Gréf3en in den Relevanzlisten
beider Domé&nen werden auch als strukturelle Analogien bezeichnet [153]. Analogien
existieren daher nur bei Erfullung dieser Zusatzbedingungen, wéhrend die Existenz von
Ahnlichkeitsbegriffen in dimensionsbehafteten Doméanen stets gesichert ist.
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2.3 Klassische Anwendungen

In der Physik und im Ingenieurwesen wird das Pi-Theorem vorteilhaft zur Gewinnung und
Kontrolle neuer funktionaler Zusammenhange f(zi,...,z,) = 0 eingesetzt [76]. Dieser
Vorgang der durch das Pi-Theorem unterstttzten Modellbildung wird auch als Dimensi-
onsanalyse bezeichnet. Im klassischen Ingenieurwesen wird in schwierigen Fragen auf
den Gebieten der Stromungsmechanik, der Warmeubertragung und des Stofftransports
die Leistungsfahigkeit der Dimensionsanalyse in den verschiedensten Anwendungen ein-
drucksvoll demonstriert [122, 206, 212, 241]. Hier soll die wesentliche Vorgehensweise
der Dimensionsanalyse und der Methode der Transformationsgruppen anhand zweier
Beispiele kurz illustriert werden.

2.3.1 Dimensionsanalyse

Das mathematische Pendel [76] in Bild 12 besteht aus einer Punktmasse m, die an einem
masselosen Stab der Lange [ im Punkt O drehbar gelagert ist. Unter Vernachlassigung
aller Reibungskrafte stellt sich nach Auslenkung um den Winkel p(t=0)=# bei loslassen
aus der Ruhe ¢(0) =0 unter dem Einflu der Schwerkraft eine periodische Schwingung
ein, deren Schwingungsdauer 7" gesucht ist.

\ E, H D, Dy D; H (S \

z 1 m | é :
g 1 2| [m/s? ]

g Al |05 05
0 [1]

Abbildung 12: Mathematisches Pendel

Dimensionsanalyse. Die aus dem ersten Ansatz einer Relevanzliste (m, [, g,0, T) gebil-
dete Dimensionsmatrix E; in Abbildung 12 links ist nicht dimensionshomogen, da m in
der Spalte der Massendimension D; nur allein auftritt. Damit kann kein dimensionsloses
Potenzprodukt gebildet werden. Mit der formalen Streichung von m aus der Relevanzliste
zur Herstellung der Dimensionshomogenitat ergibt sich durch Umformen die Dimensions-
matrix F, in Abbildung 12. Mit n = 4 physikalischen Gré3en und einem Rang von r = 2
folgen unmittelbar n — r = 2 dimensionslose Potenzprodukte zu

m = Tvg/l (20)
T — 0 (21)

Die nun noch notwendige Bestimmung der Funktion F(m, ;) = 0 kann im allgemeinen
nur durch Approximation experimenteller Daten oder durch die Theorie erfolgen. In Fal-
len, in denen die Relevanzliste zunachst klein ist und dann im Zuge der wachsenden
Verstandnisses weiter wachst, werden dann durch das Anwachsen der Dimensionsma-
trix weitere dimensionslose Potenzprodukte erzeugt, ohne die friher abgeleiteten Po-
tenzprodukte wieder verwerfen zu missen.
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Geht man in einer ersten Naherung noch davon aus, daf die gesuchte Schwingungsdau-
er T"unabhangig von der Anfangsauslenkung ¢ ist, entfallt # ebenfalls in der Relevanzliste
und ein dimensionsloses Potenzprodukt m =7"/g/l verbleibt. Da nach der Funktionen-
theorie eine Funktion mit nur einem Argument eine Konstante sein muf3, konnte deren
Zahlenwert in einem einzigen Experiment mit einem beliebigen Pendel bestimmt werden.
Es folgt also fir das gesuchte T

T = consty/l/g (22)

Analytische Lésung. Zur Kontrolle der dimensionsanalytischen Betrachtungen seien
hier noch die beiden Lésungen der linearisierten und der exakten Differentialgleichung
(DGL) [240] angegeben. Dazu wird mit Hilfe des Drallsatzes um Punkt O in Abbildung 12
die DGL hergeleitet.

mlp=—mgsin bzw.
¢+ 4sinp=0 (exakte DGL) (23)
¢+ 9p=0 (linearisierte DGL)

Damit ist die Unabhangigkeit der Schwingungsdauer 17" von m aus der formalen dimen-
sionsanalytischen Betrachtung sofort bestéatigt. Mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 6
und ¢(0) = 0 kann fur kleine Winkel durch Linearisierung (sin¢ ~ ¢) der DGL und an-
schlieRendem Koeffizientenvergleich des allgemeinen Ansatzes 24 die L6sung 25

p = Asin(wt) + Bcos(wt) (24)
o = Bfcoswt (25)
w = g/l (26)

bestimmt werden. Aus der Kreisfrequenz w folgt fir die gesuchte Schwingungsdauer

oo 2 (27)
w
= 2m\/l/g (28)

Damit ist die fur kleine Winkel gultige Approximation der Konstanten const =27 in Glei-
chung (22) bestimmit.

Exakte analytische Losung. Zur Berechnung der exakten Lésung wird von der Formu-
lierung im Energiesatz ausgegangen, in dem unter Abwesenheit von Reibung die Gleich-
heit der Energien in der Anfangs- und in der allgemeinen Lage formuliert wird:

mglcosf = mglcosyp — %ng? und damit

o = i\/2Tg(cos @ — cosf) (29)
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Die Integration der Differentialgleichung (29) mittels Separierung ¢ = d ¢/dt fuhrt fur die
Schwingungsdauer 7" auf die Normalform eines vollstandigen elliptischen Integrals erster
Gattung, das noch eine Funktion des auch als K (sin(6/2)) bezeichneten Moduls sin(6/2)
und damit der Anfangsbedingung

w/2
r= \/7/\/1—sm (0/2) sin®
= 4\/; (sin(0/2)) (30)

ist. Die Werte des Integrals kdnnen fur die verschiedenen Werte des Moduls Tabellen-
werken [111] entnommen werden. Fir kleine Werte des Moduls gilt die Potenzreihenent-
wicklung

T = 27r\/g 1+<%>2sin2(9/2)+<g>2sin4(9/2)+

Die Schwingungsdauer nimmt damit mit steigender Auslenkung nicht-linear zu.

Bemerkung: Bertcksichtigt man in der dimensionsanalytischen Betrachtung die zun&chst
vernachlassigte Anfangsauslengung 6, so erhalt man zwei dimensionslose Potenzpro-
dukte. Die daraus zu bildende Funktion ist 7" in Gleichung (31). Dadurch zeigt sich, dai3
durch die zunehmende Detaillierung in der Modellbildung problemlos weitere dimensi-
onslose Kennzahlen hinzukommen.

(31)

2.3.2 Methode der Transformationsgruppen

Alle dimensionshomogenen physikalischen Gleichungen sind invariant unter Einheiten-
anderungen ihrer Grundgrof3enarten. Dartber hinaus kdnnen die Bestimmungsgleichun-
gen eines physikalischen Zusammenhangs aber auch noch zuséatzlich unter weiteren
Transformationen invariant sein. Diese, Uber die bekannte Aussage des Pi-Theorems
hinausgehende Anwendung hat sich in den Ingenieurwissenschaften ebenfalls in vie-
len Fallen als vorteilhaft erwiesen. So ergeben sich z.B. durch die Transformation der
allgemeinen NAVIER-STOKES-Gleichungen in eine dimensionslose Form fur die bei gros-
sen Reynoldszahlen Re begriindbare Unterschlagung einiger Terme die PRANDTL’schen
Grenzschichtgleichungen und fiir grol3e Machzahlen Ma die Hyperschallgleichungen,
aus denen dann fur die jeweilige Problemstellungen asymptotisch gultige Losungen [77]
abgeleitet werden kénnen.

Die als Methode der Transformationsgruppen bezeichnete Ermittlung der Invarianten
setzt allerdings eine genaue Kenntnis aller physikalischen Bestimmungsgleichungen vor-
aus und bedarf daher einer viel genaueren Kenntnis aller relevanter physikalischer Pha-
nomene als dies bei der Erstellung einer nur vollstandigen Relevanzliste fur das Pi-
Theorem erforderlich ist. Die Methode der Transformationsgruppen an der instationaren
Warmeleitungsgleichung deshalb nur kurz dargestellt und illustriert, sie folgt dabei im
wesentlichen der Vorgehensweise in [213].
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Warmeleitung.  Aus der Bilanz an einem kleinen Volumenelement ergibt sich die Dif-
ferentialgleichung der instationaren Warmeleitung [213] in Abwesenheit innerer Warme-

quellen zu
o0 0 /.00 0 /.00 0 (.00
rear = aaan) ta,05,) + 9. (052)
= dw (Agmdﬁ) (32)

die unter Annahme isotroper Materialeigenschaften (\ orts-, richtungs- und temperatur-
unabhangig) mittels der Definition der Temperaturleitzahl « = \/p ¢ als

29 <3219 L0 a2q9>
a1 oz " 92 T 922
— aA¥ (33)

geschrieben werden kann und zu deren Darstellung der Methode der Transformations-
gruppen die Beschrankung auf den eindimensionalen Fall gentigt. Unter der Annahme
der Randbedingungen fur das nachfolgende Beispiel, in dem ein heil3erer Korper in ei-
nem kuhleren Medium durch instationare Warmeleitung abkihlt, ergibt sich damit die
gesuchte Losungsfunktion der DGL als eine Beziehung

f(X7 1907 A? a) x? 197 t? a) = 0 (34)

von acht physikalischen Grof3en. (Darin bedeutet X eine charakteristische Lange, 4.
eine charakteristische Temperatur, A die Warmeleitzahl, a die Temperaturleitzahl, z die
Ortskoordinate, ¢ die Temperatur, ¢ die Zeit und « die Warmeubertragungszahl.) Aus
der damit gebildeten Dimensionsmatrix in Tabelle 4 werden wegen m = n — r = 4 die

[ [ D:i Dy, Dy Dy Sl-Einheiten |

X 1 m

I 1 K

A 1 1 -3 -1 W/mK
a 2 -1 m?/s
T 1 m

9 1 K

t 1 S

e 1 -3 -1 W/m? K

Tabelle 4: Dimensionsmatrix der instationdren Warmeleitung

folgenden vier dimensionslosen Potenzprodukte gewonnen.

x
™= % = ¢ (35)
Ty = I =40 (36)
T3 = ;—i =7 = Fo (37)
Ty = % = Bi (38)
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Dabei sind fur m; als dimensionslose Ortskoordinate &, flr m als dimensionslose Tem-
peraturvariable 0, fir 73 die dimensionslose Zeit 7 bzw. die Fourier-Zahl Fo und flr m
die Biot-Zahl Bi als Ublicherweise verwendete Benennungen angegeben, die auch im
folgenden benutzt werden. Durch die Transformation der eindimensionalen Differential-
gleichung

oV 0%

auf die neuen Koordinaten &, 0 und 7 ergibt sich durch Einsetzen der partiellen Ableitun-
gen 0¥ = 9.00, 0xr = X 0¢ und dt = (X?/a) O und Umformen die Differentialgleichung
der eindimensionalen instationaren Warmeleitung in dimensionsloser Form zu

00 020

- - 27 4

or 0€? (40)
Damit reduziert sich der gesuchte Zusammenhang einer Lésungsfunktion entsprechend
Gleichung 34 auf eine gesuchte Losungsfunktion von nur 4 Variablen auf

9(¢,Fo,Bi,0) = 0 (41)

Fur einige geometrisch einfache und zur Rechtfertigung nur eindimensionaler Wéarmelei-
tung halbunendliche Korper (z.B. Platte, Zylinder und Kugel) kdnnen die Losungen von
Gleichung 41 sogar analytisch geschlossen angegeben und in GROBER-Diagrammen [8]
dargestellt werden. Dies ist in Abbildung 13 fur den Fall der ebenen Wand der Dicke
2X fur die zeitliche Abnahme der Mittentemperatur = 49,,/9. der Wand gezeigt. Der

1.0 ey S
i LR -
. —
o -
05 L e "H_HBI =1.0 T
N N e
. Bi — ",
i ~
H"“-u_____ T S
0.0 ' e =
0.1 1.0 Fo 10.0

Abbildung 13: GROBER-Diagramm der ebenen Wand [1]

fur eine bestimmte Wand z.B. natirlich auch experimentell ermittelbare Temperaturver-
lauf gilt wegen Gleichung 41 damit nicht nur fir diese bestimmte Wand, sondern auch
fur alle anderen Wande, deren Gro3en identische Kennzahlen bilden und somit neben
der verlangten thermischen und geometrischen Ahnlichkeit (m und m,) auch aus affinen
Transformationen (w3 und m,) erzeugt werden kdnnen.

Damit sei die Kurzdarstellung der Methode der Transformationsgruppen abgeschlossen.
Im folgenden werden noch kurz einige wichtige Ergebnisse zur Modellbildung mit der
Ahnlichkeitstheorie zusammengefaRt und diskutiert.
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2.4

Diskussion

Fur die Methodik der Ahnlichkeitstheorie ergeben sich die folgenden Vorteile:

Dem

Reduktion auf wenige GrofRen. Durch das Pi-Theorem erfolgt eine Reduktion von n
physikalischen GroRRen auf m =n—r dimensionslose Kennzahlen. Jede Kennzahl in
Form eines Monoms stellt dabei i.d.R. ein Verhaltnis von bis zu r+1 verschiedenen
physikalischen Gréf3en dar, die in die Kennzahl eingehen und die einen bestimmten
Vorgang oder ein Objekt charakterisieren. Durch das Auftreten derselben Kennzahl
in verschiedenen Gleichungen werden die Gemeinsamkeiten der unterschiedlichen
physikalischen Objekte und Vorgange formal sichtbar.

Bildung physikalisch interpretierbarer Invarianten. Durch die theoretische Grundla-
ge der Ahnlichkeitstheorie existiert eine beweisbare Methode, Ahnlichkeitsbegriffe
fur jede dimensionsbehaftete Beschreibung abzuleiten und die Existenzfrage nach
Ahnlichkeit durch die Definition ,Ahnlichkeit ist Gleicheit im Sinne einer Abstraktion*
(Seite 6) zu beantworten. Durch die formale Eigenschaft m; = const wird darlber
hinaus die Menge der vollahnlichen Objekte oder Vorgéange festgelegt, die im Sinne
ihrer dimensionslosen Darstellung ununterscheidbar sind.

Gewinnung neuer Ahnlichkeitsbegriffe. Die mit neuen vektoriellen Dimensions-
begriffen in den Relevanzlisten abgeleiteten neuen Ahnlichkeitsaussagen konnen
durch Konsistenzbetrachtungen uberprift werden. Dies kann entweder analytisch
oder experimentell erfolgen. Ist die Ahnlichkeitsaussage nicht haltbar, konnen die
verwendeten Dimensionsbegriffe verworfen bzw. einer Revision unterzogen wer-
den. Die Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen bietet damit trotz ihres starken
experimentellen Charakters gute Moglichkeiten des Erkenntnisgewinns.

Nutzen von Vorwissen. Fur die Erstellung der Dimensionsmatrix aus einer Rele-
vanzliste mussen lediglich die Dimensionsdarstellungen der physikalischen GroR3en

x1,...,x, bekannt sein. Damit kdnnen einzelne Punktproben =z,...,x, aus ex-
perimentellen, numerischen oder analytischen Untersuchungen in den Raum der
dimensionslosen Kennzahlen =, ..., 7, abgebildet und tber die Voll- bzw. Teilahn-

lichkeitsbedingungen 7; = const systematische Untersuchungen zur Validierung der
Modellvorstellung f(z,...,z,) = 0 durchgefuhrt werden.

stehen die folgenden Nachteile der Methodik gegeniber:

Verlust der Eindeutigkeit in der Grol3enauspragung. Durch die Verwendung dimen-
sionsloser Kennzahlen charakterisiert eine einzelne Bewertungsaussage 7; =const
nicht mehr eindeutig ein Objekt oder einen Vorgang, sondern umfaldt die ganze
Klasse aller vollahnlichen Objekte oder Vorgange. Dies bedeutet, dafd zur eindeuti-
gen Festlegung der GrolRenauspragung eines Objekts oder Vorgangs i.d.R. bis zu
r Randbedingungen mitgefuhrt werden mussen, da eine dimensionslose Kennzahl
I.d.R. aus bis zu r+1 physikalischen Grof3en gebildet ist.

Fehlerquellen im Aufbau der Relevanzliste. Durch falsche bzw. fehlende GréR3en
im Aufbau der Relevanzliste (z.B. durch vergessene Naturkonstanten) kdnnen zu-
satzliche dimensionslose Kennzahlen entstehen oder fehlen, die nicht zur Ableitung
der richtigen Ahnlichkeitsfunktion fiihren. Derartige Fehlerquellen kénnen lediglich
durch umfassende Konsistenzbetrachtungen aufgesptrt werden.
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3 Notwendige Voraussetzungen fur die Ubertragung von
Ahnlichkeitsbegriffen

Nach der erfolgten Darstellung verschiedener klassischer Einsatzmdglichkeiten &hnlich-
keitstheoretischer Methoden im Ingenieurwesen stellt sich die Frage, ob die Ahnlichkeits-
theorie prinzipiell auf Anwendungen im Ingenieurwesen begrenzt ist oder unter welchen
Voraussetzungen sie auch in anderen Wissenschaftsgebieten eingesetzt werden kann.

Da diese Frage letztendlich nur durch eine genaue Analyse der fir die Gultigkeit des
Pi-Theorems notwendigen Voraussetzungen beantwortet werden kann, werden diese im
folgenden nochmals betrachtet. Die Existenz entsprechender Dimensionsbegriffe, einer
Reprasentationsform bzw. Modelldarstellung in Form funktionaler Beziehungen sowie die
Bedingung der Dimensionshomogenitat, die hierfir notwendigerweise erfillt sein muf3,
wird daher unter diesem Gesichtspunkt untersucht. Die notwendigen Voraussetzungen
fur die Ubertragung von dimensionslosen Ahnlichkeitsbegriffen auf neue Anwendungs-
gebiete werden dann in einem Einbettungssatz zusammengefal3t.

3.1 Dimensionssysteme

Nach Definition 3 setzen sich dimensionsbehaftete physikalische Grél3en x entsprechend
der hier nochmals dargestellten Gleichung (2) aus dem Produkt einer Zahl {z} und ihrer
Einheit [z] zusammen. Fur die Definition einer physikalischen Grofe

M~ =~
Zahl Einheit

wird daher die Festlegung eines koharenten Einheitensystems bendétigt, wie es z.B. in
Form des international genormten Sl-Einheitensystems [53, 109, 172] vorliegt. Die darin
verwendeten Einheiten besitzen alle einen theoretisch absoluten, nicht frei wéahlbaren
Nullpunkt sowie eine frei definierte IntervallgrofR3e fir die Definition der jeweiligen Einheit
(d.h. die gesetzlich festgelegte EinheitengrofRe ,1 [z]%).

Aufgrund der auf dem Dimensionsbegriff beruhenden Einheiten ist auch die Existenz
der dimensionslosen Gruppen =; gesichert, die sich fur eine Relevanzliste (xy,...,x,)
unter Verwendung von Gleichung (42) durch die Wahl z.B. der in der Dimensionsmatrix
in Abbildung 8 bestimmten «;; zu rein dimensionslosen Grof3en «; der Dimension [1] mit

r

7Tj = xj+r Hl’;aji = {$j+r} H {nfi}iaji . [ijrr] H [xz] s (43)

=1

J/ J/

{m;} [1]
ergeben. Neben den im SI-Einheitensystem festgelegten Einheiten, die in der Physik
eingesetzt werden ist es aber auch maglich, sich wie bei der Verwendung vektorieller Di-
mensionen im nachsten Abschnitt auf die rein formalen Bildungsaspekte dimensionsloser
Gruppen zurtickzuziehen und auch kinstliche Einheitensysteme zum Aufbau kinstlicher
Modellwelten zuzulassen. Innerhalb dieser Modellwelten sind dann formal die aus den
dimensionslosen Gruppen abgeleiteten Ahnlichkeitsaussagen guiltig.
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3.2 Vektorielle Dimensionen

Die Loslosung aus der inhaltlichen Anschaulichkeit von Dimensionsbegriffen (also Mas-
se, Lange, Zeit, ...) und die damit verbundene Erweiterung des Raums der physika-
lischen Dimensionen auf Basissysteme vektorieller Dimensionen, die das rein formale
Kriterium linearer Unabhangigkeit in Abbildung 7 erfiullen, birgt mehrere Vorteile. Zum
einen konnen durch die so mdgliche Erweiterung des Anwendungsbereichs der forma-
len Giiltigkeit des Pi-Theorems der Ahnlichkeitstheorie und den aus ihr folgenden Ahn-
lichkeitsbetrachtungen interessante neue Anwendungsgebiete erschlossen werden. Die
Rechtfertigung eines solchen Vorgehens mul3 entweder theoretisch deduktiv, oder, falls
dies (noch) nicht gelingt, fir einen begrenzten Anwendungsfall anhand der Konsistenz-
betrachtungen in den Abschnitten 4.5.4 mit j=1, ..., 6 einzeln gerechtfertigt werden.

Zum zweiten kann sich bei Verwendung vektorieller gegentber klassischen physikali-
schen Dimensionen eine Rangerhdhung r, > r der Dimensionsmatrix ergeben, wodurch
sich fur die inhaltlich identische dimensionsbehaftete Funktion f(xy,...,z,) = 0 eine
.kompaktere* Ahnlichkeitsfunktion mit nur noch m, = (n—r,) Kennzahlen [106] ergibt.

Doch zunachst mufd dazu die formale Grundlage geschaffen werden, indem die klassi-
sche Auffassung der gesetzlich im SI-System festgeschriebenen physikalischen Dimen-
sion in Definition 5 in Anlehnung an die Begriffspragung durch HUNTLEY [106] auf die
vektorielle Dimension in Definition 7 erweitert wird:

Definition 7 Vektorielle Dimension . Als vektorielle Dimension dim(z;) einer reellwerti-
gen Grol3e wird das Potenzprodukt der vektoriellen Basisdimensionen ihrer Definitions-
gleichung bezeichnet. Dadurch kann der physikalische Dimensionsbegriff auf vektorielle
Dimensionen erweitert werden, die gegentber allen anderen in der jeweiligen Problem-
stellung benutzten Dimensionen linear unabhéngig sind. Die Schreibweise

dim(z;) = dim(z}"'zy?-.-2%") = DJ'D)Y*...DYr (44)

wird fur vektorielle und physikalische Dimensionen beibehalten, auch ansonsten gelten
alle Rechen- und Schreibregeln fur physikalische Dimensionen und die Anforderungen
an Basisgrof3en z; und deren Einheiten (linear skalierbare Intervallgré3e ), mit absolutem
Nullpunkt §; =0), die dann entsprechend vektorielle Basisgréf3en genannt werden.

Vektorielle Vorstellungen von GroRen wie z.B. der Kraft P = (B, P,, P,)T in Abbildung 14
sind im Ingenieurwesen uberall anzutreffen. Wéahrend dort die betragsmallige Aufspal-
tung von P Uber Winkelbeziehungen gangige Praxis ist, wird oft die Moglichkeit auch die
zugehorige Dimensionsdarstellung vektoriell zu formulieren, nicht immer genutzt. Dies
wird am Beispiel des Volumens V' des Wiirfels in Abbildung 14 erlautert.

Das durch HUNTLEY [106] in Abbildung 14 erarbeitetes Beispiel fur die sinnvolle, jedoch
stets problemabhé&ngige Verwendung vektorieller Dimensionen ist die Aufsplittung des
Dimensionsbegriffs der Lange L mit der BasisgroRe Meter [ und der Einheit [m] in die
drei Raumrichtungen z, y und 2. Sie werden so zu den unabh&ngigen vektoriellen Di-
mensionen Tiefe L,, Breite L, und Hohe L, mit den Basisgro3en [,, [, und [, Meter und
den Einheiten [m,], [m,], [m.]. Die Sinngerechtigkeit dieser Aufsplittung kann hierbei mit
der Uber die gesamte Problemstellung der Volumenberechnung des Wirfels V =1, -1, - [,
hinweg erfillten Unabh&ngigkeit der vektoriellen Dimensionen begrindet werden.
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(M)

Abbildung 14: Vektorielle Dimensionskonzepte

Diese sehr einfach erscheinende Aufspaltung des vektoriellen Langenbegriffs entfaltet
ihre wahre Leistungsfahigkeit jedoch erst, wenn z.B. durch Division von V' mit einer der
drei Kantenlangen /,, [, und [, die zu dem jeweiligen Kantenstlck /; gehérenden Grund-
flache A; des Wurfels berechnet werden soll. Aufgrund des Prinzips der Dimensions-
homogenitat ergibt sich anstatt stets klassisch A; =V/I; [m?] jetzt die von der jeweiligen
Berechnungsvorschrift explizit abhangigen unterschiedlichen Dimensionsdarstellungen
in den damit unterschiedlichen Einheiten fiir 4;: erstens A, = V/I, [m,m,], zweitens
Ay =V/l, [mym,], und drittens A3 =V/l, [m,m,].

Entsprechend der bei EMRICH [58] dargestellten prinzipiellen Vorgehensweise der Uber-
tragung vektorieller Dimensionen in die Mustererkennung werden auch in dieser Arbeit
vektorielle Dimensionen in den Abschnitten 4.4 und 4.5 zur Ableitung dimensionsloser
Invarianten verwendet. Die Aufsplittung der klassischen Langendimension L fihrt exem-
plarisch auf die Dimensionsmatrizen in Tabelle 5, die aus Ergebnissen in Abschnitt 4.4.4
zusammengestellt sind (gestrichene Dimensionen aus Umformungen):

! ! !
I N
pool| 1 Ly, pool 1 0

: : zusétzlich po2| O 1
_) .
' p+q. 3p—q+2 —p+3q+2
gl +1 Hpq 3 3
Il L, Il
zusatzlich
_ Hp _ Hpq
Tpq pla gy > Tpq = “Ep-gF2 —padeEe

Hoo oo ® Moo

Tabelle 5: Dimensionsmatrizen und resultierende Kennzahlen

Dies wird in Abschnitt 4.4.4 mit bis zu funf vektoriellen Langendimensionen L,, L,, L., Ly
und L, durchgefuhrt. Eine Rangerhohung um jeweils 1 auf r, = r+1 fiihrt damit auch
auf jeweils m, = m —1 weniger dimensionslose Kennzahlen. Zusatzlich sind auch die
Bildungsgesetze flur die resultierenden Kennzahlen aufgrund der steigenden Anzahl von
Basisgrofien im Nenner unterschiedlich. Dies reflektiert auch ihre zunehmend glnsti-
geren Invarianzeigenschaften in der Objekt- und Gerauschklassifikation. Dies wird in
den verschiedenen numerischen Untersuchungen [58, 148, 222, 223] sowohl quantitativ
festgestellt als auch durch den theoretischen Nachweis verbesserter Skalierungseigen-
schaften qualitativ belegt.
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Die Methode der Dimensionsanalyse setzt daher nur ein koharentes Einheitensystem
voraus, um die Existenz und die Erstellung von dimensionslosen Kennzahlen zu garan-
tieren. In dieser Hinsicht ist auch fir jede nicht streng physikalische Welt, zumindest aus
einer rein formalen Sichtweise heraus, der Aufbau dimensionshomogener Modelle und
damit die Erstellung eines Kennzahlenmodells denkbar.

Die Verallgemeinerung physikalischer Dimensionsbegriffe auf vektorielle Dimensionen
laRt das groRe Potential moglicher Ubertragungen, d.h. die Benutzung dimensionsloser
Invarianten in neuen Anwendungen erahnen. Zahlreiche Wissensgebiete wie z.B. die
Betriebswirtschaft und das Finanzwesen mit den Begriffsbildungen von Arbeitszeit (Ein-
heit [h]), Wahrungen (Einheit [EUR]) Stuckzahl von Produkten (Einheit [@Q)]) zeigen die
Existenz und vielfaltigen Mdglichkeiten zur Bildung unabhanger vektorieller Dimensions-
systeme auf. Die Vorteile und Anwendung dieser Betrachtungen im Finanzwesen, der
Statistik sowie dem Operations Research wurde von DE JONG [112] und VIGNAUX [229]
dargestellt. Die meist direkt erkenntliche Ableitung der verwendeten vektoriellen Basis-
dimensionen (z.B. der Arbeitszeit aus der physikalischen Dimension der Zeit) stellt dabei
die erforderliche Befriedigung von Gleichung (42) bzw. von Definition 7 sicher.

Die vektoriellen Dimensionen sind somit die Obermenge der klassischen physikalischen
Dimensionen wie Masse, Lange, Zeit etc. sowie anderen kinstlichen Dimensionsbegrif-
fen, die sich aufgrund von Uber das Problem hinweg unveréanderlichen topologischen
Zwangsbedingungen ergeben. Dazu gehoéren z.B. in den Koordinaten unterscheidbare
vektorielle LA&ngendimensionen in z-, y- oder z-Richtung bzw. r- und ¢-Richtung, die sich
oft auch durch die Existenz von problemvereinfachenden Koordinatentransformationen
(kartesisch, polar, zylindrisch etc.) begrinden lassen. Im folgenden wird daher nicht
mehr explizit zwischen physikalischen und vektoriellen Gré3en, Einheiten und Dimensi-
onsbegriffen unterschieden, da alle Argumente und Beschrankungen gleichfalls auch fur
ihre vektoriellen Verallgemeinerungen gelten sollen.

3.3 Reprasentationsformen

Im folgenden soll aus der Menge aller moglichen Modellwelten diejenige herausgegriffen
werden, in der ein SchlieBverfahren (reasoning mechanism) aus der Kunstlichen Intel-
ligenz (KI) als eine Pramissen-Konklusionsbeziehung in der Form von Beziehung (45)
gultig ist. Man interpretiert die Beziehung (45) dabei so, dal3 die Konklusion immer dann
eintritt, wenn die Pramisse erflllt ist. Reprasentationsformen in der Art [193] von

hl, RN hn,1 — hn (45)
—_—— ~~
Pramisse Konklusion

werden in der KI bevorzugt zum Aufbau von fall- und regelbasierten Expertensystemen
verwendet, da Beziehung (45) die einfache Darstellung einzelner Erfahrungen (d.h. eines
Falles) ermdglicht. Beziehung (45) stellt in dieser Hinsicht im spater ab Seite 53 detail-
liert beschriebenen fallbasierten Schlie3en (case-based reasoning) nach Definition 8 die
Form einer sogenannten Fallbeschreibung dar, die in der Datenbank eines fallbasierten
Systems abgespeichert ist. Durch die Abspeicherung der Pramissen in einer Datenbank
ist es moglich, durch Vergleich mit den vorliegenden Fakten die im jeweiligen Fall richtige
Konklusion aus der Datenbank auszuwéhlen.
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Stellt man der Beziehung (45) aus der Welt der Kunstlichen Intelligenz (KI) eine Dar-
stellung bzw. die Reprasentationsform einer vollstandigen Ursache-Wirkungskette einer
dimensionshomogenen Funktion nach Beziehung (46) vergleichend gegenuber, so stellt
man fest, dal’ bei Punktproben dimensionshomogener Funktionen neben der Form

TiyeroyTpo1  — Tn (46)
Ursache Wirkung

auch die verallgemeinerte Ursache-Wirkungskette in der Schreibweise dimensionsloser
Kennzahlen gultig ist, da sich die Form der Beziehung (48) lediglich aus der Umformung
der Beziehung (47) entsprechend (46) mit Gleichung (43) ergibt. Die Beziehung (48) mit

TiyernyTpoy — T 47)
Ursache Wirkung
[} |l Skalenunabhangigkeit
TyeeesTmel — Tm (48)
Ursache Wirkung

kann in der dimensionslosen Schreibweise als verallgemeinerte, da skalenunabhéangige
Klassenaussage der urspringlich isolierten Einzelerfahrung verstanden werden, die ihre
Gultigkeit als Klassenaussage der Eigenschaft dimensionsloser Invarianten verdankt.

Kommt zu dieser Betrachtung zunachst isolierter Einzel- und Klassenereignisse hinzu,
daf sich die Einzelereignisse als Punktproben einer vollstandigen und dimensionshomo-
genen Funktion nach Gleichung (49) angeben lassen, so existiert nach dem Pi-Theorem
der folgende beweisbare Zusammenhang zwischen der dimensionsbehafteten und der
dimensionslosen Ursache-Wirkungskette nach Beziehung (50):

T,y Tyt L Ty (49)
Ursache Wirkung
[} |l Skalenunabhangigkeit
T1yeeeyTm—1 E) Tm, (50)
——— ~~
Ursache Wirkung

Formal ergibt sich die Konsistenz dieser Betrachtungsweise aus der Definition des Pi-
Theorems, dessen Voraussetzungen auf die Existenz einer vollstdndigen dimensionsho-
mogenen Beziehung f lauten. Diese Vertraglichkeit von (50) mit (49) kann auch aus
Abbildung 9 ersehen werden, in der die konsistente Abbildung der dimensionsbehafteten
und der dimensionslosen Funktionen f und F aufeinander graphisch dargestellt ist.

Im folgenden wird nun untersucht, welche Konsequenzen sich fur die Schluf3folgerungs-
mechanismen der Kunstlichen Intelligenz in der Form von Beziehung (45) ergeben, wenn
sie auf dimensionsbehaftete Begriffe aus dimensionshomogenen Modellwelten ange-
wendet werden, fir die die notwendigen Bedingungen der Beziehungen (47) und (48)
sowie (49) und (50) gelten. Aus der formalen Vetraglichkeitsbedingung dieses Modell-
ubergangs kann dann daraus der Einbettungssatz abgeleitet werden, der die formal zu
erfillende Logik der Einbettung zusammenfal3t.
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3.4 Einbettungsbedingungen

Zur Veranschaulichung der Einbettungsbedingungen werden die Abbildungen 15, 16
und 17 verwendet. Zu Beginn ist in Abbildung 15 unterstellt, dal’ die Modellwelt dimensi-
onshomogener Funktionen (abgeklrzt DH) und der Kunstlichen Intelligenz (abgeklrzt KI)
vOllig unterschiedliche Wissensgebiete sind, die deshalb keine Operanden, d.h. einzelne
Elemente h; € Kl und z; € DH miteinander teilen.

DHNKI = {0}
Abbildung 15: KI und DH als getrennte Modellweltmengen

Da beide Gebiete DH und Kl keine gemeinsamen Elemente besitzen, ist die Schnitt-
menge leer, es gilt daher DH N Kl = {(}. Aufgrund der Verschiedenheit der Operanden
(d.h. der Elemente h; und z;) muf3 in der Kl auch nicht die in dimensionshomogenen
Funktionen notwendige Bedingung der Dimensionshomogenitét erfullt sein, die in den
dimensionshomogenen Modellwelten wie z.B. in der Physik und der Betriebswirtschaft
zur Darstellung beliebiger Beziehungen dimensionsbehafteter Grof3en gefordert wird.

Werden jedoch Operationen, d.h. die SchlieBverfahren der KI in der Form von Bezie-
hung (45) auf Problemstellungen dimensionshomogener Modellwelten wie z.B. in der
Physik und dem Ingenieurwesen (oder einem anderen vergleichbar dimensionsbehafte-
ten Wissensgebiet) angewandt, besitzen die Operanden zum ersten sofort physikalische
bzw. vektorielle Dimensionen, zum zweiten wird dadurch die Menge aller mdglichen Be-
ziehungen automatisch auf die Menge aller dimensionshomogenen Funktionen DH ein-
gegrenzt und zum dritten existieren aus diesem Grunde parallel dazu skalenunabhéngige
dimensionslose Kennzahlentsprechungen in der Form von Beziehung (50).

DHNKI = {z1,...,z,}
Abbildung 16: Berlhrfall zwischen Kl und DH

Formal kommt es daher in einer technischen KI-Anwendung genau dann zum ,Beruhrfall
zwischen Kl und DH, wenn der Grenziibergang in der Form (51) eintritt und die friiheren
Elemente h; € Kl die Eigenschaften der Elemente z; € DH annehmen:

hl.i_lgglﬁ,(hl""hnfl — hn) = (X1, T = Tp) = (T1y ey Tine1 — ) (51)
Dabei gilt jedoch fur die gesamte Menge DH das Postulat der Dimensionshomogenitat,
da in der dimensionshomogenen Modellwelt ,in der Naturwissenschaft im allgemeinen
davon ausgegangen wird, daf3 nicht-dimensionshomogene Modellvorstellungen prinzipi-
ell nicht richtig sein kénnen“ [76]. Deshalb kann in Bezug auf die Bedingung der Di-
mensionshomogenitat das ganze Gebiet von DH auf einen Punkt (d.h. den Berihrpunkt)
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zusammengezogen werden, so dal3 sich als Konsequenz des Berihrfalls in Abbildung 16
die Einbettung DH C Kl in Abbildung 17 der SchlieRverfahren auf der Modellweltmenge
DH in die Modellweltmenge Kl ergibt. Die Bedingung der Dimensionshomogenitat in DH
muf3 daher auch im eingebetteten Gebiet DH C KI erfillt bleiben.

Kil
DH C Kl

Abbildung 17: Modellweltmenge DH in Kl eingebettet

Diese in Abbildung 17 dargestellte Einbettung DH C Kl kann so verstanden werden, dal3
jede beliebige Operation bzw. jedes beliebige SchlieRverfahren, solange es nur auf eine
vollstandige Menge dimensionsbehafteteter Gréf3en (z,...,x,) € DH angewandt wird,
die Bedingung der Dimensionshomogenitéat erfillen muf3 und damit eine dimensionslose
Entsprechung in der Form von Beziehung (51) besitzt.

Die Konsequenz aus der Gultigkeit des Prinzips der Dimensionshomogenitéat stellt der
im nachfolgenden formulierte Einbettungssatz dar, der damit die zentrale Grundlage fur
die Ubertragbarkeit der Methoden der Ahnlichkeitstheorie in die technisch-naturwissen-
schaftlichen Anwendungen der Kl darstellt. Der Einbettungssatz lautet:

Satz 1 Einbettungssatz. Eine allgemeinere Theorie muld auch eine speziellere Theorie
formal als Spezialfall enthalten, da sonst die speziellere Theorie durch die allgemeinere
Theorie falsifiziert werden wirde und umgekehrt.

Da es auf demselben Gebiet nicht zwei widersprichliche Theorien geben kann, stellt der
Einbettungssatz eine Umformulierung des Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch
(lat. principium contradictionis) dar, der als Prinzip der Logik ,keine Aussage ist zugleich
wahr und falsch® bis auf ARISTOTELES (384-322 v.Chr.) zuriickgeht und ,,zu den obersten
Grundsatzen gehort, die jeder, der Uberhaupt Gber etwas argumentieren will, anerken-
nen mulR“ ([156] tWiderspruch, Satz vom). So besagt ARISTOTELES, der den Satz vom
ausgeschlossenen Widerspruch fur Elementaraussagen erstmals wie folgt formulierte:
,ES ist unmoglich, dald dasselbe [Pradikat] demselben [Subjekt] in derselben Hinsicht
zugleich zukommt und nicht zukommt* ([156] tWiderspruch, Satz vom). Die Dimensions-
homogenitat in DH muf3 daher auch in der Einbettung DH C KI erfllt bleiben.

In der zeitgendssischen Auffassung vom ausgeschlossenen Widerspruch bzw. dem dafir
erforderlichen Widerspruchsfreiheitsbeweis ist nach GEORG KREISEL (1923-) dabei ,die
philosophische oder begriffliche Signifikanz nicht im Resultat der (vermeintlich absoluten)
Widerspruchsfreiheit, sondern in den dabei verwendeten Methoden und bewiesenen Re-
sultaten zu sehen, insbes. zur Einbettung von Theorien in andere Theorien* ([156] tWi-
derspruchsfreiheitsbeweis).

Neben dem hier betrachteten Einbettungsfall der Modellweltmenge DH in die Modell-
weltmenge Kl wird die Widerspruchsfreiheit in den verschiedensten Gebieten der Wis-
senschaften gefordert. Aufgrund der Widerspruchsfreiheit konnen auf ein und demsel-
ben Wissensgebiet keine zwei verschiedenen widersprichlichen Theorien existieren, da
sonst deren wesentliche Aussagen nicht widerspruchsfrei bzw. konsistent sind. In der
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Physik hat diese Erkenntnis z.B. bei der Verallgemeinerung des konstanten Massenbe-
griffs von SIR ISAAC NEWTON (1643-1727) mit m = my = const durch den relativistischen
Massenbegriff nach ALBERT EINSTEIN (1879-1955) mit m = my/+/1 — (v/c¢)? zu

My

lim m = lim ———= = my (52)
v/e—0 v/e—0 1 — (U/C)2

der im Grenzibergang (52) erfillten Form einer Vetraglichkeitsbedingung gefuihrt [204].
Durch die Erfullung dieses Grenzibergangs ist die klassische Mechanik NEwWTONS formal
konsistent in die relativistische Physik EINSTEINS eingebettet [204]. In der standig weiter
vorangetriebenen Vereinheitlichung der Physik (theory of everything, TOE [15, 141], great
unified theory, GUT [91, 143]) beruht diese Vorgehensweise der formalen Einbettung
daher ebenfalls auf einer derartigen Konsistenzforderung.

3.5 Diskussion

Es mag in der Ableitung des Einbettungssatzes in Abbildung 17 zunachst irritieren, dafd
die Modellweltmenge KI der Kunstlichen Intelligenz optisch ,gréRer” als die Modellwelt-
menge DH der dimensionshomogenen Funktionen dargestellt wurde. Dies mag umso
verwunderlicher sein, als die Kl als relativ junges Forschungsgebiet ein im Verhaltnis
zur dimensionshomogenen Modellwelt DH, die ja z.B. die Physik, das Ingenieurwesen
und die Betriebswirtschaft usw. abdeckt, ein noch sehr junges und sich noch sehr ent-
wickelndes Gebiet ist, dessen Begriffs- und Verfahrensbildungen derzeit eher noch unter
einer Methodensammlung als unter einer geschlossenen Theorievorstellung eingeordnet
werden muf3.

Dies gilt jedoch nur fir die erreichte Breite und formale Konsistenz der Kl, denn was die
Logik der abbildbaren Schluf3folgerungen angeht, kennt die Kl nicht nur alle die in dimen-
sionshomogenen Modellwelten wie der Physik und dem Ingenieurwesen dienlichen logi-
schen Schemata, sondern besitzt dartiber hinaus noch all diejenigen Schluf3folgerungs-
mechanismen, die der eigentlichen Zielvorstellung der KI, namlich intelligentes mensch-
liches Problemlésungsverhalten zu emulieren, nahe kommen (sollen). In dieser Hinsicht
ist es durchaus angebracht, wenn die dimensionshomogenen Modellwelten, die in der
Konzeption z.B. zur Modellierung naturgesetzlicher Ursache-Wirkungsbeziehungen der
uns umgebenden Realitat gedacht sind, in den weiteren Kontext aller menschlich denk-
baren Pramissen-Konklusionsbeziehungen eingebettet werden.

Es ist dabei kein Anliegen dieser Arbeit Uber die vermeintliche (absolute bzw. relative)
GrolRe oder gar die Gleichwertigkeit der Forschungsansatze der dimensionshomogenen
Modellwelten DH und der Kinstlichen Intelligenz Kl zu urteilen. Es ist lediglich einer der
zentralen Punkte dieser Arbeit herauszustellen, dal? die Kl bis jetzt die Bedeutung des
Begriffs der physikalischen Dimension vollig unterschatzt, und, wenn Uberhaupt, dann
nur randstandig behandelt, zumeist aber vollig ignoriert hat. Es wurde daher schlichtweg
versdumt, in technischen Anwendungen die Dimensionshomogenitat der verwendeten
Algorithmen zu Uberprifen und sicherzustellen. Um dies zu erreichen ist es sinnvoll,
genau die Argumentation des Einbettungssatzes in Satz 1 zu verwenden und damit in
technischen Anwendungen einen formalen Grenziibergang als Vetréglichkeitsbedingung
zwischen beiden Modellvorstellungswelten zu schaffen.



4 Entwurfsbewertungsverfahren 37

4 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Dieses Kapitel beinhaltet die einzelnen Ubertragungen des physikalisch motivierten Ahn-
lichkeitsbegriffs auf neue Anwendungsfelder und beschreibt in kurzer und pragnanter
Form die wesentlichen formalen Konsequenzen und Folgerungen, die sich aus dem Prin-
zip der Dimensionshomogenitat fur die betrachteten Methoden des Ingenieurwesens, der
Informatik und der Knstlichen Intelligenz ergeben. Dies sind im einzelnen die

Entwurfsbewertungsverfahren, die
Neuronalen Netze, das

Fallbasierte Schliel3en, die
Mustererkennung, die
Gerauschklassifikation, das

Data Mining, sowie der
Computergestitzte Ingenieurentwurf.

ooooooon

Die zentralen Grundlagen fiir die Ubertragbarkeit des Ahnlichkeitsbegriffs wurden mit
dem Einbettungssatz geschaffen, der im Abschnitt 3.4 eingefiihrt und erlautert wurde.
Durch den Einbettungssatz wird der formal konsistente Anschlufd3 und widerspruchsfreie
Ubergang der in der Kunstlichen Intelligenz verwendeten Notationsformen an die in der
Physik und im Ingenieurwesen als giltig postulierte Modellvorstellung dimensionshomo-
gener Funktionen erreicht und die damit einhergehende Existenz dimensionsloser Ahn-
lichkeitskennzahlen gewabhrleistet.

Die aus der Ubertragung dieser Ahnlichkeitsbegriffe resultierenden und hier dargestellten
Ergebnisse werden dann in Kapitel 5 Zusammenfassung mit den sich daraus ergeben-
den weiteren Forschungsperspektiven tbergreifend diskutiert. Doch zunéchst folgen hier
die detaillierten Einzeldarstellungen der Ubertragungen von Ahnlichkeitsbegriffen in die
vorgenannten Anwendungsgebiete.

4.1 Entwurfsbewertungsverfahren

Entwurfsbewertungsverfahren fir die Bewertung von Entwurfsvarianten besitzen eine
zentrale Bedeutung im Entwurf, da durch die Bewertung und die daran anschlieRende
Selektion naturlich die Verteilung der vorhandenen Ressourcen (Zeit, Geld, ...) auf die
untersuchten bzw. zu untersuchenden Entwurfsvarianten gesteuert wird. Neben dieser
eher logischen Begrindung kann die grof3e wirtschaftliche Bedeutung der Bewertungs-
verfahren leicht auch an den umfangreichen Untersuchungen festgemacht werden die
zeigen, dal3 durch die Entscheidungen in der frihen Entwurfsphase der ersten 20% des
Entwurfs bis zu 80% der zukinftigen Kosten der Produktentwicklung und des Produktle-
benszyklus festgelegt werden [167].

Da Bewertungsverfahren naturgemafR sehr eng mit dem eigentlichen Entwurfsprozel}
verzahnt sind, wird der Entwurfsprozeld zunachst kurz dargestellt, um den Kontext der
Entwurfsbewertungsfrage besser einzuordnen zu kénnen und die Problematik der Ent-
wurfsbewertung genau herausarbeiten [133].
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4.1.1 Entwurfsprozel3

In der Modellvorstellung tUber den Entwurfsprozeld besteht trotz des nur unvollstandi-
gen Verstandnisses Uber den genauen Ablauf des Entwurfsprozesses dariber Einigkeit,
dal3 der Entwurfsprozel? im Prinzip als eine iterative Sequenz von Entwurfssynthese und
Entwurfsanalyse aufgefal3t werden kann [165, 167, 183]. Nach Abbildung 18 werden
anhand von Losungsideen in der Synthese standig eine gewisse Anzahl an konstrukiti-
ven Varianten entwickelt, die dann in einer Analyse hinsichtlich der Zielvorstellungen des
entwerfenden Ingenieurs bewertet, ausgewahlt und dann weiter verfeinert werden.

Idee T—Lbsung(en)w

Analyse(n) Synthese(n)

Produkt L Variante(n) J

Abbildung 18: Sequenz von Aktivitaten im Entwurfsprozel3 [183]

Diese iterative Sequenz von Entwurfssynthese und -analyse in Abbildung 18 betont den
dynamischen Charakter des Entwurfsprozesses, dessen prozelR3hafter Charakter auch
Gegenstand von Forschungsarbeiten ist. Bei eingehender Betrachtung wird jedoch of-
fensichtlich, dal3 ein in der Zeit t fortschreitender Entwurfsprozel3 in keiner direkten Kau-
salbeziehung mit der Zeit ¢ stehen kann, wie dies z.B. in dynamischen Systemen und

Konstruktionstheorie

T

Synthese(n) Analyse(n)
Sensitivitatsanalyse(n) Beschreibung(en)
gﬁi‘m? I(xlﬂ"'wxn) f(xl,---,.fn):()

Bewertung(en)
F(ky, ... ky,)=0

Abbildung 19: Statische Elemente einer Konstruktionstheorie [192]

deren Beschreibung ansonsten der Fall ist. Dies ist leicht mit der Einsicht erklarbar, dal3
ein guter Entwurf theoretisch in nur einem einzigen Schritt erreicht werden kdnnte. Ist die
Ergebnisqualitat im Entwurfsprozeld daher nicht streng kausal mit der Zeit ¢, so kénnen
die in Abbildung 18 dynamisch durchlaufenen Iterationsschritte in die in Abbildung 19
dargestellten statischen Gliederungsbeziehungen umgeschrieben werden.

Aus dieser Sichtweise kann das beiden Darstellungen einer eher dynamischen oder eher
statischen Entwurfsauffassung gleichermal3en zentrale Kernproblem der Entwurfsanaly-
se, das sogenannte Bewertungsproblem, leicht identifiziert werden. Dies kann deshalb
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so klar herausgestellt werden, da die Bewertung in Abbildung 19 als die Kenntnis der
gualitativen Beschreibung (d.h. der ,Qualitat des Ist-Zustands®) verstanden werden kann,
die die Bewertung F'(ki, ..., k,)=0 der vorliegenden Entwurfsvarianten f(xi,...,z,)=0
in bezug auf die Zielvorstellungen bzw. Kriterien &, ..., k,, des Ingenieurs gestattet.

Erst die Kenntnis dieser Beschreibung, aus der in Form von Mal3zahlen eine Bewertung
gewonnen wird, ermdglicht die Erstellung objektiver und systematischer Konstruktions-
bewertungsverfahren, die die richtige Reihung und die Auswahl der besten betrachteten
Konstruktionsalternativen gestatten. In der Forschung wird daher an der Entwicklung von
Bewertungsverfahren gearbeitet, die eine rationale, objektive und transparente Entschei-
dungsfindung des Entwerfers ermoglichen sollen [133, 183].

4.1.2 Bewertungsproblem

Unter Bewertungsverfahren versteht man Methoden, die eine Entscheidungsunterstt-
zung (decision making support [78, 32]) in der Auswahl von Konstruktions-, Handlungs-
oder Planungsalternativen ermdoglichen. Auf dem Gebiet der Entwurfsbewertungsverfah-
ren wird dabei kontrovers diskutiert, inwiefern ein derartiges Bewertungsverfahren hierfur
prinzipiell aus einer Konstruktionsmethodik (engl. design methodology) als Baustein in-
nerhalb einer allgemein gultigen Konstruktionstheorie (engl. design theory) abgeleitet
werden muf3, wie dies auch in Abbildung 19 dargestellt ist [192].

Bei der formalen wie auch der praktischen Erstellung von Bewertungsmodellen geht
man im Bewertungsverfahren davon aus, dal3 sich eine ganzheitliche, d.h. moglichst
umfassende Gesamtbewertung k,, aus verschiedenen Bewertungskriterien &y, ..., k,,_1
zusammensetzt. In Abbildung 20 ,beleuchten” dabei die einzelnen Kriterien die verschie-
denen Teilaspekte, die in die Gesamtbewertung eingehen.

_ . Kriterium o
Kriterium  Kriterium Kriterium
Krlterlul::r: ks ks ... k., Kriterium

k m—1

Gesamtbe-
wertung

km

Abbildung 20: Bewertungskriterien als Teilaspekte der Gesamtbewertung

Wie in Abbildung 20 zu erkennen ist, spielt dabei die Vollstandigkeit und Unabhéangigkeit
der einzelnen Bewertungskriterien ki, ..., k,, , fur die Korrektheit der Gesamtbewertung
k., eine entscheidende Rolle, da sonst neben der beabsichtigten Aggregation einzelne
Kriterienaspekte entweder gar nicht oder sogar (siehe die dargestellten Uberlappungen
in Abbildung 20) unbewul3t mehrfach in die Gesamtbewertung eingehen wirden.
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Eine systematische Bewertungsmethode muf3 daher beweisbar richtige Antworten fur die
folgenden drei Kernfragen des Bewertungsproblems zur Verfiigung stellen [183]:

[0 Wie werden Gliederung und Vollstandigkeit der Kriterien Gberprift ?
0 Wie werden die einzelnen Bewertungsmalzahlen der Teilkriterien gewonnen ?
0 Wie werden Teilbewertungen zu einer Gesamtbewertung aggregiert ?

Die Erstellung eines beweisbar richtigen Bewertungsverfahrens fur die vergleichende
Analyse von Entwurfsobjekten kann mathematisch mit der Identifikation einer Norm des
Entwurfsraums gleichgesetzt werden. Mit dieser Norm steht dann ein beweisbares Malf3
zur qualitativen und gquantitativen Bewertung von Konstruktionsvarianten in bezug auf
technische Bewertungskriterien zur Verfigung.

Bewertungsgraph Beschreibungsgraph
Gesamtbe- Gesamt-
wertung objekt
Bewertungs-
funktionen
Teilbe- Teilbe- Teilob- Teilob- Teilob-
wertung 1 wertung 2 jekt 1 jekt 2 jekt 3

Abbildung 21: Verbale Definition des Bewertungsproblems

Entsprechend Abbildungen 21 und 22 bedeutet dies, dal3 die Losung des Bewertungs-
problems in der Identifikation sogenannter Bewertungsfunktionen in Abbildung 21 be-
steht, die den sogenannten Beschreibungsgraphen des Entwurfsobjektes rechts auf den
sogenannten Bewertungsgraphen des Entwurfsobjekts links abbilden.

Der Beschreibungsgraph enthélt dabei alle fir die Beschreibung des Objekt notwendigen
Informationen, die entsprechend ihren Abhangigkeiten hierarchisch gegliedert sein kon-
nen. Der Bewertungsgraph enthélt die Zielvorstellungen des entwerfenden Ingenieurs,
die ebenfalls entsprechend ihren Abh&ngigkeiten hierarchisch gegliedert sein kbnnen.

Bewertungsgraph Beschreibungsgraph
F ‘ f
(kl,...,km_l) (33‘1,...,5[,'”_1)

Abbildung 22: Mathematische Definition des Bewertungsproblems

In Abbildung 22 wird eine Notation eingeflihrt, die genau entsprechend Abbildung 21
die mathematisch notwendigen Definitionen des Beschreibungs- und Bewertungsgra-
phen beinhaltet. Die Darstellung des Beschreibungsgraphen in Abbildung 22 kann dabei
so verstanden werden, daf sich die Eigenschaftsbeschreibung eines Entwurfsobjekts
aus den physikalischen Einzel(teil)beschreibungen z, ..., z,_; zusammensetzt, die zu-
sammen die Gesamtbeschreibung z,, des Entwurfsobjekts ergeben. Dies bedeutet, daf}
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die physikalischen Eigenschaftsbeschreibungen f(z,...,z,) = 0 in der Form impliziter
Funktionen von physikalischen Variablen erfolgen kbnnen und der graphischen Darstel-
lungsform des Beschreibungsgraphen in Abbildung 22 entsprechen.

Die Erstellung des Bewertungsgraphen aus den Teilbewertungskriterien %, ..., k,_1 in
Abbildung 22 links, die die Gesamtbewertung k,, des Entwurfsobjekts ergeben, erfolgt
entsprechend. Die Aggregationsfunktion F'(ki,...,k,) = 0 stellt dabei klar, welches re-
lative Gewicht einzelne Teilkriterien bezlglich der Gesamtbewertung einnehmen.

Zur Motivation des Bewertungsmodells, das im folgenden eingefiihrt wird, sind nun die
erkenntnistheoretischen Annahmen aufzuzahlen. Uber diese Voraussetzungen muB ge-
nauso wie z.B. Uber die axiomatischen Annahmen der klassischen Thermodynamik, daf3
die Beobachtung lehrt, dal3 Warme nur vom heil3eren zum kalteren Kérper flieRen kann,
wissenschaftsphilosophisch diskutiert werden; wird eine derartige Annahme einmal als
,einleuchtend” bzw. ,glltig* akzeptiert, folgt aus ihrem formalen Aquivalent zwangslaufig
die axiomatische Fundierung der mathematischen Modellvorstellung.

4.1.3 Bewertungshypothese

Fur die entsprechenden erkenntnistheoretischen Grundlagen des hier betrachteten Be-
wertungsproblems kann dazu entsprechend festgestellt werden [183]:

[0 Eine reproduzierbare Bewertungsgro3e kann nur dann existieren, wenn sie auf ei-
ner Gesetzmanigkeit beruht. FUr die in Gleichungsform erfolgende physikalische
Modellbildung bedeutet dies, dal} die verwendeten Beschreibungsgleichungen, wie
alle physikalischen Gesetze, vollstdndig und dimensionshomogen sein missen.

0 Unter der Voraussetzung, dafd eine objektive und eindeutige Bewertung eines Ob-
jekts existiert, kann die Bewertungsgrof3e nicht von den willkirlich gewéhlten Defi-
nitionen der Einsintervalle des Mal3einheitensystems (z.B. Meter gegenuber Inch)
abhéangen, in denen das Objekt beschrieben ist. Daraus folgt, dal3 die Bewertungs-
malfdzahlen nur dimensionslose Gréf3en sein kdnnen.

[0 Die verwendeten Bewertungskriterien missen die Eigenschaft der Redundanzfrei-
heit erfullen, da sonst bestimmte Objekteigenschaften unbemerkt mehrfach in das
Bewertungsergebnis eingehen wirden. Das bedeutet, daf? der Bewertungsgraph in
Abbildung 22 aus einer vollstandigen aber redundanzfreien Menge von Bewer-
tungskriterien gebildet werden muf3 und daher eine Minimalform besitzt.

Formuliert man diese Forderungen zusammenfassend um, so ergeben sich insgesamt
die folgenden allgemein giltigen, je zwei notwendigen mathematischen Eigenschaften
fur die Entwurfsbeschreibung und -bewertung zu [183]:

O vollstandige und dimensionshomogene Beschreibung,
O dimensionslose und minimale Bewertung.

Vergleicht man diese vier mathematischen Forderungen mit den Eigenschaften des Pi-
Theorems, so stellt man fest, dal’ genau diese Forderungen durch das Pi-Theorem erfullt
werden. Dadurch ergibt sich die gesuchte Bewertungsfunktion F'(k, ..., k,)=0 in Abbil-
dung 22 durch das Pi-Theorem zu F(m, ..., m,)=0. Daraus kann ein formal konsistentes
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und in diesem Sinne beweisbares Bewertungsmodell abgeleitet werden. Die Eigenschaf-
ten dieses Bewertungsmodells nach dem Pi-Theorem kdnnen dabei in der sogenannten
Bewertungshypothese [183] zusammengefalit werden:

These 2 ,Jede im Sinne des Pi-Theorems minimale Beschreibung ist eine Bewertung.”

Als zentrale Konsequenz der Bewertungshypothese [183] folgt sofort, dal’ die Losung
des Bewertungsproblems grundsétzlich auf die Losung des entsprechenden Beschrei-
bungsproblems zurlckgeftihrt werden kann. Damit ist das Bewertungsproblem genau
dann vollstandig geldst, wenn eine vollstandige Beschreibung vorliegt.

Die Bewertungshypothese kann so interpretiert und verstanden werden, daf3 wenn von
einem Objekt eine Beschreibungsfunktion f(x,...,z,)=0 vorliegt, seine Verhaltenswei-
sen damit festliegen. Soll dieses Verhalten des Objekts dann im Hinblick auf bestimmte
Kriterien bewertet werden, muf3 nur die Beschreibungsfunktion f in Form der Kriterien
umgeschrieben werden, um die Bewertungsfunktion F(m,...,m,)=0 zu erhalten. Dies
ist nach dem Pi-Theorem fur dimensionshomogene Funktionen immer maoglich.

Fur die weiteren Eigenschaften des auf der Bewertungshypothese beruhenden Bewer-
tungsmodells folgt aus den Eigenschaften des Pi-Theorems direkt [183, 188]:

Maf3zahlen. Die LOosung des Bewertungsproblems kann auf die Lésung des entspre-
chenden Beschreibungsproblems reduziert und zuriickgefuhrt werden. Die aus der
Beschreibung f(z1,...,z,) = 0 erzeugbaren m dimensionslosen Gro3en 7; nach
Gleichung (16) heiRen (Ahnlichkeits-)Kennzahlen und sind die gesuchten MaRzah-
len der Bewertungsmethode. Die Menge aller gleich bewerteten Objekte oder Vor-
gange entspricht damit genau der Menge der physikalisch &hnlichen Objekte oder
Vorgange und stellt die gesuchte Losung des Bewertungsproblems dar.

Minimalitat. Die Kennzahlen ; bilden im Sinne der linearen Algebra ein Fundamen-
talsystem und haben daher dieselben Eigenschaften wie die Basis eines linearen
Vektorraums. Die notwendige und minimale Anzahl von Basisvektoren eines linea-
ren Vektorraums ist gleich der Dimension des Raumes, der durch das Basensy-
stem aufgespannt wird. Die Austauschbarkeit von Basensystemen kann damit als
formale Entsprechung zu Bemuhungen um die Entkoppelung sprachlicher Begriffe
bei der Erstellung von Hierarchien der Bewertungskriterien interpretiert werden.

Vollstéandigkeit. Linearkombinationen unabhangiger Basisvektoren eines linearen Vek-
torraums konnen den gesamten Vektorraum aufspannen und besitzen daher die
Eigenschaft der Vollstandigkeit. Damit ist gewahrleistet, dald das aus einer vollstan-
digen Beschreibung f(z1,...,z,) =0 abgeleitete Set dimensionsloser Kennzahlen
F(m,...,m™,) =0 ein vollstdndiges Set von Bewertungsgrof3en darstellt. Die phy-
sikalische Interpretation der Kennzahlen als Verhaltnisse charakteristischer Kréafte,
Langen oder Zeiten [138] liefert dabei die inhaltliche Bedeutung der Bewertung.
Dies stellt die gesuchte Lésung des Gliederungsproblems dar.

Granularitat. Wird die Modellbildung weiter verfeinert, kénnen die in der Beschreibung
f(z1,...,2,) = 0 bisher unbericksichtigte weitere k£ Grol3en z,., hinzukommen.
Dabei bleiben die friheren Bewertungskriterien , .. ., m,, unverandert und werden
nur um die zuséatzlichen Bewertungskriterien r,,,, erganzt. Dadurch wird das hier-
archische Prinzip der Detaillierung im Zuge einer fortschreitenden Verbesserung
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der Beschreibung gut unterstitzt, da die friheren Bewertungsmalizahlen aus der
gréberen Bewertung unverédndert erhalten bleiben und nur durch die Hinzunahme
weiterer Bewertungskriterien ,additiv* erganzt werden.

Modularitdt. Besitzt ein Objekt mehrere verschiedene Eigenschaften, so kbnnen diese
getrennt modelliert, bewertet und danach zusammengefliigt werden. Die Kompa-
tibilitdt der durch die verschiedenen Beschreibungen f erzeugten Kennzahlen ist
dabei gesichert, da der jeweilige Aufbau der Potenzprodukte bekannt ist und mit-
einander verglichen werden kann.

Hierarchie. Der Beschreibungsgraph zu f(zy,...,z,) = 0 und der entsprechende Be-
wertungsgraph zu F(m, ..., ,) =0 besitzen die Hierarchiestufe, die sich aus der
gewahlten Auflésung der impliziten Funktionen f(xy,...,z,) =0 nach x, und von
F(m,...,mm) = 0 nach =, ergibt. Aufgrund der automatischen Erzeugung des
Bewertungsgraphen aus dem Beschreibungsgraphen ist damit die Auflésung der
impliziten Funktion F(my,...,m,) = 0 nach einer Variablen ausreichend, um als
oberstes Bewertungsziel die Kennzahl 7, zu identifizieren. Dies stellt damit die
gesuchte Losung des Aggregationsproblems dar.

Zusammenfassend kann fur das Bewertungsproblem festgehalten werden, daf3 sich aus
der vollstadndigen Beschreibung f sowohl die Form als auch die Inhalte und die Mal3zah-
len der Bewertung F' durch Transformation sofort automatisch ergeben.

4.1.4 Kontrollen

Um die Plausibilitat der Bewertungshypothese zu Uberprifen, sind hier zusatzlich alle
wichtigen Argumente und Uberlegungen zusammengefaRt, die der Kontrolle der aufge-
stellten Hypothese dienen kénnen. Sie sind sowohl vom erkenntnistheoretischen als
auch vom mathematischen Standpunkt her begriindet und lauten im einzelnen [183]:

Konsistenz. Bei Bewertungen in unterschiedlichen Hierarchiestufen ist zu gewahrlei-
sten, dal} sich trotz unterschiedlicher Rechenwege fir 7, zueinander konsistente
Bewertungsergebnisse ergeben [123]. Dies ist durch einen Ergebnisvergleich der
beiden mdglichen Aggregationsreihenfolgen Uber f versus Uber F' in Abbildung 23
Uberprifbar. Darin entspricht f der Beschreibungsfunktion, die die Teilbeschreibun-

Tm

P K

(71-17 s 77Tm—1) ~ (xla s 7xn—1)

Tn

Abbildung 23: Konsistenzschema und Pi-Theorem

gen zu einer Gesamtbeschreibung aggregiert, die dann insgesamt bewertet wird.
Alternativ konnen dazu auch die Teilbewertungen durch F' zu einer Gesamtbewer-
tung aggregiert werden. Die Konsistenz der Bewertungsermittiung von m,, wird
durch das Pi-Theorem auf die Konsistenz der Beschreibung f zurtickgefihrt.
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Kausalitat. Die fur die Existenz einer reproduzierbaren Bewertungsgrof3e geforderte
Gesetzmaligkeit wird durch das in Abbildung 24 dargestellte Kausalprinzip [40]
untermauert. Das Kausalprinzip, in dem sich die Bewertung allein aus der Be-

(1, -+, Tm) (T1,. .., 2y)

Abbildung 24: Kausalprinzip und Pi-Theorem

schreibung im Sinne einer Ursache-Wirkungs-Kette ergibt, stimmt mit den in der
Modellbildung mittels einer vollstdndigen Relevanzliste physikalischer Grof3en ge-
gebenen Voraussetzungen des Pi-Theorems uberein.

Kontext. Da Uber das Rickeinsetzen der Kennzahlenbeziehungen in Gleichung (16) in
die Bewertungsfunktion F(my,...,m,) = 0 sofort auch die Beschreibungsfunktion
f(z1,...,2,) =0 erzeugt werden konnte folgt, daf die Lésung des Bewertungspro-
blems prinzipiell nie der Losung des Beschreibungsproblems ,vorauseilen® kann.

Die Verwendung von der Kenntnis der physikalischen Eigenschaften entkoppeltes
bzw. unabhangiges Bewertungsverfahren stellt damit eines der bislang zentralen
wissenschaftlichen Mi3verstandnisse und die wahre Ursache fir das zwangslaufi-
ge theoretischen Scheitern der Integrationsbemihungen bisheriger, scheinbar pra-
xistauglicher klassischer Bewertungsansatze in eine die Physik mit umfassende
zukinftige Konstruktionsbewertung dar.

Kriterien
kompensatorisch nicht
P kompensatorisch
funktional multiplikativ additiv
Pi-Theorem gewichtete gewichtete Summenbewertungs-
Kennzahlenmodell Produktmodelle modelle

Abbildung 25: Ubersicht tiber den Aufbau von Bewertungsverfahren [124]

Abbildung 25 zeigt abschlie3end den Zusammenhang und die methodische Einord-
nung des gezeigten Bewertungsverfahren nach dem Pi-Theorem im Kontext klassi-
scher Bewertungsverfahren aus der Literatur wie z.B. gewichteten Summen- oder
Produktmodelle. So besitzt nur das auf dem Pi-Theorem beruhende Kennzahlen-
modell die korrekte funktionale Kopplung der Teilkriterien untereinander [191, 225].

Damit sei hier die Darstellung der theoretischen Eigenschaften des Bewertungsmodells
nach dem Pi-Theorem abgeschlossen und fiir weitergehende Details auf [183] verwie-
sen. Ein Beispiel der Bewertungsmethodik enthalt der Abschnitt A.3, Dort ist dargestellt,
wie die Bewertungsmethodik tGber mehrere Verfeinerungsstufen der Beschreibung hin-
weg zur Gewinnung einer konsistenten Entwurfsbewertung verwendet werden kann.
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4.2 Neuronale Netze

Unter kiinstlichen neuronalen Netzen versteht man eine informationsverarbeitende Struk-
tur nach biologischen Vorbild. Ein Ziel der Forschung tber kiinstliche neuronale Netze ist
es, Erkenntnisse Uber die Leistungsfahigkeit der biologischen Informationsverarbeitungs-
trukturen wie z.B. Lernfahigkeit, Generalisierungsfahigkeit, sowie Fehlertoleranz und Ro-
bustheit gegenuber Rauschen zu erhalten. Zur numerischen Untersuchung der fiir diese
Konzepte entworfenen neuronale Netzemodelle werden vorwiegend geeignete Software-
programme (Simulatoren) eingesetzt.

Die Eigenschaften nicht-linearer neuronaler Netze bei der Funktionsapproximation wur-
den in bezug auf das Lernverhalten sowie die Generalisierungsfahigkeit (d.h. der Inter-
sowie der Extrapolation) nach erfolgtem Lernen bereits in zahlreichen Arbeiten unter-
sucht [152, 166, 197, 199, 215]. Dabei wurde gezeigt, dal3 neuronale Netze als univer-
selle Funktionsapproximatoren eingesetzt werden kdnnen [23, 51, 105]. Dies bedeutet,
dal’ neuronale Netze in der Lage sind, einen unbekannten funktionalen Zusammenhang
g(x) zu approximieren, von dem nur eine beschréankte Menge von p =1, .., n Punktpro-
ben {z,,...,z,}, gegeben sind. Diese Approximation eines uber die Punktproben nur
implizit gegebenen Zusammenhangs wird als Lernfahigkeit bzw. als das ,Lernen* des
neuronalen Netzes aus Muster- bzw. Trainingsdaten bezeichnet.

Trotz dieses prinzipiellen Nachweises, dal3 kiinstliche neuronale Netze universelle Funk-
tionsapproximatoren sein kénnen, gibt es derzeit fir nichtlineare Problemstellungen noch
keine weitergehenden Erkenntnisse oder allgemeingultigen Beweise Uber die

[0 Netzgréf3e und den Netzaufbau (das Netztopologieproblem), die
[0 Korrektheit der Generalisierung (das Generalisierungsproblem), sowie Uber den
0 Netzzustand nach erfolgtem Lernen (das Interpretationsproblem).

Diese drei Fragestellungen werden deshalb im folgenden speziell unter dem Blickwinkel
der Dimensionshomogenitat untersucht.

4.2.1 Ruckkopplungsfreie Neuronale Netze

Nichtlineare neuronale Netze bestehen aus k& Schichten mit bis zu j Neuronen s; je
Schicht, die die jeweiligen Neuronenwerte n; der vorhergehenden Schicht gewichtet auf-
summieren. Die Weiterleitung (Propagation) der Informationen durch das Netz erfolgt
dabei in rickkopplungsfreien Netzen (feed-forward neural networks) nur vorwértsgerich-
tet. Die Matrizen w der Verbindungsgewichte werden durch das gewahlte Lernverfahren
in den Trainingsphasen des neuronalen Netzes festgelegt bzw. iterativ verandert. Das
Summationsergebnis s an einem Neuron bestimmt sich aus den Vorgangerneuronen
und dem Offset w, zu

S = Z wW;N; + Wo (53)

Das Ergebis wird dann durch eine nichtlineare Funktion des Neurons h(s), die auch als
Transfer- oder Aktivierungsfunktion bezeichnet wird, propagiert und dient dann als einer
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der Eingangswerte in der nachsten Schicht. In der Regel werden fur die Funktionen h(s)
nichtlineare Funktionen des Typs

h(s) = (54)

verwendet, die als sigmoidale Funktionen [199] bezeichnet werden. Die spezielle Wahl
bestimmter Aktivierungsfunktionen ist hierbei biologisch motiviert [199] und dient gleich-
zeitig der Namensgebung des erstellten neuronalen Netzes.

Da neuronale Netze typischerweise aus mehreren Schichten mit einer Vielzahl von Kno-
ten und Verbindungen bestehen, werden sie alternativ zur mathematisch orientierten
Gleichungsschreibweise mehrfach ineinander geschachtelten Beziehungen bevorzugt
wie in Abbildung 26 als Netzstruktur graphisch visualisiert.

Abbildung 26: Neuronale (4,7, 1)-Netztopologie fur g(x)

In Abbildung 26 ist ein ruckkopplungsfreies Netz mit vier Eingangen zi,...,z, in der
Eingangsschicht, mit sieben Neuronen in einer verdeckten Schicht und mit einem Aus-
gang x5 in der Ausgangsschicht dargestellt. Flr neuronale Netztopologien wird auch die
Schreibweise (4,7, 1)-Netz verwendet, die Wahl der einzelnen Aktivierungsfunktionen ist
hierbei noch offen.

Die Approximationsfahigkeit riickkopplungsfreier neuronaler Netze beruht dabei vorran-
gig auf den nichtlinearen Aktivierungsfunktionen h(s). Die prinzipiellen Beschrankungen
dazu alternativer linearer neuronaler Netzwerkmodelle sind bekannt und in der Literatur
dokumentiert [155, 197].

Auf eine spezielle Eigenschaft sei an dieser Stelle besonders hingewiesen: Das Netz in
Abbildung 26 setzt sich teilweise aus einer Superposition einzelner, topologisch identi-
scher (Sub-)Netze zusammen, dies zeigt Abbildung 27.

In bezug auf die wahrend eines Lernverfahrens auftretenden Gewichtsanderungen ist es
daher denkbar, dal sich in bestimmten Fallen die in den einzelnen (Sub-)Netzen vorge-
nommenen Gewichtsanderungen in bezug auf das Gesamtnetz kompensieren kdnnen.
Dieser Gedanke wird spater in der Erstellung minimaler dimensionshomogener Netze



4 Neuronale Netze 47

noch eine Rolle spielen, da dort aufgrund von Dimensionsbetrachtungen die Redun-
danzfreiheit von Gewichten und Verbindungen insofern gezeigt werden kann, als daf3 die
spezielle Wahl eines Fundamentalsystems dimensionsloser Koordinaten und die damit
einhergehende spezielle Form einer dimensionslosen Ahnlichkeitsfunktion verbleibt.

Abbildung 27: Superposition mehrerer neuronaler (Sub-)Netze in ein Gesamtnetz

Diese Betrachtung gilt insbesondere dann, wenn die (Sub-)Netze identischen topologi-
schen Aufbau (Verbindungen, Aktivierungsfunktionen) besitzen, jedoch ist eine allgemei-
ne mathematische Analyse solcher zusammengesetzter Netze durch die mehrfache Ver-
schachtelung und mégliche Verknipfung der auftretenden Nichtlinearitaten tiber mehrere
Netzschichten hinweg i.d.R. nicht mehr geschlossen durchfuhrbar.

Andererseits sind es nach Meinung vieler Autoren gerade diese Verschachtelungen von
Nichtlinearitaten, die trotz des Mangels einer tiefergehenden mathematischen Netzwerk-
analyse sehr gute Approximationseigenschaften unbekannter funktionaler Zusammen-
hange aufweisen [144, 199, 169]. Neuronale Netze werden deshalb auch als Black-Box-
Modellierungsmethode bezeichnet, wie dies in Abbildung 28 dargestellt ist.

T
9 Neurona_le
N Netzfunktion I (:vn)
p
g
Tp-1

p
Abbildung 28: Neuronales Netz als ,Black-Box" g(x)

Es ist einsichtig, dal’ solange der Black-Box-Charakter der neuronalen Netze nicht (oder
wenigstens teilweise) durchbrochen werden kann und damit einer sinnvollen mathemati-
schen Analyse zuganglich wird, es sehr schwierig erscheint, die entstehenden Netzstruk-
turen wie in Abbildung 26 bzw. deren Aquivalent in Gleichungsschreibweise auf sinnvolle
Art und Weise physikalisch zu interpretieren.
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4.2.2 Generalisierung

Wird die Approximationsaufgabe der urspriinglichen neuronalen Netzfunktion ¢(z) in Ab-
bildung 28 auf dimensionshomogene Funktionen f(x) eingeschréankt, ist ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit die Gultigkeit des Pi-Theorems gegeben. Dies bedeutet, daf’ zur
dimensionshomogenen (Approximations-)Funktion f(z,...,z,) = 0 automatisch auch
eine dimensionslose (Approximations-)Funktion F(m,...,m,) = 0 existiert, die wie Ab-
bildung 29 zeigt, Uber die Hin- und Rucktransformation ! bzw. 7w~ in die dimensions-
behaftete Funktion f eingebettet ist.

X1
T .
. 7l Fun;tlon 1 (l“n)p
Tp—1

Abbildung 29: Ahnlichkeitsnetztopologie von f tiber F' [187]

In Abbildung 29 repréasentiert damit die jeweils erste und letzte Knotenschicht die Hin-
und Rucktransformation 7 in bzw. #=! aus dem dimensionslosen Raum. Durch Justie-
rung der Gewichte in den inneren Netzschichten mittels eines Lernverfahrens kann dann
die Approximation der unbekannten Ahnlichkeitsfunktion F' erreicht werden.

Die physikalische Interpretation der Netzknoten als Kennzahlen bzw. deren Kennzah-
lenfunktionen erschlief3t damit die Netztopologie erstmalig einem teilweisen ingenieur-
wissenschaftlichen Verstandnis [187]. Dies ermoglicht die Ableitung zweier zentraler
Aussagen Uber die Generalisierungsfahigkeit dieser neuen Klasse streng dimensions-
homogener neuronaler Netze, die im folgenden genannt sind. So ist die Generalisierung
in einem dimensionshomogenen neuronalen Netz dann und nur dann

O punktweise flr eine unbekannte Punktprobe (z,...,z,), korrekt, wenn das di-
mensionshomogene neuronale Netz ein dazu vollahnliches Trainingsmusterpaar
(z1,...,x,), fehlerfrei approximiert. Dies stellt die mathematisch notwendige Be-
dingung fur die punktweise korrekte Generalisierungfahigkeit dar, da alle physika-
lisch vollahnlichen Punkte (z,, ..., z,), auf ein und denselben Punkt mit r; , =const
zusammenfallen.

0 auf dem gesamten Definitionsbereich  der dimensionshomogenen Funktion f
korrekt, wenn das neuronale Netz nach dem Lernen die richtige dimensionslose
Annlichkeitsfunktion F(m,...,m,) =0 approximiert. Dies stellt die mathematisch
notwendige und hinreichende Bedingung flr die korrekte Generalisierungfahigkeit
dar, da aus der Ahnlichkeitsfunktion F' durch Einsetzen der dimensionslosen Po-
tenzprodukte sofort die korrekte Funktion f dargestellt werden kann.

Bei diesen Aussagen zur Generalisierungsfahigkeit ist anzumerken, daf3 es sich bei bei-
den Bedingungen um theoretische Ergebnisse handelt, die zun&chst nur fir ideal rausch-
freie Musterdaten gelten. Dies ist in praktischen Anwendungen nicht notwendigerweise
erfullt, jedoch sind trotz der auch auf Seite 9 bereits diskutierten Allgegenwartigkeit von
Melfehlern und Rauschen die Eigenschaften von Mel3daten als dimensionsbehaftete
GrofRen und die daraus abgeleiteten Prinzipaussagen unverandert gultig.
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4.2.3 Topologieinterpretation

Aus der notwendigen und hinreichenden Ausage zur korrekten Generalisierung in nichtli-
nearen ruckkopplungsfreien neuronalen Netzen ergibt sich ein neues Topologieentwurfs-
und Interpretationsschema fiir diesen Netztyp in Abbildung 30, der auch als Ahnlichkeits-
netz (similarity network) bezeichnet wird [187].

Als Folgerung aus dem Pi-Theorem ergibt sich, dal3 die erste und die letzte Schicht eines
neuronalen Netzes die entsprechenden Hin- und Riicktransformationen der Ahnlichkeits-
funktion F' darstellen missen, wie dies bereits in Abbildung 29 dargestellt ist. Durch die
Reduktion auf m =n—r dimensionslose Variablen der Ahnlichkeitsfunktion F' steht damit
in Abbildung 30 die minimal erforderliche Anzahl von Netzknoten und Transferfunktionen
in der ersten, zweiten, vorletzten und letzten Netzwerkschicht fest.

(n—1) __ _ (m-1) Fooo (1)
z-Knoten m-Knoten mm-Knoten zp-Knoten

}k fest 4—\-7 variabel 4—\-7 fest a{

Abbildung 30: Topologieschema von Ahnlichkeitsnetzen

Uber den inneren Teil der unbekannten Ahnlichkeitsfunktion F (i, ..., m,)=0, die hierfur
notwendigen Anzahlen von Knoten und Schichten kann jedoch nichts in voller Allge-
meinheit gesagt werden, da dies vorwiegend von der Wahl der m; und der Komplexitat
des unbekannten physikalischen Zusammenhangs von f bestimmt wird. Dies ist in Ab-
bildung 30 durch die Fragezeichen der inneren Schicht(en) dargestellt.

Desweiteren ist erforderlich, daf3 in Abbildung 30 zur Auflésung des letzten dimensions-
losen Potenzprodukts 7, nach z,, bis zu r Basisvariablen von der ersten bis zur letzten
Netzwerkschicht durchgeschleift werden mussen. Die Notwendigkeit solcher in biologi-
schen Vorbildern gefundener und als information shortcuts bezeichneter Verbindungen
Uber mehrere Schichten hinweg [197, 199] besitzt daher in der Modellvorstellung dimen-
sionshomogener Ahnlichkeitsnetze eine ganz nattrliche theoretische Erklarung.

Es stellt sich daher die Frage, inwieweit durch die Transformation des Approximations-
problems in den dimensionslosen Raum die Schwierigkeit des urspringlichen Approxi-
mationsproblems reduziert oder erhéht wird. Da hierfur jedoch kein allgemeingultiger
mathematischer Beweis vorliegt, kann diese Frage nur durch umfangreiche numerische
Simulationsstudien untersucht werden, die im folgenden Abschnitt dargestellt sind.
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4.2.4 Kontrollen

Durch die notwendigen bzw. hinreichenden Bedingungen flr die korrekte Generalisierung
ist zwar gezeigt, dal’ sich jedes korrekte Ergebnis einer Approximationsfunktion f stets
auch in Form einer dimensionslosen Ahnlichkeitsfunktion ' angeben laRt. Das Kernpro-
blem der Funktionsapproximation (d.h. der Lernbarkeit) einer unbekannten Funktion f
bzw. F' aus einer begrenzten Menge von p Stutzstellen (d.h. von Musterdaten) wird damit
zwar in einen anderen Raum transformiert, bleibt aber nach wie vor bestehen.

In Ermangelung eines mathematischer Beweises fur die Vorteilhaftigkeit der Transforma-
tion des Approximationsproblems von f auf F' wurden umfangreiche numerische Simula-
tionen durchgefuhrt, die im Rahmen der Untersuchungen die Sinn- und Vorteilhaftigkeit
der dargestellten Ahnlichkeitsnetze voll bestatigen konnten und auch durch andere nu-
merischen Beobachtungen [83, 185, 186] gestltzt werden. Fur die numerischen Simu-
lationen wurde das im Anhang A.5 dargestellte Warmeleitproblem zur Untersuchung der
Frage benutzt, ob sich die theoretische Konstruktion dimensionshomogener neuronaler
Ahnlichkeitsnetze nach dem Pi-Theorem auch in der stochastischen Suche mit geneti-
schen Algorithmen in der Praxis als das bestapproximierende neuronale Netz ergibt.

Aus der Vielzahl der in zahlreichen Laufen des genetischen Algorithmus gefundenen
Lésungstopologien sind hier zwei typische Losungen in Abbildung 31 und Abbildung 32
herausgegriffen. Hierbei zeigt Abbildung 31 ein neuronales Netz nach 49 Generationen.

0008 1.025 [\ 0941
T8

Abbildung 31: Netztopologie mit 0.0362 % Fehler nach 49 Generationen [185]

Als entsprechende analytische Funktion der Netzdarstellung in Abbildung 31 ergibt sich
fur das neuronale Netz in der 49-ten Generation mit den Transferfunktionen nach Glei-
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chung (205) die folgende funktionale Beziehung

0.941 cos(0.183—(0.093 In |1.2811n |rq|—1.284In |r;||)—0.001 In |rq|)

(1.2811In |r,| — 1.2841n |r;]) 1025

i = 3.919),1:001,90.998 € (55)

die sofort als nicht-dimensionshomogene Funktion ¢(x) identifiziert werden kann, da
z.B. die Argumente der transzendenten Funktionen nicht dimensionslos sind. Verfolgt
man den genetischen Algorithmus Uber mehrere Generationen weiter, zeigt Abbildung 32
wieder ein exemplarisch ausgewahltes neuronales Netz nach 71 Generationen.

Abbildung 32: Netztopologie mit 0.0011 % Fehler nach 71 Generationen [185]

Als analytische Funktion reprasentiert das neuronale Netz in der 71-ten Generation mit
den Transferfunktionen nach Gleichung (205) jetzt die funktionale Beziehung

¢ = 12.782\109191090(2 0321n |ry| — 2.033 In |r]) 0% (56)

Eine genaue Inspektion von Gleichung (56) macht den grof3en Fortschritt in der Model-
lierung des physikalischen Ph&nomens durch das neuronale Netz nach 71 Generationen
deutlich. Vernachlassigt man jeweils die dritte Nachkommastelle (indem fur zwei der
Exponenten die Naherung +1.001 ~ +1 und fur die Vorfaktoren beider Logarithmen die
N&herung 2.032~2.033 verwendet wird), so lassen sich die Summanden zu

N M
() T ()

T

(exakte LOsung) (57)

zusammenfassen. Dies entspricht bis auf einen kleinen numerischen Fehler (~ 0, 15%)
des Vorfaktors bereits der Form der exakten Losung in Gleichung (207) im Anhang.
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Tragt man die analytischen Beziehungen beider Netze samt den p Musterdaten im dimen-
sionslosen Raum der Transformationsgruppen (m, ) nach Gleichung (208) und (209)
auf, so erhéalt man die Darstellung der Ahnlichkeitsfunktion F (7, m;) = 0 in Abbildung 33.

10"
LOsung F' |
49. G.
71. G.
Ty (:%) 10 |
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Abbildung 33: Netzapproximationen der Ahnlichkeitsfunktion F' mit m, =27/ In 7, [185]

Da sich beide N&herungen nahezu Uberdecken, ist in Abbildung 34 der relative dimensi-
onslose Fehler AF/F beider Netztopologien Uber alle p-k = 60 Bewertungsmuster auf-
getragen (siehe Anhang A.5). Da das erste Netz nach 49 Generationen bereits einen
sehr kleinen Approximationsfehler besitzt wird klar, dal3 ein numerisches Fehlerkriterium
allein nicht ausreicht, um dimensionshomogene Netztopologien zu erzwingen.

107
| 49. G.
1ot 71. G.
10"
1o
AF/F [A] =
107 + dy= .I
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Abbildung 34: Relative Netzfehler der p-k Bewertungsmuster [185]

Abbildung 34 zeigt, daf’ nicht-dimensionshomogene Netze durchaus lokal an einzelnen
Punkten die dimensionshomogene L6sung in numerischer Genauigkeit Ubertreffen kon-
nen, jedoch skaliert die Approximationsgute nicht-dimensionshomogener Netze aul3er-
halb der Musterdaten wesentlich schlechter, da im Gegensatz zu den dimensionslosen
Transformationsgruppen einer dimensionshomogenen Funktion nicht die korrekte Ska-
lierung tber den gesamten Definitionsbereich vorliegt.

Aus diesen Ergebnissen ist die Vorteilhaftigkeit der Problemtransformation [83] sowie die
verbesserte Interpretation der Netztopologie leicht einsehbar, den noch offenen mathe-
matischen Beweis [123] konnen die Simulationsergebnisse jedoch nicht ersetzen.
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4.3 Fallbasiertes SchliefRen

In der Kinstlichen Intelligenz wird versucht, durch Softwareprogramme eine maschinelle
Verarbeitung und Ableitung von neuem Wissen aus bereits bekanntem Wissen zu errei-
chen. Hierflr werden in innerhalb verschiedener Schlul3folgerungsmechanismen (reaso-
ning techniques) das fallbasierte (case-based reasoning) und das regelbasierte Schlie-
Ben (rule-based reasoning) unterschieden. Auf diese Mechanismen soll hier unter dem
Blickwinkel der Dimensionshomogenitat besonders eingegangen werden.

4.3.1 ProzefRmodell

Das Prozef3modell im fallbasierten SchlieRen (case-based reasoning, CBR) formt sich
aus der Erfahrung, dal menschliches Problemléseverhalten auf der Ubertragung be-
kannter Problemlésungen auf neue Problemstellungen (d.h. ,Fallen“) beruht [1, 6, 20,
120, 140, 209, 233]. Dadurch soll ermdglicht werden, zur L6sung von neuen Problemstel-
lungen bekannte alte, aber ,ahnliche* Problemstellungen in einer Falldatenbasis nach-
zuschlagen und deren bekannte Losungen geeignet auf den neuen Fall zu adaptieren.

Problem

Retrieve

Retrieved
Ca

Learned
Case

Retain

General
Knowledge

Tested/
Repaired

Revise
Confirmed Solution Suggested Solution

Abbildung 35: Proze3modell im fallbasierten Schlieen (nach [1])

Fur die Erzeugung einer fallbasierten Schluf3folgerung lassen sich daher die folgenden
vier Kernfragen [1, 7, 233] aufzahlen, die in der Literatur als sogenanntes Prozel3mo-
dell [1] bekannt sind. Die Kernfragen sind das

[0 Bereitstellen des ahnlichsten Falles (Retrieve), das

[0 Wiederverwenden des darin enthaltenen Wissens (Reuse), das
[0 Anpassen der vorgeschlagenen Losung (Revise), sowie das

0 Aufbewahren der Erfahrungen (Retain).

Diese Ablaufsequenz des aus Retrieve, Reuse, Revise und Retain bestehenden Prozel3-
modells ist zunachst in Abbildung 35 dargestellt und dient zur Visualisierung der offenen
Fragestellungen im fallbasierten Schliel3ens.
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Ein genaueres Ablaufschema des Prozef3modells in Abbildung 35 ist in Abbildung 36
dargestellt. Da flur die Korrektheit des fallbasierten Schlie3ens bisher kein allgemeingul-
tiger Beweis bekannt ist, sind die in der Vorgehensweise angenommenen Vorgénge als
Rechtecke und die erforderlichen Wissensbausteine als Ovale dargestellt [209]:

0 (Assign Indexes). Aus der Reprasentationsform eines neuen Falles mul3 eine ge-
eignete Abstraktionsform (Index) erzeugt werden. Hierflr wird in Abschnitt 4.3.2
eine geeignete Methode entwickelt.

[0 (Retrieve). Die erzeugte Abstraktion der Fallreprasentation wird zum Durchsuchen
der Fallbasis verwendet, mit der auf existierende Losungen zuriickgegriffen werden
kann. Das Suchergebnis eines alten Falles enthélt auch die frihere Losung.

0 (Modify). Die frihere Loésung wird an den neuen Fall angepalf3t und als Lésung fur
den neuen Fall vorgeschlagen. Die Adaption gehdorte bisher zu den am schlech-
testen verstandenen Teilen des fallbasierten SchlieRens [20, 43, 233] und wird in

Abschnitt 4.3.3 behandelt.
linput

indexing assign
rules indexes

input+indexes

prior solution

store mod |fy mOfrISICeasnon

proposed solution

assign working test new

solution _ rules
solution

failure

description
predictive : causal :
features explam analysis repair

Abbildung 36: Case-Based Reasoning Flowchart (nach [209])

[0 (Test). Die vorgeschlagene Losung wird erprobt, indem sie ausprobiert wird und
entweder die Erwartungen erfillt oder nicht. Hierfur wird in diesem Kapitel ein
geeignetes Kriterium angegeben.

[0 (Assign and Store). Neue vorgeschlagene Losungen werden in geeigneter Form
in der Falldatenbasis abgelegt. Durch die in Abschnitt 4.3.3 dargestellte Methode
kann eine redundanzfreie Minimalform der Falldatenbasis erreicht werden.

O (Explain, Repair and Test). Scheitert die vorgeschlagene Lésung, wird das Schei-
tern versucht zu erklaren, die vorgeschlagene Losung erneut geeignet abgeandert
und nochmals getestet.
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Notwendig fir die in Abbildung 36 enthaltenen Schritte ist die geeignete Bildung der
Fallabstraktionen [20], die den Zugriff auf die Falldatenbasis ermdglichen. Die hierftr als
notwendig erachteten Wissensbausteine sind in Abbildung 36 als Ovale gekennzeichnet
und umfassen im einzelnen [209]:

OO (Indexing Rules). Nach dem bisherigen Kenntnisstand h&ngt die Bildung von Ab-
straktionen vom interessierenden Zweck ab und muf} jeweils geeignet konstruiert
werden.

[0 (Case Memory). Die Falldatenbasis umfaldt das gesammelte Fallwissen. Hierfur
kann auf geeignete vorhandene Datenbanken, Speicher- und Retrievalverfahren
zuruckgegriffen werden.

O (Similarity Metrics). Passen mehrere Falle auf die Fallabstraktion, ist Uber einen ge-
eigneten Ahnlichkeitsbegriff der ahnlichste Fall in der Falldatenbasis zu bestimmen.
Dies stellt eine der zentralen Problemstellungen dar.

0 (Modification Rules). Die Modifikationsregeln legen fest, wie die L6sung eines alten
Falles auf einen neuen Fall angepalfit werden kann.

[0 (Repair Rules). Die Ursachenanalyse gescheiterter Losungen hangt wesentlich
von verfligbarem Zusatzwissen ab.

Prototypische Implementationen sogennanter Expertensystemschalen (shells) sind mit
den CBR-Sytemen INRECA [21] und CBR WORKS [203] fiir fallbasierte Systeme verfiig-
bar. Entsprechend dem ,Schalencharakter” dieser Systeme stellen diese zwar die Funk-
tionalitaten der Datenzugriffe bereit, jedoch muf3 der in einer bestimten Anwendung zu
verwendende Ahnlichkeitsbegriff noch vom Benutzer zur Verfligung gestellt werden. Dies
liegt in der in voller Allgemeinheit in der Informatik noch ungekléarten Frage nach dem
Ursprung und Wesen von ,Ahnlichkeit‘ begriindet. Die Erstellung eines Ahnlichkeitsbe-
griffes wird daher im CBR als eine der zentralen Problemstellungen benannt [233].

Die Grundlage fiir die Erstellung eines Ahnlichkeitsbegrifs stellt die Fallbeschreibung dar,
die kurz nur als ,Fall* (case) bezeichnet wird. Ein Fall besteht aus einer Problembe-
schreibung, einer Losung und einer Erlauterung [16]. Diese Definition der Fallreprasen-
tation kann fur die hier im folgenden betrachtete reellwertige Fallklasse auf eine Pramisse
samt zugehdriger Konklusion eingeschrankt werden, die nach Definition 8 aus einer Li-
ste reellwertiger Attribute besteht, die der unbekanten funktionalen Modellvorstellung f
(d.h. einer unbekannten Regel) in der Problemdomane genugen.

Definition 8 Existiere als Regel die unbekannte Funktion z, = f(zy,...,z, 1) in einer
Problemdomane, so gilt fur eine bestimmte Punktprobe dieser Funktion, d.h. eine be-
stimmte Wahl p der Parameter (zy,...,x,), die f erfullen

Tiyery Ty —> Ty (58)
——— N~~~
Pramisse Konklusion

Diese Beziehung wird innerhalb der gewahlten funktionalen Modellvorstellung zur Defini-
tion des Begriffs des fallbasierten SchlieRens verwendet. In der speziellen Terminologie
der Kunstlichen Intelligenz bedeutet dies, dal3 die Konklusion z, immer dann eintritt,
wenn die Pramisse zq, ..., x,_; erfullt ist.
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Fur das regelbasierte Schliel3en ergibt sich dann in diesem Zusammenhang sofort die
entsprechende Definition 9.

Definition 9 Existiere in einer Problemdoméne die Funktion z,, = f(z1,...,z, 1) als Re-
gel, so gilt fir den Zusammenhang zwischen Pramisse (zi, ..., x, 1) und Konklusion z,
die Beziehung

f(zvla"'axnfl) — Tn (59)
Pramisse Konklusion

die sich Uber den gesamten Definitionsbereich der EinfluRgro3en erstreckt. Diese Be-
ziehung wird innerhalb der gewéhlten funktionalen Modellvorstellung zur Definition des
Begriffs des regelbasierten SchlieRens verwendet.

Aus den Modellvorstellungen der Definitionen 8 und 9 kann nun das zentrale Problem des
fallbasierten SchlieRens, die Ubertragung der ,Schlufolgerung eines bekannten Falles p
auf einen unbekannten neuen Fall ¢“, als Funktion des Ahnlichkeitsbegriffs sim;(q) (von
similarity) in Abbildung 37 definiert werden. Der/die gesuchte(n) Ahnlichkeitsbegriff(e)

fimj(q) = simj(p)J — Ssim_l(sim((xn)p)) — (mn)q)/

Pramisse Konklusion

|dentitat Bereich des fallbasierten Schliel3ens (CBR) Regel

(4=a.p=p) Abbildung 37: Grenzwerte des Ahnlichkeitsbegriffs sim;(q) (p,g€f)

sim;(q) mussen daher als Grenzfélle sowohl die Identitat (d.h. die Schluf3folgerung von
g auf ¢ selbst) als auch beliebige bestimmte Instantiierungen ¢ aus dem gesamten Defi-
nitionsbereich der Regel (d.h. ¢ € f) korrekt erfillen kénnen. Daraus folgt, daf3 die Kon-
struktion eines Ahnlichkeitsbegriffs sim;(g) als Kernproblem des fall- bzw. regelbasierten
SchlieRens anzusehen ist, der entsprechend Abbildung 37 konsistent in die Identitat und
die Regel Ubergehen kénnen muf3.

Im Vergleich zu dem hier spéter in Gleichung (65) abgeleiteten objektiven Ahnlichkeitsbe-
griffs hing bisher im fallbasierten SchlieRen die Wahl eines speziellen Ahnlichkeitsbegriffs
jeweils vom interessierenden Zweck ab. Um gewisse Mengen von Objekten, die einander
als ,ahnlich* angesehen wurden, zu Clustern zusammenzufassen und die gemeinsamen
Merkmale des Clusters als eine Abstraktion der Objekteigenschaften aufzufassen, wur-
de bisher unter ,Ahnlichkeit* eine unscharfe Relation zwischen zwei Fallreprasentationen
verstanden, deren ,Ahnlichkeit* in der Regel durch reellwertige Funktionen als ein soge-
nanntes Ahnlichkeitsmal dargestellt wurden [132, 233].

Als AhnlichkeitsmaR wurde bisher (neben anderen Moglichkeiten wie z.B. gewichteten
Varianten [6] (Hyperellipsiode) von Gleichung (60) und Voronoi-Umgebungen [233]) flr
reellwertige Attribute die folgende MiINKowskI-Norm d°(z,, z,) mit

n 1/k
A(2p,0) = d*((21, 20y @1y m)g) = | D i — il (60)
1=1
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und k € {R" |k > 1} zur Erstellung des Abstandsmalfies aus der Fallreprasentation zweier
Féalle p und ¢ verwendet [97]. Diese Norm d* geht fir x = 1 in die Betragsnorm, fur x = 2
in die EukLIDsche Norm und fur k — oo in die Maximumnorm Uber.

4.3.2 SchlieRverfahren

Wird entsprechend dem Einbettungssatz das in Abschnitt 3.4 dargestellte dimensions-
homogene Funktionenmodell nach dem Pi-Theorem als formale Grundlage fur die Ein-
bettung des fallbasierten (und des regelbasierten) Schlie3ens in den Bereich der Natur-
wissenschaft und des Ingenieurwesens verwendet, so ergeben sich fir die Definitionen 8
und 9 sofort deren dimensionshomogene Entsprechnungen in den Satzen 2 und 3.

Satz 2 Giltin einem Fall p mit der vollstandigen und dimensionshomogenen Fallbeschrei-
bung (zi,...,x,), und der Pramisse (zi,...,z,_1), die Konklusion z,, so gilt die trans-
formierte Pramissen-Konklusions-Beziehung

TlyeeosTmel  —>  Tm (61)
N————— N~
Pramisse Konklusion

aul3er fur Fall p auch fur alle Falle ¢, die zum Fall p physikalisch vollahnlich sind und
deshalb eine zum Fall p identische Pramisse besitzen. Dies ist der konstruktive Beweis
fur die Korrektheit des fallbasierten Schliel3ens.

Nach der Befriedigung von Definition 8 durch Satz 2 ergibt sich durch Ausdehnung von
Satz 2 auf den Definitionsbereich von f das gesuchte Ergebnis fur das regelbasierte
Schliel3en durch:

Satz 3 Sei z, = f(z1,...,z, 1) die korrekte Konklusion der Regel f aller Fallbeschrei-
bungen p einer physikalischen Beziehung mit der Pramisse (z ..., z,_1),, SO gilt auch
immer die transformierte Regel F' in der Form

F(Wla . ";7 7TTn—l)J — Tm (62)
Pramisse Konklusion

da F' lediglich die durch das Pi-Theorem garantierte und in den Transformationsgruppen
umgeschriebene Form von f ist. Dies ist der konstruktive Beweis fur die Korrektheit des
regelbasierten Schliel3ens.

Satz 2 stellt die Befriedigung von Definition 8 dar und macht dartber hinaus deutlich,
warum in Definition 8 und in Abbildung 37 links fallbasiertes Schlie3en zunachst als die
Identitat, d.h. als die Abbildung von ¢ auf ¢ selbst, definiert werden muf3te. Es wére
jedoch falsch anzunehmen, daf die Abbildung von ¢ auf ¢ selbst sich aus der notwen-
digen Betrachtung des fallbasierten SchlieRens herausnehmen lieRe und z.B. mit dem
definitorisch unschérferen Ausdruck des ,Fallwissens” bezeichnet werden kénnte.

Dies ware nur unter starkem Verlust der verstandesmalligen Scharfe fir das Problem-
verstandnis maoglich, da bei Vorliegen der Pramisse von ¢ aufgrund des experimentell
Uberprufbaren Kausalitatscharakters von F' immer die Konklusion von ¢ im Sinne des
fallbasierten Schlie3ens eintreten mul3, unabhangig davon, ob der Fall ¢ nun schon be-
kannt ist oder nicht.
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4.3.3 Ahnlichkeitsbegriff

Zur Ermittlung der Lésungsmenge der zu p vollahnlichen Falle ¢, die durch die dimen-
sionslosen Gruppen m; nach Gleichung (16) festgelegt sind, wird der verwendete Ahn-
lichkeitsbegriff in Form der folgenden zwei Definitionen 10 und 11 angegeben.

Definition 10 Die Ahnlichkeitstransformation (d.h. die Abstraktion) 7 : X ~ II des di-
mensionsbehafteten Raumes X in den dimensionslosen Raum Il mit j=1, ..., m lautet

,
sim;(Ty,...,0,) = T = Tjir Hx;aji (63)
1=1

und ist surjektiv, da mit m=n—r der R* auf einen R™ abgebildet wird. Durch die Dimen-
sionsreduktion mit m < n kénnen verschiedene Urbilder identische Bilder haben.

Daher wird im folgenden unter den Begriffen ,Ahnlichkeit und ,Ahnlichkeitsbegriff* im-
mer die physikalisch begriindete Bildung von Ahnlichkeitskennzahlen verstanden und der
physikalische Ahnlichkeitsbegriff in der Informatik im Sinne einer Abstraktion verwendet.

Definition 11 Die inverse Ahnlichkeitstransformation = ': IT — X des dimensionslosen
Raumes II in den dimensionsbehafteten Raum X mit j=1, ..., m lautet

,
sim{l(xl,...,xn) = Tj = ﬂij?ji (64)
i=1

und ist nicht eindeutig, da mit n=m-+r der R™ auf einen R" abgebildet wird. Die Dimen-
sionsexpansion bedeutet, daf3 identische Urbilder verschiedene Bilder haben kdnnen.

Fur die allgemeine Ahnlichkeitsaussage ergibt sich mit Abbildung 37 und Gleichung (63)
bzw. (64) in Ubereinstimmung mit dem Pi-Theorem als formal notwendige und hinrei-
chende Bedingung ganz allgemein tber die Ahnlichkeitsfunktion '

T r r
— Qi —yg ~¥(m-1)i
T, = |I$Z F(xr+1||xi ,...,xn,lllxi ) (65)
i=1 i=1 i=1

wobei sich Gleichung (65) natirlich im speziellen Fall der Voll&hnlichkeit zweier Félle p
und ¢ mit 7; , =, , sich ohne Kenntnis von F' zu einer reinen Umskalierung auf

T r
Tng = sim; (simj(zny)) = [[afm o, [Joigm (66)
=1 =1

reduziert. Entscheidend ist, daR damit die zwei Ahnlichkeitsbegriffsbildungen nach Glei-
chungen (66) oder (65) mit (60) i.A. unvertraglich sind. Dies liegt darin begriindet, dai3
nach Gleichung (65) der Ahnlichkeitsbegriff in dimensionslosen GroRen ermittelt wird,
wéahrend der klassiche Abstandsbegriff in Gleichung (60) im Raum der dimensionsbehaf-
teten GroRRen bestimmt wird. Es ware bereits ein erster Fortschritt, die MINKOwsKI-Norm
dimensionslos als d*(m,, w,) zu bestimmen. Die Ahnlichkeitsaussage in Gleichung (60)
z.B. fur k=2 besitzt jedoch wegen ihrer isotropen Eigenschaften als Norm i.A. nicht die
vollig gleichen Eigenschaften wie die Gleichung (65) [189]. Diese Inkonsistenz wird im
folgenden Beispiel illustriert.
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4.3.4 Kontrollen

Stellt man den neuen dem klassischen Ahnlichkeitsbegriff am Beispiel der Gasturbine
im Anhang A.3 gegenuber, so erhalt man fur Gleichung (65) die in Abbildung 38 ent-
haltene Ahnlichkeitsaussage, die auf dem beweisbaren Zusammenhang zwischen der
Beziehung F'(m, m5) = 0 im 2-dimensionalen I1-Raum und der nach Gleichung (64) riick-
transformierten Beziehung f(Wy, Q4,Qz) = 0 im 3-dimensionalen X-Raum beruht.

0.8 1500

1000

N

500-

Abbildung 38: Rucktransformation vollahnlicher Falle (gleichfarbig)

In Abbildung 38 sind dazu die Farbtone so gewahlt, daf? identische Farbtone die im Sinne
der Ahnlichkeitstheorie vollahnlichen und damit korrekt aufeinander abbildbaren Gastur-
binen bedeuten. Entsprechend Satz 2 kann daher von der Kenntnis einer bestimmten
Turbine p mit einer bestimmten Farbe in X mit der Falldarstellung (Wy, Q4,Qz), Kor-
rekt fallbasiert auf alle anderen gleichfarbigen (d.h. vollahnlichen) Falle ¢ (entlang von
Ursprungsgeraden) geschlossen werden.

Abbildung 39: Isotrope Distanzmalibetrachtung (Voronoi-Gebiete gleichfarbig)

Im Gegensatz dazu ist in Abbildung 39 die physikalische Aussage eines klassischen
isotropen Distanzmal3es nach Gleichung (60) im fallbasierten Schlie3en dargestellt. Da-
zu werden acht Voronoi-Umgebungen von acht bekannten Fallen als ,Einzugsgebiete”
fur die Erzeugung einer fallbasierten Schluf3folgerung verwendet [233]. In Abbildung 39
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wurde dazu jedes der acht Voronoi-Gebiete im 3-dimensionalen X-Raum mit einer ei-
genen Farbe versehen und anschlieliend &ahnlichkeitstransformiert. In der Ergebnisvi-
sualisierung wurden dabei die resultierenden Farbstreifen im 2-dimensionalen IT-Raum
leicht perspektivisch nach hinten verschoben. Dabei ergeben sich aus der Isotropie
des Distanzmal3es nach Gleichung (60) physikalisch falsche Ergebnisse, da nach Glei-
chung (65) physikalisch korrekt nur jedes der acht Farbgebiete (d.h. jeder der acht Falle)
einen einzigen vollahnlichen Punkt im II-Raum besitzt und sich daher keine ausgedehn-
ten Farbstreifengebiete ergeben durften.

Dieser Widerspruch fuhrt zur Verwerfung des bisherigen, auf einem Abstandsmalf3 beru-
henden Ahnlichkeitsbegriffs, da nach dem Einbettungssatz von Seite 35 keine inkonsi-
stente Begriffsauffassung von ,Ahnlichkeit“ im offenen Widerspruch zur Physik existieren
kann. Fur das in Abbildung 36 dargestellte FluRdiagramm des fallbasierten Schliel3ens
ergibt sich damit das folgende theoretisch gestltzte Ablaufschema nach Abbildung 40,
in dem alle theoretischen Entsprechungen zu den verbalen Beschreibungen in Abbil-
dung 36 enthalten sind.

query Tp,q?

group assign
transform (15, Tm)q

input+indexes

case retrieve similarity
memory (15 o T )p theory

linput (z15.3Tn-1)q

prior solution
store modify inverse
(fvu ) fvn)q xn=7rml:llxi ™ transform
A
proposed solution
aSSign working te,)St
Ty ooy T solution = new
( Lo m)q Tm,q =~ Tm,p [“solution
failure
description
yes explain o repair
AT pm,g=0 dm, — 0

Abbildung 40: Theoretisch gestitzte Case-Based Reasoning Flowchart [189, 190]

Dem Gultigkeitsbereich dimensionshomogener Modellvorstellungen kommt daher in der
Konstruktion von Ahnlichkeitsbegriffen eine zentrale Bedeutung zu [189, 190]. Fir das
fall- und regelbasierte Schliel3en folgt fir reellwertige und dimensionsbehaftete Fallbe-
schreibungen allgemein, daf3 bisherige klassische, im X-Raum definierten Distanzmal3e
nach Gleichung (60) immer dann keine korrekten und physikalisch konsistenten Ahn-
lichkeitsmal3e darstellen kbénnen, wenn sie den im dimensionslosen II-Raum gultigen
Annlichkeitsaussagen (insbesondere den Isolinien mit m; =const) widersprechen.
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4.4 Mustererkennung

Die Forschungsanstrengungen auf dem Gebiet der Mustererkennung z.B. in der Schrift-
und der Spracherkennung sowie des Computersehens haben in den letzten 25 Jahren ei-
ne starke Zunahme erfahren. Hierbei |43t sich die Mustererkennung als inverse Problem-
stellung zu der digital bereits sehr weitgehend beherrschten Erzeugung von Bild- und
Tonmedien auffassen und kann damit im Verstandnis einer echten zukunftigen Mensch-
Maschine-Kommunikation als einer der letzten grof3en Engpasse in der Erstellung dieser
Informationsschnittstelle angesehen werden.

Entsprechend den Grundlagen zur Mustererkennung [52, 84, 110, 174] werden die Verar-
beitungsschritte und Fragestellungen der Bildreprasentation, sowie der anschlielRenden
Objektklassifikation in Abbildung 41 zun&chst vereinfacht dargestellt.

| et |
Objekt- Bildrepra- | Klass:fl[k?tlonsaufgabe |
realitat sentation | —Qualtativ '

I — quantitativ !

Abbildung 41: Klassifikationsaufgabe in der Mustererkennung

Diese Verarbeitungsschritte kénnen naturlich nur einen zentralen Ausschnitt aller me-
thodisch sehr unterschiedlichen Losungsansétze im Gesamtgebiet der Bildverarbeitung
darstellen. Hierzu zéhlen auch z.B. Verfahren zur Rauschfilterung und zur Objektseg-
mentierung, die der Objektklassifikation in Abbildung 41 vorgeschaltet werden kénnen.

Die Klassifikation in der Bildverarbeitung ist im weitesten Sinne nicht nur eine Objekt-
eigenschaft, sondern hangt vom Kontext ab. FUr das erforderliche Weltmodell kommen
daher Techniken aus der Kunstlichen Intelligenz (String- und graphenbasierte Gramma-
tiken, Expertensysteme, neuronale Netze, sowie weitere numerische, symbolische und
wissensbasierte Verfahren [119, 160, 161, 208, 235]) zum Einsatz. Diese Verfahren bein-
halten jedoch stets auch die Klassifikationsaufgabe in Abbildung 41.

4.4.1 Modellvorstellung

Fur die algorithmische Implementierung der Objektklassifikation wird in der Mustererken-
nung typischerweise die Vorstellung in Abbildung 42 verwendet. Von zentraler Bedeutung
ist die darin auftretende Dimensionsreduktion der Informationsdarstellung des Objekts.

Objekt- () | Bildrepra-| (7) |Merkmals-{ (m) | Klassi- | (1) Objekt-
realitat sentation extraktion fikator klasse

Abbildung 42: Dimensionsreduktion in der Klassifikation

Die Objektreprasentation der urspringlich unendlich feinen Aufldsung wird dabei im Zu-
ge der Abbildung auf eine Bildreprasentation mit n Pixel, der anschlie3enden Extraktion
einer bestimmten Anzahl von m Merkmalen sowie in einem Klassifikator, der eine Zuord-
nung des Objekts in eine Objektklasse ermdglichen soll, immer weiter reduziert.
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Wahrend in Abbildung 42 fiir den ersten Schritt der Digitalisierung mittels Scanner oder
CCD-Kamera eine Theorievorstellung existiert, ist fur die folgenden zwei Schritte der
Merkmalsextraktion und der darauf aufgebauten Klassifikation noch keine umfassende
Theorie der Mustererkennung bekannt, die befriedigende bzw. beweisbare Antworten
auf die drei folgenden zentralen Fragen der Mustererkennung geben konnte:

[0 Kann es (Uberhaupt) eine minimale Menge von (Bild-)Merkmalen geben und wie
werden diese Merkmale konstruktiv gefunden ?

[0 Gibt es eine Klassenzugehdrigkeitsfunktion der Bildobjekte und wie kann diese ge-
funden werden ?

0 Wie hangen Auflosung, Merkmalsanzahl und die Diskriminanz der Klassenzugeh6-
rigkeitsfunktion qualitativ und quantitativ zusammen ?

Bereits die Formulierung der dritten Kernfrage zeigt, dal3 diese Fragen keinesfalls unab-
hangig voneinander zu stellen sind. Insbesondere zeigt sie, dal’ eine Unvollkommenheit
in der Auflésung und jede Unsicherheit in der Merkmalsselektion nattrlich auch die Pra-
zision und Eindeutigkeit der nachfolgenden Klassifikation und der daraus im Klassifikator
abgeleiteten Klassenaussage mit beeinflussen wird.

Wesentlich fur das grundlegende Verstandnis der drei Kernfragen in der Mustererken-
nung ist die mit der Dimensionsreduktion co — n, n — m und m — 1 aus Abbildung 42
folgende Erkenntnis, dal3 im mathematischen Sinne die Abbildung der realen Bildszene
auf eine Darstellung als Analog- bzw. Digitalbild mdglichst bijektiv sein sollte, wahrend
die anschlieBende Merkmalsextraktion aus dieser Reprasentation sowie die Bildung ei-
nes Klassenbegriffes aus diesen Merkmalen dagegen surjektiv sein muf3.

Fur die Bildreprasentation garantiert die Forderung der Bijektivitat, dafd die Reprasen-
tation eine zwar andersartige aber gleichwertige Darstellung ist, die (unter der aus der
Endlichkeit folgenden Einschrankung n < oc) durch Rucktransformation wieder in das
Urbild zuriick verwandelt werden kénnte. Diese bijektive Forderung der Gleichwertig-
keit der Darstellungen wird von vielen Integraltransformationen (z.B. Fourier-, Wavelet-
oder Momententransformation) erfullt. Oft werden deshalb die Koeffizienten a,, einer
Integraltransformation nach Gleichung (67) zur Bildreprasentation und anschliel3ender
Merkmalsextraktion verwendet.

—+00 400

(pg = //g(x,y,p,q)h(m,y)dmdy (67)

—00 —00

In Gleichung (67) ergeben sich fur die Wahl des Kerns zu g(z,y,p,q) = 2Py? die sehr
haufig verwendete Koeffizientendarstellung der Bildfunktion h(z, y) als hhere Momente.

Fur die in Abbildung 42 im Anschlufd an die Bildreprasentation weiter erforderlichen Ver-
arbeitungsschritte, in denen von der Bildreprasentation tber die Merkmalsextraktion und
Klassifikation zu einer Klassenzugehdrigkeit abstrahiert wird, kann die geforderte Ab-
straktion nur durch einen surjektiven und damit nicht mehr eindeutig umkehrbaren Abbil-
dungscharakter der Merkmale und der Klassifikationsfunktion gewonnen werden.

Der Einsatz der Momententransformation als Bildreprasentation und zur anschlie3enden
Merkmalsgenerierung in Form von Invarianten ist eine klassische Vorgehensweise in der



4 Mustererkennung 63

Mustererkennung [208, 219]. Hierfur werden entsprechend Gleichung (67) mittels Glei-
chung (68) die sogenannten regularen Momente 7, eines Bildes [98] definiert.

+00 400

Tpg = //xpth(x,y)dxdy (68)

— 00 —00

Die Funktion h ist der Bildwert h(x,y) an der Stelle (z,y). Bei einem monochromen Bild
(kurz: S/W-Bild) sind die mdglichen Werte von h lediglich 0 und 1, in Grauwertbildern mit
z.B. 16 Graustufen nimmt h die Werte {0,1/15,2/15,...,15/15} an. Die uneigentlichen
Integrale beziehen sich stets auf den Bildbereich und sind daher immer endlich.

Die bevorzugte Verwendung von hoheren Momenten rihrt dabei aus der Eigenschatt her,
daB3 sich die Momente r,, in Gleichung (68) mit den hierfur gultigen Vereinbarungen

—+00 400 —+00 400

- / / Way)dedy — (69) o= / / ryh(r,y)dedy  (72)
400 00 +00 +00

rio = //xh(x,y)d:vdy (70) Tog = //th(:v,y)dxdy (73)
400 00 +00 +00

oy = //yh(x,y)dﬂfdy (71) rop = //fh(ﬂﬁay)dﬂfdy (74)

durch Wahl geeigneter Schwerpunktskoordinaten z,7 und einer Drehung ¢ (zur Vor-
zeichendefinition siehe Tabelle 27) in bezug auf das objekteigene Hauptachsensystem
(xp, yp) in Abbildung 43 invariant gegenuber Translation und Rotation machen lassen. Mit

T = 2 (75)
Too

po= (76)
Too
1 2

p = —arctan <$> (77)
2 T90 — T02

kann mit den Schwerpunktskoordinaten 7,7y eine Translationsinvarianz der ursprungli-
chen Momente r,, in Gleichung (68) erreicht werden, die dann als Zentralmomente s,
bezeichnet werden.

“+o00 +o00

i = [ [ o= -0 by dody (78)

—0o0 —O0

Fur die Formulierung der Rotationsinvarianz ergibt sich Gleichung (79), die aus den Zen-
tralmomenten 1, unter Verwendung des Winkels ¢ eine genaue numerische Berechnung
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der rotationsinvarianten Zentralmomente i, des gedrehten Pixelbildes ermdglicht.

J k .
s (7] k j—1r+S (o3 r—s
e = Z(_l)k (r) (s) (cos )7 ™ (sin @) ik p g (79)

r S

Abbildung 43 zeigt die Vereinbarungen des neuen objekteigenen Hauptachsensystems
(xp, yp) Nach den Definitionen in Gleichungen (75), (76) und (77).

Y1 AN
Yb v

ymam

Ty

<

0 T Tmax x

Abbildung 43: Koordinatendefinitionen eines Bildobjekts

In der Praxis der computergestiitzten Bildverarbeitung treten vorrangig digitale Bilder
endlicher GroRRe auf, wobei der Speicherplatzbedarf von der Auflosung und der Anzahl
der Farbwerte (Farbtiefe) etc. abhangt. Liegen die Objektbilder in digitaler Form vor, wer-
den die Integrale damit zu Summen, die Integrationsgrenzen +oco werden entsprechend
auf die GroRe des vorliegenden Pixelbildes (4., Ymaz) D€ZOgen. Fir die vorherigen De-
finitionen ergeben sich damit die Entsprechungen der Gleichungen (68), (78) und (79) in
Summenschreibweise:

Ymazr Tmazx

Tpg = Z Z a? y? f(z,y) (80)

y=0 z=0

Ymazr Tmazx

g = DY (=T (y—7)" f(z.y) (81)
A A (b |

o = 0 (D) () coser o in o s 82)
r=0 s=0

Die Zentralmomente kdnnen desweiteren durch geeignete Normierung auch invariant
gegenuber einer isotropen Skalierung der Objektabmessungen gemacht werden. Unter
isotroper Skalierung ist hierbei die Streckung aller Bildabmessungen um einen Faktor «
zu verstehen, siehe Abbildung 44.

Um den Skalierungsfaktor « in den Bildmerkmalen zu eliminieren, werden in der Muster-
erkennung die Zentralmomente traditionell geeignet normiert. Die normierten Zentralmo-
mente 7,, werden dazu mit dem Moment 1, in folgender Weise gebildet [98]:

— Hpq (83)

Mg = T}
Hoo
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a=0,4 a=0,7 a=1 «

Abbildung 44: Skalierung eines Bildobjekts mit «

Die normierten Zentralmomente 7,, sind damit dimensionslos und invariant gegen eine
richtungsunabhangige Skalierung. Im Vorgriff auf die im Abschnitt 4.4.2 dargestellte di-
mensionshomogene Merkmalsgewinnung wird darauf hingewiesen, dald die normierten
Zentralmomente dimensionslose Potenzprodukte sind. Aufgrund dieser Eigenschaft sind
sie automatisch invariant gegen Mal3stabsanderungen der Form

y = ay (85)

wie sie durch die richtungsunabhangige Skalierung in Abbildung 44 dargestellt ist. Des-
weiteren wird im Vorgriff auf die im Abschnitt 4.4.2 folgende dimensionshomogene Merk-
malsgewinnung untersucht, wie sich bei in z- und y-Richtung unterschiedlicher Skalie-
rung der Objektabmessungen in Gleichungen (86) und (87) mit

¥ = ax (86)
y = By (87)

die Beziehungen zwischen den nun richtungsabhangig skalierten regularen Momenten
r,, Und den ursprunglichen regularen Momenten 7, ergeben [58].

+00 400

'y = //:v'p v f(2y) da' dy

— 00 —00

+00 400

= oft!gett / / 2Pyt f(z,y) dedy = ot BT 1, (88)

—00 —0O0

Ebenso ergeben sich y;,, = a?*t gt und insbesondere py, = a8 pgo. FUr die nor-
mierten richtungsabhangig skalierten Zentraimomente 17, folgt somit [58]:

7 aPtt gitty, p=q ,a—p
Ty = pfj 1= (o )pgqpql =a 7 [, (89)
oo 0 Hoo

Aus Gleichung (89) ist ersichtlich, daf} das normierte Zentralmoment 7,, eines Objek-
tes nur dann ein konstantes Merkmal darstellen kann, wenn die Skalierungsfaktoren
in beiden Richtungen gleich sind, dies bedeutet daf 1, = n,, nur gilt falls « = 3 ist.
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In [176, 177] wird fur die Berechnung der richtungsabhangig skalierten Zentralmomente
die folgende Gleichung (90) angegeben, die Gleichung (89) entspricht:

P—q

o (o)
npq - (6) npq (90)

Eine explizite Berechnung von 7 ist in Gleichung (90) jedoch nur mit Kenntnis des Quo-
tienten von o und g moglich. Bei gleichmaRiger Skalierung aller Langen eines Bildes
um den gleichen Faktor oo = 3 folgt mit n,, = 7,4 die Invarianz gegen gleichmaRlige Ska-
lierung. Abbildung 45 zeigt anschaulich die richtungsabhangigen und -unabhéangigen
Skalierungen mit unterschiedlichen bzw. gleichen Faktoren « und £.

g

Npq = CONSt

0,5 1 a

Abbildung 45: Skalierung eines Bildobjekts mit « und 3 in unterschiedliche Richtungen

In der Umsetzung der klassischen Mustererkennung nach der Momentenmethode ergibt
sich entsprechend Abbildung 42 mit den gezeigten Uberlegungen und Herleitungen die
folgenden Teilschritte: Bildreprasentation in die regularen Momente r,,, anschlie3ende
Extraktion von m translations-, rotations- und skaleninvarianten Merkmalen 7,,, sowie
der abschlieRenden Klassifikation in einem Klassifikator, siehe Abbildung 46.

() | Momente| () |Merkmale| (m) | Klassi- | (1) Klasse
Tpq Tpq fikator JE

Abbildung 46: Klassische Merkmalsextraktion in der Mustererkennung

Im Aufbau des Klassifikators in Abbildung 46 kommen z.B. neuronale Netze [58] oder
auch statistische Klassifikatoren zum Einsatz [110, 174]. Die erwahnte Surjektivitat der
extrahierten Merkmale und in der Klassifikation sind durch die Abbildung mehrerer Ob-
jekte auf eine identische Merkmalsreprasentation und Klassenzugehdarigkeit erfllt.
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Fur das Verstandnis der bisherigen Vorgehensweise ist es wesentlich, sich die Konse-
guenzen der gezeigten Vorgehensweise in der Merkmalsgewinnung zu verdeutlichen.
Sind die regularen Momente r,, der Bildreprasentation noch bijektiv, so fassen die aus
ihnen berechneten Merkmale n,, bereits alle Bilddarstellungen, die mittels Translation,
Rotation und Skalierung ineinander tberfuhrt werden kdonnen, zusammen und sind da-
her surjektiv. Der nachfolgende, ebenfalls surjektive Klassifikator fuhrt mit diesem Merk-
malssatz eine endgultige Klassifikation in eine Merkmalsklasse durch.

Die dabei in der Klassifikation der Muster erzielbaren Klassifikationsraten sind in der Pra-
xis zwar kleiner 100%, sind jedoch in der hier unternommenen methodischen Betrachtung
zur Merkmalsgewinnung nicht von vorherrschender Bedeutung. Es steht aulR3er Zweifel,
dafd wie in der Geschichte der Mustererkennung vielfach gezeigt, es durch gezieltes ,Pro-
bieren” gelingen kann, aussagekraftige Merkmale fir einen begrenzten Musterdatensatz
und damit auch akzeptable Erkennungsraten in einer speziellen Situation zu erzielen.

Dem wird hier gegenuber gestellt, wie sich die Aufgabenstellung der Mustererkennung
unter dem Blickwinkel der Dimensionshomogenitat systematisch untersuchen und zur
konstruktiven Merkmalsgewinnung und -extraktion nutzen laf3t. Dies ist umso wichti-
ger, als daR bei auf ,Probieren* angewiesene Vorgehensweisen natirlich beim Ubergang
von S/W-Bildquellen auf Grauwertbilder und Farbbilder den Suchprozel3 fir leistungsfa-
hige Merkmale erneut durchlaufen mussen, da sich wie in der Mustererkennung gezeigt,
die Losungsstrategien fur die Merkmalsgewinnung nicht einfach von S/W-Bildquellen auf
Grauwertbilder und von Grauwertbilder auf Farbbilder Gbertragen lassen.

4.4.2 Merkmalsextraktion

Ausgangspunkt einer dimensionshomogenen Betrachtung der Mustererkennung und der
darin erfolgenden Merkmalsbildung ist der Begriff der physikalischen Bilddimension. Es
sind physikalische Dimensionen, die zur Gewinnung dimensionsloser Potenzprodukte
erforderlich sind. Es ist daher notwendig, den physikalischen Dimensionsbegriff der re-
gularen (Bild-)Momente r,, in Gleichung (68) bzw. deren Skalierungseigenschaften unter
Gleichungen (84) bis (87) zu untersuchen. Vorteilhafterweise ist aus dem Vergleich der
Definitionen der Mal3stabsanderung und dem physikalischen Dimensionsbegriff erkenn-
bar, daf3 die Skalierung mit «, 5 direkt der Definition vektorieller Langeneinheiten L, L,
in z- und y-Richtung entspricht, die auf Seite 30 eingefihrt wurden.

Es ist daher mdglich, der Bilddarstellung zwei vektorielle Dimensionen (z.B. in Form von
Langeneinheiten L,, L, in z- und y-Richtung) zuzuordnen, da wie in Gleichungen (86)
und (87) gezeigt, zwei unabhangige lineare Skalierungsbeziehungen «, 3 existieren. Dies
bedeutet, dal3 sich die regularen Momente r,,, aus Gleichung (68) hier in 2-dimensionale
hohere Momente r,, mit expliziter Dimensionsdarstellung ergeben:

“+o00 +o00

Tpg = //xpyq h(z,y) dxdy [LZHLgH] (91)

—00 —00

Dabei stehen in Gleichung (91) die Variablen z, y flr die geometrische 2-Dimensionalitat
der Bilddarstellung, wéahrend 72+! Lg“ die vektoriellen L&dngeneinheiten angeben.
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Neben der in Gleichung (91) resultierenden Dimensionsdarstellung kann in der dimen-
sionshomogenen Betrachtung (bis auf (Un-)Kenntnis eventuell beteiligter fundamenta-
ler Konstanten) die Existenz einer dimensionshomogenen Bildreprasentationsfunktion
f(rpe) =0 mit p,g=0,1,..., 00 unterstellt werden. Diese Forderung wird zwar zunéchst
nur fir die formale Gultigkeit des Pi-Theorem gefordert, kann aber tber die Bijektivitat
der Momententransformation auch tber die Gleichwertigkeit zu der sonst streng dimen-
sionshomogenen Modellvorstellung in den Naturwissenschaften begriindet werden.

Fur die bisherige Vorgehensweise der Mustererkennung in Abbildung 46 ergeben sich die
in Abbildung 47 dargestellten Modifikationen. Da zu jeder dimensionshomogenen Funk-
tion f(r,,) =0 Kennzahlen in Form dimensionsloser Potenzprodukte 7,, existieren, mufd
jetzt der Klassifikator die Ahnlichkeitsfunktion F'(m,,) = 0 korrekt approximieren. Hierfur
werden nach dem Pi-Theorem exakt m =n—r Merkmale bendtigt.

) Bild- Klassifi- .
Objlgl;_t- (%) | tunkiion L™ Merkmale m) | Nator L) ck>|bjekt-
realitat f(qu) -0 Pq F(qu) =0 asse

Abbildung 47: Dimensionshomogene Mustererkennung und Merkmalsextraktion

Im Klassifikator in Abbildung 47 spielt die jetzt vorliegende formale Definition von ,Ahn-
lichkeit” in den Merkmalen auf der Basis der physikalischen Dimensionentheorie eine
entscheidende Rolle, welche Objekte als ,ahnlich* einzustufen sind. Denn Objekte, die
durch den surjektiven Kennzahlenbegriff auf Mermale mit 7,, = const fallen, kann der
nachgeschaltete Klassifikator bereits nicht mehr unterscheiden. Sie werden daher alle
der gleichen Klasse zugeordnet. Aus diesem Grunde sind die Eigenschaften der auf dem
Kennzahlenbegriff beruhenden Bildmerkmale genauer zu untersuchen.

Die Bildmerkmale ,, werden entsprechend der standardisierten Ableitung dimensions-
losen Potenzprodukte Uber die Dimensionsmatrix in Tabelle 6 vorgenommen, die aus der
Relevanzliste der dimensionshomogenen Funktion f(r,,) =0 erstellt wird.

[ T L, ] [ ] L L, |
Ha20 3 1 H20 1 0
Ho2 1 3 = | Mo2 0 1
M;uq b + 1 q + 1 /‘;zq 3p_;q+2 _p+§ -

Tabelle 6: Dimensionsmatrix und Normalform

Der formale Aufbau der dimensionslosen Potenzprodukte ist jetzt direkt aus der diago-
nalisierten Tabelle (in Abbildung 6 rechts) nach Gleichung (16) ablesbar. Bei dem in
Abbildung 6 dargestellten Aufbau ergeben sich unter Berticksichtigung der in [58] disku-
tierten Wahlfreiheiten die folgenden Pi-normierten Zentralmomente:

Hpq (92)

Tpq = —pt3qt2 3p_qi2
8

Hoz oo

Fur den in den vorangegangenen Abbildungen verwendeten Buchstaben ,E“ mit den
GrolRenauspragungen a, b in Abbildung 48 ist in Gleichung (93) die Matrix mz; der resul-
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Y

— a ——

Abbildung 48: Geometrieparameter des Buchstabens ,E* (nach [58])

tierenden dimensionslosen Potenzprodukte 7,, in Gleichung (92) nach [58] einmal (aus
Platzgriinden nur als (5 x 5)-Matrix) angegeben. Darin fallt auf, daf? die ,, reine Zahlen
und damit von der Wahl von a und b unabhangige, invariante Merkmale sind.

14 /174 /65757517 0 1 2523 73/4/174 ¥/211
6119 890420
0 0 180 73/8 Y174 §/211 162 1743/4 /65757517
42833 1291109
3/4 4
TH = 1 0 Lr38s17¥/4V174v/211 2057043 V1477 (93)

104341188

1620 73/8 Y174 ¥/211 0 47970 1743/4 §/65757517
170723 252157871

2057043 73/4\/174 /211 0 434014473 V1477
693135380 70604203880

361510520

7
414801 78 /174 /418227202051
3669331778

741361527 /174 /65757517
6080606946400

o o o o O

Fur besseren Uberblick und leichteren Ablesbarkeit sind in der folgenden Gleichung (94)
die Elemente in der Matrix (93) numerisch ausgewertet, dabei fallt u.a. auf, daf} die di-
mensionslosen Merkmale mit zunehmender Ordnung verschwinden [58].

[ 27177440 0 1 0 0.6130432 |
0 0 0.0618127 0 0.0570436
TR = 1 0 0.3604874 0 0.2186818 (94)
0.1395749 0 0.0864872 0 0.0639039
| 0.6420872 0 0.2362456 0 0.1448251 |

Alle Objekte zeigen (wie z.B. die geometrischen Grundfiguren Kreis, Ellipse, Viereck,
Quadrat, . ..) in Abbildung 49 dasselbe Verhalten wie der Buchstabe ,E* in Abbildung 48.
Auch deren Merkmalsmatrizen =5 und 7, bestehen aus reinen Zahlen und stellen damit
von der Wahl von « und b unabhangige, invariante Merkmale dar.

So egeben sich fur das Rechteck (einschliel3lich des Sonderfalls des Quadrats mit a =b)
die folgende Merkmalsmatrix =g in Gleichung (95) [58]:

2v3 0 1 0 23
0 0 0 0 0
o = 1 0 :v3 0 & (95)
0o 0 0 0 0
IV3 0 & 0 V3
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Abbildung 49: Geometrieparameter von Ellipse und Rechteck (nach [58])

Hinweis: Beide Laufindizes p und ¢ beginnen in diesen Matrizen mit Null, das erste Ele-
met hat daher den Doppelindex my,. FUr die Ellipse (einschlief3lich des Sonderfalls des
Kreises mit a =0b) ergibt sich die Merkmalsmatrix =, zu [58]:

I 1
27 0 1 0 L
0O 0 0 0 O
me= | 10 20 X (96)
0O 0 0 0 O
1 1 3
R T e 3

Erwdhnenswert ist desweiteren die Tatsache, daf3 zahlreiche Zeilen p bzw. Spalten ¢ der
gezeigten Merkmalsmatrizen 7z, 7o und 7, zu Null werden. Entsprechend der Definiti-
onsgleichung (92) bedeutet dies, dal3 zahlreiche Zentralmomente 44, Null sind, da flr
nicht verschwindende Objekte immer 15y > 0 und 52 > 0 gilt. Die p,, = 0 mit ungera-
den p, ¢ als Exponenten des Integralkerns 2”y? in Gleichung (91) dricken aufgrund des
als ,Hebelarme* interpretierbaren Integralkerns automatisch Symmetrien betreffend der
Koordinatenachsen aus. Dies kann durch Inspektion der gegebenen Geometrien leicht
Uberprift werden. Derartige Eigenschaften lassen sich natirlich leicht zur Bildung weite-
rer Invarianten mit entsprechenden Objektaussagen verwenden [98].

Fur die algorithmische Implementierung der dimensionshomogenen Mustererkennung
aus Abbildung 47 ergibt sich demnach die folgende schematische Darstellung der ein-
zelnen Verarbeitungsschritte in Abbildung 50.

il Too 701 Q Q
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Objekt Repréasentation Merkmale Ahnlichkeit Klassifikation

Abbildung 50: Dimensionshomogenes Mustererkennungsschema [222]

Wichtig fir die Vorgehensweise in Abbildung 50 ist die Merkmalsgewinnung, die in Form
der m,, einen Ahnlichkeitsbegriff einfiihrt und daher bereits vorab verschiedene Objekte
in fur den nachfolgenden Klassifikator ununterscheidbare Objektklassen zusammenfas-
sen. Derartige Zusammenfassungen werden durch die Merkmalsmatrizen der Gleichun-
gen (94), (95) und (96) bereits exemplarisch aufgezeigt.
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Fur den Klassifikator in Abbildung 50, der wie dort symbolisiert z.B. als lernfahiges kinst-
liches neuronales Netz ausgefiihrt werden kann, bleibt damit ,nur noch* die Aufgabe, die
passende Ahnlichkeitskunktionen F(r,,) =0 aller Objekte abzubilden. Die dabei zugrun-
deliegende Aufgabenstellung zeigt exemplarisch Abbildung 51.
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Abbildung 51: Was trennt Klasse ,E“ von Klasse ,F*? [222]

Die Fragestellung der Trennung von Klasse ,E* und Klasse ,F* in Abbildung 51 darf nicht
mit der Frage ,Was ist geometrische Ahnlichkeit ?*“ verwechselt werden. Dieser Unter-
schied ist darauf zuriickzufiihren, daR geometrische Ahnlichkeit z.B. auf einem forma-
len Ahnlichkeitsbegriff wie dem Pi-Theorem beruht und daher objektiviert werden kann,
wahrend die Trennung von Buchstabenklassen sozio-kulturell bedingt ist und daher ge-
schichtlichen wie gesellschaftlich-kulturellen Einflissen unterliegt.

In der Praxis werden daher die Klassifikatoren mit einer gewissen Menge entsprechend
vorklassifizierter Musterdatensatze entworfen bzw. vortrainiert. Fur den Einsatz der Mo-
mentenmethode in der Mustererkennung sind hierfiir zahlreiche Untersuchungen zur Er-
kennungsrate durchgefuhrt worden. Aufgrund der Verwendung dimensionsloser Bild-
merkmale 7,, wird in [58] Uber das sehr gute Klassifikations- und Generalisierungsver-
halten des als Klassifikator verwendeten neuronalen Netzes berichtet.

4.4.3 Merkmals-Editor

Da die exakten Ahnlichkeitsfunktionen fiir komplexe Objektklassen oft unbekannt oder
schwer zu bestimmen sind, gibt es mit dem Merkmals-Editor (Feature-Editor [149]) in
Abbildung 52 die Mdglichkeit, falls die Klassifikationsfunktion F'(m,,) = 0 nicht exakt be-
stimmt werden kann, die im Klassifikator approximierten Klassengrenzen in Form einzel-
ner Randpunkte 7,, gezielt zu untersuchen und wieder zu visualisieren

Die Gewinnung solcher Punkte 7,, = m,, + Am,, kann entweder aus der frei gewahlten
Interpolation zwischen zwei bekannten Bildmerkmalsmatrizen oder z.B. durch gezielte
Beaufschlagung eines reprasentativen m,, mit Merkmalsgrof3en Am,, erreicht werden,
die sich aus der Analyse des mehrdimensionalen Klassenraumes ergeben haben.
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Die eigentliche Untersuchung erfolgt in Abbildung 52 durch gezielte Rucktransformation
modifizierter Merkmale 7,, = m,, + Am,, in den Urbildraum. Dort kann der menschliche
Betrachter im Sinne von Abbildung 51 die Korrektheit der vom Klassifikator erzeugten
Klassifikation selbst (und subjektiv) am daraus riicktransformierten Bild Uberprifen.

] Bild- Klassifi-
Objekt . | funktion Merkmale kator Klasse
2 _ s _ ?
) f(rpq)zo P F(”pq)zo
Tpg = Tpg + ATpg
Bild- ifi-
funktion Merkmale K:fastzlfl Klasse
T JE“
f(qu) =0 b F(“pq) =0

Abbildung 52: Informationsflufd im Merkmals-Editor

Bei der Rucktransformation ist zu beachten, dal3 der Integralkern der Momente 2#y? kei-
ne orthogonale Basis des Funktionenraumes darstellt. Da man in der Ricktransforma-
tion nur Uber eine begrenzte Anzahl von Momenten verfugt, ist die Rekonstruktion der
Bildfunktion A (z,y) mit orthogonalen Momenten am besten, wenn diese tber einem be-
stimmten Intervall orthonormale Basisfunktionen darstellen [73, 158].

Wie im folgenden gezeigt, konnen Legendrepolynome die Forderungen nach orthonor-
malen Basisfunktionen erflllen und werden daher vorzugsweise in der Rucktransforma-
tion eingesetzt. Ein Legendrepolynom kann wie folgt geschrieben werden:

Pp(z) = Y Cpja’ (97)
j=0

Die Koeffizienten C,,; sind dazu in [49] abgeleitet. Die klassische Definition der Legen-
drepolynome lautet wie folgt [35, 58]:

Py(z) = 1 (98)
1 A"z —1)"

Pn(z) = T e n=1,2,... (99)

Soll die Bildfunktion A (z, y) aus orthogonalen Legendrepolynomen rekonstruiert bzw. auf-
baut werden, so ergibt sich die Bildfunktion aus der Superposition der orthogonalen Ba-
sisfunktionen in Gleichung (100).

h(@y) = DY Aun Pul(@) Pa(y) (100)

Hinweis: Die Legendrepolynome sind im Intervall z,y € [—1,+1] definiert und orthogo-
nal, man arbeitet deshalb in der Praxis der Objektrekonstruktion mit auf +1 normierten
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Seitenlangen. Dies bedeutet, dal’3 die Rekonstruktion der Bildfunktion auf einem Ein-
heitsquadrat im Intervall =,y € [—1, +1] durchgefuhrt wird.

Fur die Bedingung der Orthonormalitat ergibt sich aus dem Skalarprodukt die folgende
Normalisierung der Legendrepolynome [49]:

+1
2

[ P Pare) = - G (101)

Das orthogonale Legendremoment \,,,, der Bildfunktion i(z, y) ist wie folgt definiert:

141
Ay = (%”+12”+ v.y) dad (102)
y) da dy

-1 -1

Die Beziehung zwischen den ),,,, und den Zentralmomenten y,,, |83t sich ermitteln, in-
dem man Gleichung (97) in Gleichung (102) einsetzt. Dadurch erhalt man den gewtinsch-
ten Zusammenhang zwischen den Legendremomenten und den Zentralmomenten:

2m+12n+ “
)\mn - ( Z Z Cm] an Hjk (103)

7=0 k=0

Nun geschieht die Summation in Gleichung (100) theoretisch fur unendliche Summen. In
der Praxis summiert man aber in folgender Weise entlang der Diagonalen und schneidet
bei einer gewissen Ordnung ab:

Nmar

N=0 n=0

Auf diese Weise kann die Bildfunktion h(x, y) bestmdglichst aus den Legendremomenten
zurucktransformiert werden. Dazu mussen lediglich die Legendremomente aus festge-
legten Linearkombinationen der Zentralmomente gebildet werden. Im allgemeinen kann
eine relativ kleine Anzahl von Momenten ein Bild bereits sehr gut beschreiben [220],
diese Anzahl ist in der Klassifikation meist noch kleiner als in der Objektrekonstruktion.

Verwendet man fur die Rekonstruktion der Bildfunktion dimensionslose Bildmerkmale
T, anstatt der translationsinvarianten Momente y,,, so missen die Gleichungen (103)
und (104) fur die Berechnung der Legendermomente entsprechend angepal3t werden.
So folgt fur die Berechnung der \,,,, mit Gleichung (92)

)\mn -

2om+1)(2n+1) & itSht? 3kt
2 DEOAD § S 0 Coay iy 0s)

j=0 k=0
. —j+3k+2 3j—k+2 . . .
Die Faktoren j,, ® und u,, ®* in Gleichung (105) stehen fiir die gewahlten Normie-
rungsmomente bei vektoriellen Dimensionen nach Gleichung (92), sie sind damit abhan-
gig von der jeweiligen Ordnung j, k des betrachteten Moments.
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1

==

ptq<4 p+q<6 p+q<8 p+q<10
p+q<12 p+q<14 p+q<16 p+q<18

Abbildung 53: Rucktransformation der Bildmerkmale r,, des Buchstabens ,E*

Die Abbildungen 53 zeigen die Rucktransformation der Bildfunktion h(zx,y) des Buch-
stabens ,E" fur verschieden hohe Ordnungen auf dem Einheitsquadrat, das mit einer
Auflésung von 40 x 40 Pixel dargestellt wird. Die Schwankungen im Grauwert sind dabei

die Rekonstruktionsfehler gegeniiber Abbildung 48.

Wie Abbildung 54 dargestellt ist, kann die Merkmalsextraktion und Rucktransformation
auch auf Grauwertbilder mit der Bildfunktion h(z,y, p) erweitert werden. Darin bedeutet
der Grauwert p eine weitere Dimension der Bildfunktion. Das Originalbild ,Lena“ [131]
hat eine Auflosung von 128 x 128 Pixel und wird in Abbildungen 54 mit verschiedenen

Ordnungen rekonstruiert.

(15x15) Merkmale

(100 x 100) 80 Digits

Originalbild (20 x 20) Merkmale (25 % 25) Merkmale

(150 x 150) 80 Digits (180 x 180) 100 Digits

Abbildung 54: Rucktransformation eines Grauwertbildes [148]

Nimmt man in der Rucktransformation mittels Legendrepolynomen allerdings Ordnungen
oberhalb von p, ¢ > 20 mit, treten bei der numerischen Auswertung der Gleichung (104)

numerische Instabilitaten auf, siehe Abbildung 54 oben rechts.
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Durch die Verwendung einer beliebig genauen Zahldarstellung, die durch eine String-
arithmetik [56] realisiert wird, kann die numerische Berechnung der hoheren Ordnungen
fur eine frei wahlbare Stellenanzahl (Digits) erfolgen. Die dann numerisch stabil bere-
chenbare Rucktransformation ergibt eine akzeptable Giite des Originalbilds, siehe Abbil-
dung 54 unten rechts. Durch die erfolgreiche Rucktransformation ist davon auszugehen,
dafd trotz einer nur endlichen Anzahl von Bildmerkmalen 7, die ,wesentliche* Bildinfor-
mation in den Merkmalen enthalten ist und somit im Klassifikator zur Verfligung steht.

Im folgenden wird untersucht, wie die Verallgemeinerung der Bildfunktion h(z,y, p) in
noch hoherdimensionale Funktionen der Bildfunktion vorgenommen werden kann.

4.4.4 Kontrollen

Es ist formal korrekt, einer Bilddarstellung genau so viele vektorielle Dimensionen (z.B. in
Form von Langeneinheiten L,, L,, L, in z-, y- und z-Richtung) zuzuordnen, wie unabhéan-
gige lineare Skalierungsbeziehungen bekannt sind bzw. unterstellt werden kénnen. Dies
bedeutet, daf? sich z.B. fur 3-D Objekte die Zentralmomente y,, aus Gleichung (78) in die
3-dimensionalen Zentralmomente 4, erweitern bzw. verallgemeinern lassen:

+00 +00 +00

= [ [ [ @m0 G2 b dody (106)

—00 —00 —00

Dabei stehen in Gleichung (106) die Variablen z, y, 2 fur die geometrische 3-Dimensiona-
litat eines Objekts, die 7,7, z stellen die nach Art von Gleichung (75) ermittelten Schwer-
punktskoordinaten dar. Die resultierenden Zentralmomente 1, besitzen die Dimensi-

1 1 1
onsdarstellung L5+ LI+t L7+,

Fur die Bestimmung der als (Bild-)Merkmale verwendeten dimensionslosen Potenzpro-
dukte 7, dient die in Tabelle 7 links erstellte Dimensionsmatrix.

| | L. L, L. | | | I L I |
p200 || 3 1 1 14200 1 0 0
Ho20 1 3 1 _ | Mo 0 1 0
fo02 1 1 3 4002 0 0 1
Ppgr || P+ 1 qg+1 r+1 Ppgr 41”*‘{67”& *P+41q0*r+2 fpfq1464r+2

Tabelle 7: 3-D Dimensionsmatrix und Normalform

Die dimensionslosen Potenzprodukte ,,, lassen sich aus der Dimensionsmatrix in Tabel-
le 7 rechts berechneten Normalform ablesen, sie stellen die skaleninvarianten Merkmale
einer 3-dimensionalen Geometrie dar und werden z.B. in Abschnitt 4.7.2 verwendet.

Tpgr = Fpar (107)

Ap—q—r+2 —p+4q—r+2 —p—gqtir+2

10 10 10
K200 Ho20 Hoo2

Interessiert man sich fur die Merkmale 7, eines Grauwertbilds wie in Abbildung 54, muf3
die Bedeutung der dritten Spalte mit der vektoriellen Dimension L, der Dimensionsmatrix
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in Tabelle 7 diskutiert werden. Dabei ist klar, dafd der Grauwert unabh&ngig von seiner
wirklichen physikalischen Realisierung in der Praxis als Hohe tber dem (Bild-)Gebiet z, y
aufgetragen wird und damit in seiner Dimensionsdarstellung mit der einer vektoriellen
(LAngen-)Dimension L, Ubereinstimmt. Als Folge daraus ist die Bildungsweise und Form
der dimensionslosen Potenzprodukte m,, von Grauwertbildern gleich der der dimensi-
onsloser Merkmale ,,, 3-dimensionaler Objekte in Gleichung (107), da die Eintrage bei-
der Dimensionsmatrizen bis auf die unterschiedliche Bedeutung der Dimensionsspalte
L, genau Ubereinstimmen.

Aus diesen 3-D Betrachtungen lassen sich die 2-D und 1-D Spezialfélle sehr einfach ablei-
ten, da in der Dimensionsmatrix in Tabelle 7 lediglich eine oder zwei der rechten Spalten

T , ] | L L, |
420 1 1420 1 0
102 1 3 = | o2 0 1
M;)q » + g + | N;)q 3p7;q+2 —p+§q+2

Tabelle 8: 2-D Dimensionsmatrix und Normalform

wegfallen. Der 2-dimensionale Fall, der in Gleichung (92) bereits abgeleitet wurde, ist
hier der Vollstandigkeit halber in Tabelle 8 und in Gleichung (108) nochmals dargestellt.

— ,U’Pq (108)

7qu 3p—q+2 —p+3q+2
3

Hoo * oo

Fur den 1-dimensionalen Fall ergibt sich aus der mangelnden Aufsplittung der vektoriel-
len Langendimensionen L,, L, fur dann (physikalisch) 1-dimensionale S/W-Bilder mit der

L 1 [ £ ]
1400 2 1400 1
[410 3 pio || 3/2
o1 3 = | o 3/2
Fog || PHG+2 Hpg || B30 +1

Tabelle 9: 1-D Dimensionsmatrix und Normalform

Dimension L die folgenden Merkmale 7,,, die mit den empirisch gefundenen Bildmerk-
malen in Gleichung (83) tbereinstimmen.

el (109)

7'[' =
Pq +
B i1
Hoo

Es ist bemerkenswert, daf3 die rein aus der Dimensionsbetrachtung der Bildfunktion ab-
geleiteten dimensionslosen Bildmerkmale mit den in der Mustererkennung empririsch
gefundenen Bildmerkmalen fir S/W- und Grauwertbilder Gbereinstimmen und zusétzlich
aufgrund der konstruktiven Vorgehensweise der Dimensionsanalyse systematisch auf die
Gewinnung hoherdimensionaler Bildmerkmale verallgemeinert werden kann.
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Erweitert man die Bilddarstellung aus Gleichung (106) um zusatzliche vektorielle Dimen-
sionen (z.B. in Form der (Farb-)Wellenlédnge L, in Meter [m], usw., da diese Dimensionen
vektorielle Eigenschaften haben, werden sie in der Folge durch vektorielle Langendimen-
sionen abstrahiert) bedeutet dies, daf? sich die 3-dimensionalen Zentralmomente 4, aus
Gleichung (106) in 5-dimensionale hohere Momente y,,,.,; verallgemeinern lassen:

+00 +00 400 +00 +00

s = [ / [ [ [e-2u-pe-a0-36-7"

00 —00 —00 —00 — h($, Y, 2, )\, p) dx dy dz d)\ dp (110)

Dabei ist ein moglicher EinfluRR der Phase noch unbericksichtigt. Naturlich spielt hier die
fur das Licht und die Farbe benutzte Modellvorstellung hinsichtlich der darin auftretenden
Grof3en und Dimensionsbegriffe eine zentrale Rolle. Spielte die Phase ¢ des Farbsignals
(elektromagnetische Welle) eine Rolle, konnte sie als sechste EinfluRgrof3e hinzu kom-
men. Die gewahlte vektorielle Dimensionsdarstellung in Gleichung (110) ergibt sich so
zu Ly Lot Lot LS LA, Die erstellte Dimensionsmatrix zeigt Tabelle 10 oben.

L, L, L, 1L,]

| Lo
H20000 3 1 1 1 1
1402000 1 3 1 1 1
100200 1 1 3 1 1
1400020 1 1 1 3 1
1 1 1 1 3

100002

Mpgrst || p+1 q+1 r+1 s+1 t+1

N8
| L L Ly L Ly L, |
1420000 1 0 0 0 0
1402000 0 1 0 0 0
1400200 0 0 1 0 0
1400020 0 0 0 1 0
1400002 0 0 0 0 1
6p—q—r.—s—t+2 —p+6q—;"—s—t+2 —p—q+6;"—s—t+2 —p—q—rll-Gs—t—i-Q —p—q—r.—s+6t+2
Hpgrst 4 14 14 4 14

Tabelle 10: 5-D Dimensionsmatrix und Normalform

Fir die 5-D dimensionslosen Potenzprodukte ., ergibt sich aus der in Tabelle 10 unten
berechneten Normalform der Dimensionsmatrix die folgende Form:

:upqrst
,/TPQTSt = 6p—q—r—s—t+2 —p+6g—r—s—t+2 —p—q+6r—s—t+2 —p—q—r+65—t+2 —p—q—r—s5+6¢t+2 (111)
14 14 14 14 1
H20000 Ho2000 Hoo200 Hoo020 Hoo002

Natirlich kénnen in der Aufstellung der Relevanzliste fur die Dimensionsmatrix z.B. mog-
licherweise unbekannte Konstanten fehlen. Dies schlagt sich jedoch nach der auf Sei-
te 42 dargestellten Eigenschaft der Granularitat lediglich im Fehlen weniger einzelner
dimensionsloser Potenzprodukte nieder und I&Rt die Form der tibrigen Bildmerkmale un-
verandert. Die konstuktive Erzeugung neuer Bildmerkmale stellt daher trotz dieser prin-
zipiellen Einschréankung einen konzeptionellen Fortschritt dar.



78 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

4.5 Gerauschklassifikation

Die Gerauschenklassifikation ist eine aktuelle Fragestellung in der industriellen Akustik.
Die Aufgabe der Gerauschklassifikation ist dabei neben der eigentlichen Klassifikations-
aufgabe z.B. in der Qualitatssicherung auch als ein wichtiger Zwischenschritt in Richtung
einer langerfristigen Zielvorstellung zu sehen, in der im Entwurfsprozel3 neben der be-
reits moglichen Berechnung z.B. strukturmechanischer Eigenschaften auch die Berech-
nung akustischer Produkteigenschaften erreicht werden soll. Da ein derartiges ,, Akustik-
Design“ als die (RUck-)Abbildung des ,Gerduschparameterraumes® in den Raum der Ent-
wurfsparameter verstanden werden kann, ist es zunachst ein zentraler Punkt zu klaren,
wie im Rahmen der Charakterisierung von Gerduschen ein solcher Raum von Gerausch-
parametern tberhaupt gefunden und sinnvoll festgelegt werden kann.

Da fur den Raum der Gerduschparameter derzeit noch keine umfassenden Theorievor-
stellung bekannt ist, wird in vielen industriellen Problemstellungen versucht, die akusti-
schen Eigenschaften bereits vorhandener Konstruktionen bzw. deren Gerauschcharak-
terisierung empirisch zu ermitteln und mit sogenannten psychoakustischen Parametern
zu bewerten. Die in der Klassifikationsaufgabe in Abbildung 55 verwendeten psychoaku-
stischen Parameter stellen dabei einen fur den jeweiligen Anwendungsfall spezifische
Kriterienauswahl zur Gerauschcharakterisierung dar, die in der Regel nicht ohne weite-
res auf andere Gerauschklassifikationsaufgaben tbertragen werden kdnnen.

| e |
| Klassifikationsaufgabe | Gerausch-

realitat darstellung — qualitativ I klasse
— quantitativ |

Gerausch- Gerausch-

Abbildung 55: Klassifikationsaufgabe in der Gerduscherkennung

Die Ursache dieser mangelnden Allgemeingultigkeit psychoakustischer Parameter rihrt
u.a. auch daher, dal3 die Gerduschklassifikation durch das menschliche Ohr als Sinnes-
organ mit von menschlichen Empfindungen abhéngig und damit subjektiv ist.

Im aktuellen Stand der Akustikbewertung geben fir die Klassifikation eines Gerédusches
mehrere Probanden in sogenannten Hoérlabors Gerauschbewertungen auf Notenskalen
ab, deren Gesamtresultate tiber die Anzahl der durchgefuhrten Horproben statistisch ge-
mittelt werden [245]. Dabei benoten Probanden die Gerdusche in bezug auf verbal vor-
definierte psychoakustische Parameter wie ,Lautheit”, ,Scharfe”, ,Rauhigkeit* usw. oder
einer anderen geeignet vorgegebenen Merkmalsmenge [59, 232]. Die daraus ermittelten
Resultate konnen aufgrund der nicht eliminierbaren subjektiven Einflisse der Probanden
schwanken und unterliegen daher einer mangelhaften Reproduzierbarkeit.

In der industriellen Akustik besteht daher der Wunsch nach objektivierbaren Verfahren,
die anhand nachvollziehbarer Kriterien eine reproduzierbare Gerauschklassifikation er-
maoglichen. Die hier gezeigte Darstellung kann sich dabei nattrlich nur auf den wesent-
lichen Querschnitt aller Vorgehensweisen konzentrieren, deshalb missen z.B. Verfahren
zur Filterung und Vorverarbeitung in Abbildung 55 im Hintergrund verbleiben. Darlber
hinaus bestehen in der Gerauschklassifikation zahlreiche Gemeinsamkeiten mit der Mus-
tererkennung in Abbildung 41, es wird daher nicht tiberraschen, wenn Techniken aus der
Mustererkennung hier in modifizierter Form erneut zum Einsatz kommen.
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4.5.1 Verarbeitungsschrittfolge

Fur die algorithmische Implementierung der Gerauschklassifikation wird typischerweise
die Folge der Verarbeitungsschritte in Abbildung 56 verwendet. Von zentraler Bedeutung
ist die darin auftretende Dimensionsreduktion der Signaldarstellung der Zeitreihe mit ihrer
urspringlich unendlich feinen Auflésung, die im Zuge der Abbildung auf eine endliche
Signaldarstellung (z.B. als n-Pixel Falschfarbenbild der transformierten Zeitreihe), der
anschlielenden Extraktion einer bestimmten Anzahl von m Merkmalen sowie in einem
nachgeschalteten Klassifikator erfolgt, der eine Zuordnung des verarbeiteten Signals in
eine Gerduschklasse ermoglichen soll.

Zeit-  (©) | Signal- | (n) |Merkmals- (m) | Klassi- | (1) Gerausch-
reihe darstellung extraktion fikator klasse

Abbildung 56: Dimensionsreduktion in der Klassifikation

Wahrend in Abbildung 56 fur den ersten Schritt der Digitalisierung des Gerausches mit-
tels Mikrofon oder Kunstkopf eine Theorievorstellung existiert, ist fur die folgenden Schrit-
te der Signaldarstellung, der Merkmalsextraktion und Klassifikation noch keine umfas-
sende Theorie bekannt, die befriedigende bzw. beweisbare Antworten auf die drei fol-
genden zentralen Fragen der Gerduschklassifikation geben kénnte:

[0 Gibt es eine minimale Menge von (Gerédusch-)Merkmalen und wie werden diese
Merkmale konstruktiv gefunden ?

[0 Gibt es eine Klassenzugehorigkeitsfunktion der Gerdusche und wie kann diese ge-
funden werden ?

[0 Gibt es Klassen ,ahnlicher Gerausche” und wie sind diese Klassenbegriffe qualitativ
und quantitativ definiert ?

Bereits die Formulierung der dritten Kernfrage zeigt, dal’ diese Fragen keinesfalls un-
abhangig voneinander zu stellen sind, insbesondere daf} jede Unvollkommenheit in der
Merkmalsbildung und Unsicherheit in der Merkmalsselektion nattrlich auch die Prazi-
sion und Eindeutigkeit der im Klassifikator abgeleiteten Klassenaussage entscheidend
beeinflul3t. Die Frage nach ,akustisch &hnlichen* Gerauschen ist insbesondere deshalb
von Bedeutung, da alle Gerausche deren Merkmale identisch Ubereinstimmen, von ei-
nem nachfolgenden Klassifikator nicht mehr unterschieden werden kdnnen und daher
automatisch derselben Geréauschklasse zugeordnet werden.

Wesentlich fur das grundlegende Verstandnis der drei Kernfragen in der Mustererken-
nung ist die aus den Dimensionsreduktionen oc — n, n — m und m — 1 in Abbildung 56
wie in der Mustererkennung resultierende Erkenntnis, dafd im mathematischen Sinne die
Abbildung des Gerdusches auf eine geeignete Analog- bzw. Digitaldarstellung moglichst
bijektiv, wahrend die anschlieRende Merkmalsextraktion aus dieser Darstellungsform so-
wie die Bildung eines Klassenbegriffes aus diesen Merkmalen dagegen surjektiv sein
muf3. Im folgenden wird daher mit der Einfihrung geeigneter Gerausch- bzw. Signaldar-
stellungen begonnen.
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Geréausche in Form akustischer Zeitreihen enthalten zeitliche und spektrale Signalantei-
le, deren Gewichtung in der als eindimensionale Zeitreihe im Zeitbereich vorliegenden
Darstellung in der unbekannten Signalstruktur versteckt ist. In den seltensten Fallen be-
stehen akustische Zeitreihen aus rein zeitlichen oder rein spektralen Signalanteilen, so
dal3 eine rein zeitliche oder rein spektrale Zeitreihenanalyse besonders fur die Charakte-
risierung dynamischer oder nichtlinearer Systeme bzw. deren Signale nicht ausreicht.

Zeitveranderliche spektrale Signaldarstellungen, die eine Zeitreihenanalyse in den Ko-
ordinaten von Zeit und Frequenz erlauben, haben sich bereits in einer Vielzahl von An-
wendungen in der Akustik als sehr leistungsféahig erwiesen. Diese Zeit-Frequenztrans-
formationen sind zweidimensionale Funktionen, die den zeitveranderlichen Frequenzan-
teil einer eindimensionalen Zeitreihe darstellen. Die Gewichtung des Zeit- und des Fre-
guenzanteils kann dabei durch einen veranderlichen Integralkern in der Zeit-Frequenz-
transformation (ZFT) der Zeitreihe gesteuert werden.

Die Zeit-Frequenztransformation C, eines Signals z heif3t kovariant beziglich Transla-
tionen in Zeit und Frequenz, falls sich nach Gleichung (112) die Zeit- und Frequenzver-
schiebungen von z als reine Verschiebung t — %, bzw. w — w, der einzelnen Koordinaten
in C,, ausdruicken lassen:

x(t)  — z(t —ty)e Wolt=to)
1 ! (112)
Co(t,w) — Cyt —tg,w — wp)

Die Forderung an Zeit-Frequenztransformationen C, eines Signals x, die beziglich der
Translation in Zeit und Frequenz kovariant sind, wird durch die bilineare Zeit-Frequenz-
transformationen der Cohen-Klasse in Gleichung (113) erfillt [46]. Dabei seien zun&chst
nur analytisch definierte Signale betrachtet, fir die X(w) = 0V w < 0 gilt, wobei X die
Fouriertransformierte des Zeitsignals x ist, mit hier nun z € C und z* konjugiert komplex

+00 400 400

Cult,w) = / / / :v(t—irg)x*(t—g)@(fm) e IS gy i g (113)

—00 —00 —00

und ®(&, 7) als frei wahlbaren parametrisierten zweidimensionalen Integralkern. Die Ei-
genschaften einer ZFT werden durch einfache Beschrankungen des Integralkerns fest-
gelegt. Dadurch ist es moglich, durch die Wahl entsprechender Kerne Zeit-Frequenz-
transformationen mit genau definierten Eigenschaften zu erhalten [29].

Viele der in der industriellen Akustik derzeit zur Zeitreihenanalyse verwendeten Zeit-Fre-
quenztransformationen gehoren zur Cohen-Klasse [46], die kovariant unter Translatio-
nen der Zeitreihe in Zeit und Frequenz ist. Klassische Zeit-Frequenztransformationen
wie das Spektrogramm (SPEC), die Wigner-Ville Darstellung (WVD) oder die Pseudo
Wigner-Ville Darstellung (PWVD) sind in der Literatur z.B. zur Zeitreihenanalyse von Erd-
bebensignalen [27], in der Spracherkennung [137], in der akustischen Qualitatskontrol-
le [92], in der Entdeckung mechanischen Versagens [230] sowie in der medizinischen
Zeitreihenanalyse [28] eingesetzt worden. Die genannten Zeit-Frequenztransformatio-
nen gehoren dabei alle zur Cohen-Klasse, die damit in der gezeigten parametrisierten
Form von Gleichung (113) eine Oberklasse von Signaldarstellungen fir die Verwendung
in Abbildung 56 darstellt.
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Die einfachste ZFT der Cohen-Klasse ist das Spektrogramm (SPEC) mit S,(¢,w) nach
Gleichung (114) als das Betragsquadrat der Kurzzeit-Fouriertransformierten des Signals.
Hierbei gilt wieder fur rein analytische Signale X (w) = 0Vw < 0, mit X als der Fourier-
transformierten der Zeitreihe x.

Se(t,w) = | / x(1)g(r — t)e ™7dr |? (114)

Abbildung 57a zeigt das Spektrogramm zweier Chirps (d.h. zweier Pfeifténe) mit tber
der Zeit veranderlicher Frequenz. Die dabei erfolgende Aufspreizung der an sich reinen
Chirplinien in der Zeit-Frequenzebene ist deutlich erkennbar. Die schlechte Auflosung
des Spektrogramms in den Koordinaten von Zeit und Frequenz, die durch das Fenster
g in Gleichung (114) verursacht wird, hat zu der Entwicklung von ausgefeilten bilinearen
Zeit-Frequenztransformationen der Cohen-Klasse gefiihrt [46].

In der Cohen-Klasse ist die Wigner-Ville Darstellung (WVD) die ZFT mit dem besten
Aufldsungsvermdgen. Sie kann mit W,.(¢,w) in Gleichung (115) als eine Kurzzeit-Fourier-
transformierte interpretiert werden, bei der das Fenster mit dem Signal Ubereinstimmt.

+00 +o0
We(t,w) = /I(t—f—%)l‘*(t—%)e_iWTdT = /X(w+%)X*(w—g)ei”tdZ/ (115)

Abbildung 57b zeigt die verbesserte Auflésung der beiden Chirplinien, die ungedampften
Interferenzterme, die aus der bilinearen Natur der ZFT enstehen, gestalten jedoch eine
Ergebnisinterpretation etwas schwierig.

Obwohl die Wigner-Ville Darstellung bereits einige winschenswerte Eigenschaften be-
sitzt, stellt das Auftreten dieser nichtlinearen Interferenzterme eine Begrenzung der Lei-
stungsfahigkeit der WVD dar [46]. Die Pseudo Wigner-Ville Darstellung (PWVD) hebt
durch die Einflihrung einer Fensterfunktion A in die WVD diese Beschrankung auf. Dar-
aus ergibt sich fur die PWVD [45]

Wo(t,w) = / L e e (116)
Vereinfacht ausgedrtickt entspricht die PWVD damit einer WVD mit einem zeitgefenster-
ten Signal mit z(7)\/h(27 — t). Das Zeitfenster in Gleichung (116) wirkt damit als Gléat-
tungsfunktion im Frequenzbereich. Die PWVD unterdrickt damit Signalkomponenten,
die in der Richtung der Frequenzkoordinate oszillieren.

Die Glattung in Richtung der Zeit kann durch Faltung der PWVD in Gleichung (117) mit
einer Tiefpal¥filterfunktion ¢ erfolgen.

Wt w) = / olu —1) / L e e (117)

Das Ergebnis ist die sogenannte geglattete Pseudo Wigner-Ville Darstellung (gPWVD).
Dabei werden in dieser Darstellung hier durch dasselbe Symbol W, alle Varianten der
PWVD bezeichnet. Die gPWVD zeigt Abbildung 57c, die Glattung in Zeit und Frequenz
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ermoglicht dabei einen Kompromif3 zwischen der Reduktion der Interferenzterme und der
erreichbaren Signalauflosung. Wie Abbildung 57 zeigt ist daher méglich, durch die Wahl
entsprechend parametrisierter Kerne in der Cohen-Klasse eine ZFT mit genau definier-
ten und erwinschten Eigenschaften zu erhalten.
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Abbildung 57: Interferenzeigenschaft von SPEC, WVD ung gPWVD [222]

Neben den in Abbildung 57 dargestellten Interferenzeigenschaften sind fir den Einsatz
und die Interpretation der ZFT desweiteren Eigenschaften wie Reellwertigkeit, die In-
vertierbarkeit, eine reduzierte Interferenz, sowie die Interpretierbarkeit der Energie und
der Marginale (d.h. spezieller Randbedingungen) von Bedeutung [29], die in Tabelle 11
zusammengestellt sind und die zusatzlich einem verbesserten Verstandnis der transfor-
mierten Signaldarstellungen dienen.

ZFT Reduzierte Reell- Nicht- Mar- Instantane Gruppen- Invertier-
Interferenz wertigkeit negativitat ginale Frequenz verzbégerung barkeit
SPEC v v v (V)
WVD v v v v v
gPWV v v (V)

Tabelle 11: Eigenschaften verschiedener ZFT der Cohen-Klasse [29]

Im folgenden wird nun dargestellt, wie durch die Wahl des Kerns die bestmoégliche In-
terpretation von spektral sehr schmalbandigen Stérgerduschen (z.B. Pfeiftonen) gelin-
gen kann. Wichtig dabei ist, dal? in der Vorgehensweise der Signalklassifikation in Ab-
bildung 56 die verschiedenen ZFT nicht als einzelne bzw. gegensatzliche Alternativen,
sondern lediglich als Sonderfélle spezieller Parameterwahlen ein- und desselben Kerns
innerhalb der allgemeineren Formulierung der Cohen-Klasse verstanden werden.
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4.5.2 Ahnlichkeitsbegriff

Im Anschlu3 an die Wahl einer Signaldarstellung in Abbildung 56 sind aus dieser Dar-
stellung geeignete Merkmale zu extrahieren. Da in der Frage der Merkmalsextraktion
und Klassifikation untbersehbare Gemeinsamkeiten mit der Mustererkennung in Abbil-
dung 41 bestehen, ist es zunachst naheliegend, in der Merkmalsextraktion und Klassifi-
kation auf die bekannten Techniken und Gleichungen aus der Mustererkennung zurtick-
zugreifen. Hierzu definiert man entsprechend Gleichung (68) die reguléaren akustischen
Momente r,,, der Cohen-Klasse mit den vektoriellen Zeitdimensionen 77! 7,79~ zu

“+o00 +o00

Tpg = //tpqu’m(t,w)dtdw (118)

—00 —00

Bezieht man auch diese reguléaren akustischen Momente auf die Schwerpunktskoordi-
naten ¢ = ryo/re0, W = 701/700, SO €rgeben sich ganz entsprechend Gleichung (78) die
akustischen Zentralmomente ,,, mit den vektoriellen Zeitdimensionen 77" 7,79~" zu

+00 400

pg = / / (t = )P (w — @)? Cp(t,w) dt dw (119)

—0o0 —00

In dieser Sichtweise lassen sich die ZFT-Darstellungen C,(t,w) der Cohen-Klasse als
Bild interpretieren und mit gangigen Techniken der Bildmerkmalsextraktion behandeln.
Zur Verdeutlichung dieser Ubertragung sind hier absichtlich die in der Mustererkennung
eingeflihrten Notationen r,, und 1, flr die regularen Momente und die Zentralmomente
beibehalten. Auch die Verwendung vektorieller Zeitdimensionen 1;, T, bedarf eines Hin-
weises auf ihre Motivation. Diese kommt daher, dal3 in der Mustererkennung mit unab-
hangigen Langendimensionen L,, L, gearbeitet wird. Kommt ein Verfahren der Muster-
erkennung mit unabhéngigen Langendimensionen auf der Bilddarstellung einer ZFT wie
in Abbildung 57 zum Einsatz, so folgt daraus die Arbeitshypothese, die Zeitdimension
des Signals einer getrennten Skalierung in den Zeitdimensionen 7, T, zu unterwerfen.
Diese aus einer Ubertragung stammende Arbeitshypothese kann letztendlich nur durch
die Kontrollen in Abschnitt 4.5.4 gerechtfertigt werden.

Diese Arbeitshypothese mag in der Tat zunachst Uberraschend erscheinen. Jedoch wird
durch die ZFT der Cohen-Klasse unter Beibehaltung des Signalinhalts die Zeitreihe in
eine Bilddarstellung umgesetzt. Diese Bilddarstellung ist dabei zun&chst nicht unbedingt
von anderen Bilddarstellungen, die aus irgend einem anderen bildgebenden Verfahren
gewonnen wurden, zu unterscheiden. Aufgrund der unterstellten Austauschbarkeit des
urspringlich bildgegebenden Phanomens ist es daher legitim, die in der Mustererken-
nung abgeleiteten Merkmalsextraktionsverfahren auch in der Akustik einzusetzen.

Zusatzlich kann man bei invertierbaren ZFT (siehe dazu die Eigenschaften in Tabelle 11)
unter gewissen Genauigkeitseinschrankungen das Bild wieder in die akustische Zeitreihe
zurlicktransformieren. Es besteht daher analog zum aus der Mustererkennung bekann-
ten Prinzip des ,Merkmals-Editors” in Abbildung 52 die Mdglichkeit, mit dem Analogon
eines ,akustischen Merkmal-Editors” die Leistungsféahigkeit und Konsistenz dieser unter-
stellten Arbeitshypothese experimentell zu untersuchen.



84 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Die Wirkungsweise der akustischen Merksmalsextraktion mit akustischen Zentralmo-
menten in Gleichung (119) sei hier anhand des Beispiel eines als nichtlinearen Chirp
realsierten einfachen Pfeiftons illustriert. Die mathematische Definition des Zeitsignals
eines als Pfeifton bezeichneten Chirps zeigt hierzu Gleichung (120). Den Chirp charak-
terisiert die mit w(t) =+t linear zunehmende bzw. abfallende Frequenz.

z(t) = sinfw(t)t], w(t)=~t, -~ = const (120)

Menschen erkennen verschiedenste Chirps nach Gleichung (120) leicht als Pfeiftone. In
der Gerauschklassifikation sind Chirps jedoch aufgrund ihres nichtlinearen und instatio-
naren Signalverhaltens schwierig zu klassifizieren. Abbildung 58 zeigt einen Chirp mit
sinusoidaler Oszillation und linear zunehmender Frequenz.
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Abbildung 58: Chirp als Zeitsignal (links) und Spektrogramm (rechts) [222]
Wie mit etwas Erfahrung in der Anwendung von ZFT in Abbildung 58 erkennbar und in

Abbildung 59 fir mehrere Chirps symbolisiert gezeigt ist, werden durch die ZFT der Chirp
auf Geraden mit der Steigung y=konst in der (w, t)-Ebene dargestellt.
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Abbildung 59: Spektrogramm dreier verschiedener Chirps [222]

Unterstellt man daher der gesuchten ,akustischen Ahnlichkeit“ das aus der Mustererken-
nung bekannte Prinzip der geometrischen Ahnlichkeit, so muR3 der Abbildung 59 nach-
geschaltete Klassifikator nur alle drei Geraden als der gleichen Klasse zugehdrig klassi-
fizieren um eine korrekte Klassifikation der drei Chirps zu gewahrleisten.
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Diese korrekte Klassifikation kann durch die Extraktion dimensionsloser (Bild-)Merkmale
aus den akustischen Zentralmomenten in Gleichung (119) gezeigt werden. Hierzu folgt
unter Verwendung der in der Musterkennung bereits umfassend erfolgten Dimensions-
betrachtungen die Erstellung der Dimensionsmatrix in Tabelle 12, aus deren formalem

(1T 1, 1 [T @m 1]
H20 3 -1 H20 1 0
Ho2 1 -3 = | 1o 0 1
:u;liq P + 1 —q— 1 :upq 3P—;¢1+2 —p+§>q+2

Tabelle 12: Dimensionsmatrix und Normalform

Aufbau die Form der dimensionslosen (Akustik-)Merkmale nach Gleichung (16) ablesbar
sind. Dadurch ergeben sich die dimensionslosen akustischen Zentralmomente zu

Tpg = ar (121)

—p+3¢+2  3p—g+2
8

Ho2 Hag

Die Berechnung der aus der Mustererkennung bekannten und geometrisch interpretier-
baren Invarianten bilden in der Anwendung auf akustische Zentralmomente auf diese
Weise verschiedene Chirps und konstante Pfeiftone auf ein- und diesselbe Klasse ab,
da die dimensionslosen Merkmalsdarstellungen dieser Zeitsignale Ubereinstimmen und
daher fur jeden nachgeschalteten Klassifikator ununterscheidbar sind.

Dieses Beispiel zeigt, dal3 die geometrische Merkmalsextraktion und -interpretation von
Chirps mit der subjektiven Klassifikation von Pfeifgerauschen tbereinstimmt. Dieses Re-
sultat kann erzielt werden, indem durch die Translationsinvarianz der dimensionslosen
akustischen Momente in Gleichung (121) diese weder vom zeitlichen Anfangspunkt, der
zeitlichen Lange, der Hohe, oder vom linearen Frequenzverlauf des Pfeifens abhangig
sind. Dies bedeutet, dal} alle mit diesen aufgezahlten Eigenschaften beschriebenen
Pfeiftotne ununterscheidbar sind.

Es stellt sich daher die Frage inwieweit die Vorgehensweise, ,akustische Ahnlichkeit auf
die Frage geometrischer Ahnlichkeit zurtickzufiihren® [221], auf komplexere Gerausche
verallgemeinert werden kann. Dies wirde z.B. bedeuten, AhnlichkeitsmaRe fiir ,Pfeifen*
mit beliebigem Frequenzverlauf zu finden. Dies erfordert die Erstellung von Transfor-
mationsgleichungen, die die in der Definition des Pfeifens verwendeten Parameter elimi-
nieren. Die Definition verschiedener Ahnlichkeitsklassen von Gerauschen unterscheidet
sich dann dadurch, welche der Pfeifparameter in der Klassendarstellung durch die Di-
mensionsanalyse in der Merkmalsbildung nach Gleichung (121) eliminiert werden.

Die Dimensionsanalyse, die in der gezeigten derzeitigen Form zwei unabhangige Zeit-
dimensionen unterscheidet, kann daher zur Reduktion von bis zu zwei Gerauschpara-
metern eingesetzt werden. Gelingt es, entsprechend der in der Bildverarbeitung in Glei-
chung (110) bei der Verallgemeinerung in héhere Dimensionen zusatzliche Eigenschaf-
ten der Gerduschfunktion zu identifizieren, so kdnnen noch weitergehende dimensions-
lose akustische Merkmale mit dieser Vorgehensweise abgeleitet werden. So lange dies
jedoch nicht der Fall ist, mul3 jede weitergehende Klassifikation komplexer nichtlinearer
Geréausche derzeit im nachgeschalteten Klassifikator erreicht werden.
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4.5.3 Klassifikatordesign

Die Eigenschaften der ZFT und ihre Darstellungen in der (w, t)-Ebene hangen sehr stark
vom gewahlten Kern ®(¢, 1) in Gleichung (113) ab. Das Problem der Geréduschklassifi-
kation besteht nun sehr oft darin, dal3 Signale unbekannter Struktur klassifiziert werden
mussen, fur die kein Vorwissen tber deren spektrale und zeitliche Zusammensetzung
bekannt ist. Die Frage, durch welche Strategie in so einem Fall der Kern bestmaéglich an
ein unbekanntes Signal angepalit werden kann, ist theoretisch noch offen.

In der Praxis behilft man sich daher damit, den parametrisiert formulierten Kern ®(¢, 7)
bezuglich der am Ende der Verarbeitungskette flr eine vorgegebene Signalmenge er-
reichbaren Klassifikationsrate zu maximieren. Das Suchproblem bzw. Bestimmungspro-
blem des Kerns ®(&, 7) mit hier gewahlten zwei Parametern &,

Doy (6,7) = key (O (r) wz):(u )H c—6r (122)

T2
wird durch diese Vorgehensweise als das in Abbildung 60 dagestellte Optimierungspro-
blem behandelt, da durch diese allgemeine Parametrisierung die Optimierung des Kerns
auf ein vorhandenes Set an Gerduschen ermdglicht wird. Darin werden zunachst fur
bereits vorklassifizierte Zeitreihen x4(t),zp(t) der Klassen A und B mit vorgegebenen
Startwerten die Zeit-Frequenzdarstellungen C, (4 5 (t,w; & .., &) berechnet, aus denen
dann uber den Zwischenschritt der akustischen Momente my, (4, 5,(&1, .., &) die dimen-
sionslosen Merkmale 7, 14.5(&1, -, §,) bestimmt werden.

Zeitreihe Zeit-Frequenz- akustische dimensionslose
. ] Darstellung Momente Invarianten
za(t),25(t) CraBy(t,w; &1 8n) mpq,{A,B}(fla ->€n) 7rpq,{A,B}(&’"’fn)
Klassifikation Abstandsmafd ,
F(Tpg, a(Eopt) s - Tpg,B(Eopt)) =0 max(De) Dg(A,B)z(ﬁA(f) —7p( ))

Abbildung 60: Optimierungsschleife fir den Klassifikatorenentwurf [223]

Mit der Bestimmung der dimensionslosen Merkmale m,, (4,5 (&1, -, &), die natiirlich noch
von der Wahl der Parameterwerte des Kerns abhangen, ist der erste Schritt des Optimie-
rungsvorgangs in Abbildung 60 abgeschlossen. In einem zweiten Schritt wird nun fur die
beiden (Gerausch-)Klassen A und B ein Abstandsmaf’ D (A, B) definiert [223]

de(A, B)

de(A, A) + de(B, B)’ mit de(A, B) = (Ra(&1, .. &) — (&1, -, &))" (123)

D¢(A,B) =

Das Abstandsmal} in Gleichung (123) wird dabei umso grol3er, je weiter die Zentren der
Klassen auseinander liegen und je kleiner sich die Ausdehnung der Klasse um ihr Zen-
trum ergibt. Mit zunehmendem Abstandsmald wachst damit auch die Trennbarkeit der
Klassen, so daR sich aus der Maximierung des Abstandsmafles max(D;) ein Gutekrite-
rium far die Parameterwahl von ¢ in der Optimierungsschleife in Abbildung 60 ergibt.
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Als Kontrolle fur den Klassifikationsalgorithmus in Gleichung (123) bietet es sich an, die
Konvergenz des Optimierungsalgorithmus anhand einiger vorgegebener ,synthetischer”
Gerausche, deren Zusammensetzung bekannt bzw. speziell fur die Validierungsaufgabe
zusammengesetzt ist, zu Uberprifen. Sinnvollerweise stellen diese Gerausche gleichzei-
tig auch bestimmte Grenzfélle der Kernparametrisierung dar, um eine genaue Kontrolle
und Interpretation des Klassifikationsergebnisses zu ermoglichen.

Nachfolgend wird im Beispiel dargestellt, wie der Optimierungsalgorithmus zu den opti-
malen Kernparametern &, ., 70,05+ KONvergiert, die sich hier aus der Kenntnis der Signal-
struktur ergeben mussen. Dazu werden Simulationen mit n = 256 Samples und einer
Klassengrofie von je 100 Gerauschen bei einer Sampling Rate von At = 1[s] durchge-
fuhrt, der Frequenzbereich deckt daher das Intervall w € [—m, 7| [Hz] ab.

Im ersten Beispiel sind die zwei Klassen A und B nur anhand ihrer zeitlichen Signalstruk-
tur f(¢) und ¢(¢) zu unterscheiden, die in den Gleichungen (124) dargestellt ist.

Klasse A : f(t) = h(t)sin(wt + 1) + 2h(t — At) sin(wt + ¢3) + ae(t)

Klasse B : g(t) = 2h(t) sin(wt + @3) + h(t — At) sin(wt + p4) + ae(t) (124)

Darin ist At=32[s] und h(t) ein Hanning Fenster der Breite 30 [s]. Die Phasen ¢; sind zu-
fallsverteilt aus dem Intervall [0, 27]. Die Frequenz der Wellenpakete ist w /27 =0.15 [H z].
Das Rauschen ¢(t) ist normalverteiltes wei3es Rauschen (e(t) ~ N(0,1)). Die Amplitude
des Rauschens wird durch den Parameter « festgelegt. In Abbildung 61a ist stellvertre-
tend fur jede Klasse ein Signal mit ¢« =0.2 dargestellt.
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Abbildung 61: Zwei Signalklassen A, B nach Gleichung (124). a) Je eine Darstellung
jeder Klasse, b) Abstandsmaf’ D,(A, B) der Klassen A, B uber einem Wertebereich der
Kernparameter 7y, &, [223]

Den einzigen Unterschied zwischen den Klassen A und B stellt die zeitliche Struktur,
d.h. der Unterschied in den Amplituden der Wellenpakete dar. Aus diesem Grund der Si-
gnalzusammensetzung ist die beste Trennbarkeit der Klassen mit , =0 zu erwarten. Die
spektralen Signalanteile gehen deshalb nicht ein, ein i, > 0 wirde der Trennbarkeit der
Klassen keine zusatzliche Information hinzufiigen kénnen. In Abbildung 61b ist der Ab-
stand beider Klassen tber den Kernparametern 7y, £, aufgetragen. Die Kernparameter,
die den Klassenabstand maximieren sind 7y ,,; =0 und & ,,: = 5. In diesem Grenzfall, in
dem nur rein zeitliche Signalanteile die Klassentrennung bestimmen, wurden durch den
Optimierungsalgorithmus die korrekten Kernparameter gefunden.
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Im folgenden Fall wird zusatzlich eine Frequenzanderung in die Wellenpakete aus dem
vorhergehenden Beispiel eingebracht und dariiber hinaus wurde der Unterschied in den
Amplituden mit w, /27 =0.15 und w, /27 =0.075 weiter verringert. In den Signalen

Klasse A:  f(t) = h(t) sin(wit + 1) + 1.2h(t — At) sin(wst + pa) + ae(?)

Klasse B:  g(t) = 1.2h(t) sin(wat + @3) + h(t — At) sin(wit + @4) + ae(t) (125)

ist die Amplitude des Rauschens weiterhin zu « =0.2 gewahlt, auch die anderen Simulati-
onsparameter wurden unverandert beibehalten. Zwei exemplarische Signale sind wieder
beispielhaft in Abbildung 62a dargestelit.
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Abbildung 62: Zwei Signalklassen A, B nach Gleichung (125). a) Je eine Darstellung
jeder Klasse, b) Abstandsmaf’ D,(A, B) der Klassen A, B uber einem Wertebereich der
Kernparameter 7, &, [223]

Die Maximierung des AbstandsmaRes D¢ (A, B) liefert wie in Abbildung 62b dargestellt in
diesem Fall 7 o,: =0.06, £ ope = 5. Ein Wert von 7 ., > 0 bedeutet, daf? nun die spektralen
Signalanteile ebenfalls mit in die Klassentrennung eingehen. Aus Abbildung 62b folgt
desweiteren, daB fir & =0 keine Klassentrennung wegen Dg(A, B) =0 mdglich ware,
da dann nur spektrale Signalanteile zur Klassentrennung herangezogen wirden, sich
die Spektren von ¢(t) und h(t) jedoch nicht unterscheiden, da sie lediglich durch zeitliche
Invertierung und Verschiebung auseinander hervorgehen.

Parameterwahl &, 7 Interpretation des Kerns C.(t,w; ®(&, 7o))

& =00, 79 =0 |z(t)|* (nur zeitliche Signalanteile)

& =0,7 =00 | X (w)|? (nur spektrale Signalanteile)

&y = 00, Tp = 00 Wigner-Ville Darstellung (WVD)

& =00,0< 1 <0 Pseudo Wigner-Ville Darstellung (PWVD)

0 <& <o0,0< 1< oo | geglattete Pseudo Wigner-Ville Darstellung (gPWVD)

Tabelle 13: Funf Grenzfalle in Abhangigkeit der Kernparameter &, 7, [223]

Auf diese Weise kann der gezeigte Optimierungsalgorithmus mit mehreren Grenzfallen
untersucht und validiert werden, die sich flr bestimmte Parameterwahlen des Kerns
C.(t,w; (&, 7)) ergeben und in Tabelle 13 dargestellt sind. Damit ist die Darstellung
des Klassifikationsalgorithmus abgeschlossen.
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45.4 Kontrollen

Zur Kontrolle, ob das auf Seite 85 diskutierte Vorgehen, akustische Ahnlichkeit auf die
Frage geometrischer Ahnlichkeit zuriickzufiihren, Sinn machen kann, ist hier gezeigt,
daR fiir bestimmte ,Pfeiftone* der fragliche akustische Ahnlichkeitsbegriff analytisch in
den geometrischen Ahnlichkeitsbegriff der Mustererkennung Uberfiihrt werden kann.

Hierzu wird eine analytische Beschreibung des Pfeiftons angegeben. Pfeiftone beste-
hen idealerweise aus einen Spektrum, das zu jedem Zeitpunkt einer Deltafunktion mit
einem Peak bei w(t) entspricht. Der Zeitverlauf der instantanen Frequenz kann dabei
beliebig sein. Dies bedeutet, dal} die dem Pfeifton s(¢) = cos(w(t) - t) zugrundeliegende
Cosinusschwingung beliebig frequenzmoduliert sein kann. Zur weiteren Rechnung und
Interpretation wird das reale Zeitsignal durch eine Hilberttransformation in seine komple-
xe analytische Form Uberfuhrt [46]:

s(t) = H (cos(w(t) - 1)) = exp <iw(t)t> (126)

Fur eine explizite Charakterisierung des Frequenzverlaufs wird dieser in eine Taylorreihe
mit w(t) =>",, wit® entwickelt, so daR das Pfeifen folgende Form annimmt

s(t) = exp(i i wit* ). (127)
k=0

Die Anzahl der Koeffizienten wy, in Gleichung (127) legt nun die Art des Pfeifens fest:

0 Pfeifen mit konstanter instantaner Frequenz w, (Sinusschwingung)
mit wy =const, w; =wy, =... =0

0 Pfeifen mit linearem Frequenzverlauf wy + wqt (Chirp)
mit wy = const, w; = const, wy, = w3 = ... =0

O Pfeifen mit quadratischem Frequenzverlauf wy + wit + wyt?
mit wy = const, w; = const, w, =const, wys =wy =...=0

Zur Darstellung des Signals in der (w, t)-Ebene wird hier aus Vereinfachungsgriinden die
Wigner-Ville-Darstellung (WVD) gewahlt, da in dieser Darstellung die Ausdriicke z.T. ana-
lytisch geschlossen behandelt werden kénnen. Die WVD eines Signals s(t) ergibt fur das
Pfeifen s(¢) in Gleichung (127) durch Einsetzen

—+00
1 .
Wtw) = 5 / (b= D)s(t+ o) dr
+o0

kmaz=00 k+1 n
— % /exp (—inT iy wpttT Y (k Z 1) G) - (—1)”]> dr (128)
k=0 n=0

—00

Die Integration kann fur diesen allgemeinen Ausdruck zunéchst nicht geschlossen ange-
geben werden. Daher wird Gleichung (128) fur die ersten Glieder der Taylorreihe einzeln
untersucht. Die auftretenden Falle stellen mit zunehmender Anzahl der Terme immer
komplexere Gerausche (Sinus, Chirp, Pfeifen mit quadratischem Frequenzverlauf) dar.
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Fur den im folgenden betrachteten Fall des Chirp mit quadratischen Frequenzverlauf ist
mit k,,.. = 1 die Taylorreihe auf die ersten beiden Glieder beschrankt. Damit ergibt sich
far den nichtlinearen Signalverlauf s(¢) des Chirps

kmaz=1

s(t) = exp(i Z wpt"™) = exp(i(wot + wit?)) (129)

k=0
Die Auswertung des allgemeinen Integrals aus Gleichung (128) ergibt

+00
1
W(t,w) = = /exp(i(wo + 2wt — w)27)dT
s
B { S(wo + 2wt —w)  flr (tg <t <ty +At) A (0 <w < Wnaz)

0 fir auBerhalb (130)

wobei bei realen Mel3daten der Wertebereich sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbe-
reich immer endlich ist. Der Wertebereich wird durch den Anfangswert t,, der Zeitdauer
At und der maximalen Frequenz w,,., begrenzt.

Zur Merkmalsgenerierung werden nun die hdheren akustischen Zentralmomente nach
Gleichung (119) durch Einsetzen der WVD in Gleichung (130) unter Einsatz der Schwer-
punktskoordinaten ¢=1A¢ und w=wy + w At zu

+00 400

1y = / / (t— P (w — @) W (¢, w) dt d (131)
_ SoWiATTCfur (p+¢+1) gerade (132)
0 far (p+q¢+1) ungerade

bestimmt. Die Integration ergibt die noch von den Parametern At (d.h. der Lange des
Signals) und w, (d.h. der Steilheit des Frequenzanstiegs) abhangigen Zentralmomente.

Die Dimensionsmatrix fur diese Zentralmomente 4,, und den zur Bildung der dimensions-
losen Potenzprodukte ausgewahlten Zentralmomenten s, und 1o, zeigt Tabelle 14.

. = 7] [ 7. 7]
10 2 0 10 1 0
Ho1 1 1| = | po1 0 1
Hpq p+1 —q Hpq I%H q

Tabelle 14: Dimensionsmatrix und Normalform

Aus der Normalform in Tabelle 14 sind die dimensionslosen (Akustik-)Merkmale wieder
direkt ablesbar. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden dimensionslosen akusti-
schen Zentralmomente zu:

I
Tpg = Lgfél . (133)
Mo~ Ho1
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Tragt man diese Bildungsvorschrift der dimensionslosen akustischen Merkmale in einer
Matrix auf, so ergibt sich die folgende Merkmalsmatrix in Gleichung (134) fur die Weiter-
verarbeitung im nachfolgenden Klassifikator zu

0 1 0 1/2 0
1 0 1/2 0 1/3
e = | 0 1/2 0 1/3 0 (134)
1/2 0 1/3 0 1/4
0 1/3 0 1/4 0

Wie die Merkmalsmatrix in Gleichung (134) zeigt, sind die dimensionslosen Akustikmerk-
male ,, unabhangig von w; und At in Gleichung (132). Sie bilden daher die betrachteten
Pfeiftone in Gleichung (129) auf ein- und diesselbe Klasse ab, da die dimensionslosen
Merkmalsdarstellungen dieser Zeitsignale tbereinstimmen. Diese Ununterscheidbarkeit
gewahrleistet die korrekte Klassifikation im nachgeschalteten Klassifikator.

Als Besonderheit ist noch zu vermerken, dal3 die Form der abgeleiteten dimensionslosen
Merkmale je nach betrachteter Gerduschklasse und verwendeter Kernparametrisierung
variieren kann. Diese einsehbare Tatsache ergibt sich aus dem Vergleich der Dimen-
sionsmatrizen in Tabelle 12 und Tabelle 14, die sich jeweils aus der unterschiedlichen
Kernparametrisierung der Zeit-Frequenztransformation fir die vektoriellen Dimensionen
zu TP, 91 und TPH'T, 7 ergeben.

Neben diesen Méglichkeiten, das Ahnlichkeitspostulat einzelner Gerauschklassen analy-
tisch zu untersuchen, bietet es sich flr nicht mehr geschlossen intergierbare Gerausch-
klassen auch an, entsprechend dem aus der Mustererkennung als ,Merkmalseditor” be-
zeichneten Untersuchungswerkzeug auch in der Akustik z.B. die im Rahmen des Opti-
mierungsverfahrens in Abbildung 60 erzeugten Klassengrenzen numerisch zu untersu-
chen. Den hierzu auftretenden Informationsflufd zeigt Abbildung 63.

Klassifi-
Zeitreihe ZFT Mer_kmale katolrl Klasse
? Cp(w, 1) =0 Tpq F(qu) -0 ?
Tpg = Tpg + ATrpg
ZFT Merkmale K:ias,;': - Klasse
Co(w, 1) =0 Tpq F () =0 .Pfeifen®

Abbildung 63: Informationsflu® im akustischen Merkmals-Editor

Die in Abbildung 63 zur Rekonstruktion der Zeitreihe aus den Merkmalen 7,, notwendi-
gen beiden Ricktransformationen unterliegen jedoch einigen Einschrankungen. So ist
die erste Rucktransformation der Bildmerkmale auf die ZFT immer mdoglich, wahrend
die Eigenschaft der Invertierbarkeit der ZFT zurlick auf die Zeitreihe von der Wahl des
parametrisierten Kerns nach Tabelle 11 abhangig ist.
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4.6 Data Mining

Durch die computergestutzte Erfassung und Steuerung von Produktions- und Geschéfts-
prozessen sowie durch die in zahlreichen MelRkampangnen und Simulationen gewon-
nenen Daten sind in der Industrie grol3e Datensammlungen entstanden. Diese Daten-
bestande sind in Datenbanken oder auch in Data Warehouses [30, 66] abgelegt und
stehen unternehmensweit flir eine weitere Auswertung zur Verfiugung. Daher hat sich in
der neueren Zeit eine stirmische Entwicklung von Verfahren zur ,Wissensentdeckung in
Datenbanken“ (knowledge discovery in databases) ergeben.

Der verstandliche Wunsch nach einer umfassenden Extraktion des in diesen Datenban-
ken implizit enthaltenen ,Wissens” in expliziter Form (z.B. eines mathematischen Mo-
dells oder auch nur die Kenntnis besonderer Zusammenhangen in den Daten, die auch
als ,Muster” bezeichnet werden) ist fur die Industrie im Sinne eines Reengineering zur
Prozel3verbesserung und -optimierung nicht nur aus Kostengriinden von Interesse, son-
dern verspricht auch die Gewinnung und Nutzung vorher nicht bekannten Wissens. Der
Vorgang der Wissensextraktion aus den Daten wird als Data Mining [88] bezeichnet.

Die erhoffte Wissensextraktion gestaltet sich jedoch wegen der riesigen Datenmengen,
der grof3en Anzahl von EinfluBparametern und der meist unbekannten, oft nichtlinearen
Natur der zugrundeliegenden Ereignisse als schwierig. Das Data Mining zur Wissens-
entdeckung in Datenbanken stellt daher die in Abbildung 64 dargestellte Suche nach
geeigneten Algorithmen dar, mittels derer die Wissensextraktion aus Daten durch den
Rechner systematisch untersttitzt werden soll.

Kompetenz
_
Sensitivitaten
Wissen
_— "
Zusammenhange
Informationen
- —

Kennwerte

Daten
(1,...,2,) /

Relevanzliste

Abbildung 64: Gesuchte Algorithmen zur Wissensextraktion im Data Mining [195]

Fir die Wissensextraktion sind wie Abbildung 64 zeigt, mehrere aufeinander folgende
Abstraktionsschritte notwendig. Im ersten Schritt werden die in einer Datenbank vorge-
haltenen erforderlichen Daten in eine Relevanzliste (xy,...,,) selektiert und dann zu
aussagekraftigen Informationen verdichtet, die bestimmte wichtige Kennwerte darstel-
len. Im zweiten Schritt fuhrt die Analyse der Kopplungen der Kennwerte untereinander
zu einem umfassenden Wissen, unter dem die Kenntnis des (Gesamt-)Zusammenhangs
der Kennwerte verstanden wird. Im dritten Schritt folgt aus der aktiven (Be-)Nutzung
dieses Wissens die Kompetenz, aus der durch die Kenntnis der Sensitivitaten in einer
gegebenen Situation ein systematisches Vorgehen abgeleitet werden kann.
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4.6.1 Modellvorstellung

Technische und experimentelle Daten, die als Resultate aus aufwendigen Experimen-
ten, teuren Prototypen oder numerischen Simulationen gewonnen wurden, weisen im
Gegensatz zu beliebigen andersartigen Daten besondere zusatzliche Eigenschaften auf.
So wirkt sich die

[0 Messung technischer Daten (neben der Quantifizierung des MelRwerts) durch die
mit jeder Mel3groRe verbundene(n) physikalische(n) Mal3einheit(en) und damit im
Vorhandensein zusatzlicher Dimensionsinformationen aus. Auch wirkt sich die

[0 Annahme eines gesuchten funktionalen Zusammenhangs nach dem Prinzip der
Dimensionshomogenitat in Form einer dimensionshomogenen Funktion aus, die
damit eine zentrale Grundlage fur die funktionale Modellbildung darstellt.

Aufgrund dieser besonderen Dateneigenschaften kann zunachst die Kennzahlbildung
aus der Dimensionsinformation erfolgen. Diese Ahnlichkeitstransformation eliminiert die
mit den Daten verbundene Skaleninformation und fal3t dabei physikalisch vollahnliche
Daten zu identischen Kennzahlwerten zusammen. Durch die Kennzahlbildung wird die
Anzahl der Problemparameter verkleinert als auch durch die damit einhergehende Ahn-
lichkeitsbetrachtung eine neue Sichtweise auf die Daten geschaffen. Aufgrund der Re-
duktion der Problemparameter kbnnen dann anschliel3end meist funktionale Zusammen-
hange mit den bekannten Techniken der Datenanalyse einfacher entdeckt und umgekehrt
durch Ahnlichkeitsbedingungen einfacher validiert oder verworfen werden.

Kompetenz
/ 87rj/87ri
Ableitungen
Wissen
/ F(7T1,...,7Tm):0 /

Ahnlichkeitsfunktion

Informationen
/ (77'1, ceey 7Tm) /

Kennzahlen

Daten
(1,...,2p) /

Relevanzliste
Abbildung 65: Algorithmen zur dimensionshomogenen Wissensextraktion [195]

Zur dimensionshomogenen Wissensextraktion sind mehrere aufeinander folgende Ab-
straktionsschritte notwendig. Nach Abbildung 65 werden im ersten Schritt die in einer
Datenbank vorgehaltenen Daten in einer Relevanzliste selektiert und dann zu aussage-
kraftigen Informationen verdichtet, die Kennzahlen darstellen. In einem nachsten Schritt
fuhrt das Verstandnis fur die Kopplungen der Kennzahlen untereinander zu einem um-
fassenden Wissen, unter dem die Kenntnis der Ahnlichkeitsfunktion verstanden wird. Im
letzten Schritt folgt aus der aktiven Nutzung dieses Wissens durch Ruckeinsetzen der
Kennzahlbeziehungen und Ableiten die Kompetenz, durch die Kenntnis der Ableitungen
unter Bertcksichtigung der jeweils giltigen Randbedingungen eine systematische Vor-
gehensweise zur weiteren Verdnderung ableiten zu kdnnen.
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4.6.2 Abstraktionsebenen

Wesentlich in Abbildung 65 sind die durch die Anwendung der Ahnlichkeitstheorie mog-
lichen strengen Definitionen fir die einzelnen Ebenen der Wissensabstraktion. Dies be-
deutet, daf3 hier nicht nur die Ublichen verbalen Einordnungen tber generelle Vorgehens-
weisen im Abstraktionsprozeld der Wissensgewinnung vorgeschlagen werden, sondern
mit den Methoden der Ahnlichkeitstheorie anerkannte formale und experimentell tber-
prufbare Vorgehensweisen fur Daten mit physikalischen Dimensionsbegriffen zugrunde
liegen, die theoretisch abgesichert sind.

Die Anwendung der Ahnlichkeitstheorie besitzt damit die folgenden Potentiale, die sich
ausgehend von der Erstellung von Relevanzlisten wesentlicher Einflu3gréf3en, dem Stu-
dium von Ursache-Wirkungs-Ketten tber die Erstellung von Sensitivitatsanalysen bis hin
zur Modellbildung und Optimierung des Gesamtsystems einsetzen lassen:

0 Durch die Bedingung der Dimensionshomogenitat bestehen methodische Hinwei-
se, ob die aus der Datenbank selektierte Relevanzliste (zy,...,z,) fur die Modell-
bildung und Beschreibung konsistent und vollstandig ist.

[0 Durch die Erstellung der Dimensionsmatrix systematische Bestimmung geeigneter
aussagekraftiger KenngréRen (m, ..., m,,) fur die Klassifikation und Bewertung der
in der Datenbank enthaltenen Ereignisse.

0 Durch die Einbeziehung von Funktionsapproximationsmethoden Unterstiitzung in
der systematischen Erkennung von Zusammenhéngen F(m,...,m,) =0, die Ver-
haltensaspekte und deren Interaktion im Gesamtsystem bewerten kdnnen.

0 Durch das Ruckeinsetzen der Kennzahlbeziehungen ist in Abbildung 65 aus den
or;j/om; die Gewinnung der Ableitungen dz;/0z; moglich [22], mit denen eine Ab-
schatzung von Parametervariationen bestimmt werden kann.

Ermaoglicht wird dies durch die Wahl geeigneter physikalischer Abstraktionsbegriffe, die
als (Ahnlichkeits-)Kennzahlen bezeichnet werden und die ganze Klasse aller vollahnli-
chen Objekte oder Vorgange in identischen KennzahlgréRen zusammenfassen. Abbil-
dung 65 hat daher die Eigenschaft, die Bildung der einzelnen Abstraktionsebenen nach
Definition 2 ,Ahnlichkeit ist Gleichheit im Sinne einer Abstraktion* vorzunehmen.

In Data Mining Anwendungen spielt es fur die Auswahl der verwendeten Algorithmen na-
turlich auch eine entscheidende Rolle, aus welcher Problem- bzw. Systemklasse die Da-
ten stammen. Im Ingenieurwesen hat sich hierfur die Klassifikation von Systemen z.B. in
statische versus dynamische Systeme, lineare versus nichtlineare Systeme usw. einge-
birgert. Wahrend im Ingenieurwesen, in dem meist eine Systemmodellierung ange-
strebt wird, aus der Systemklasseneinteilung sofort Ruckschliisse auf die Anwendbarkeit
bestimmter Modellierungs- und Lésungsverfahren gezogen werden kann, ist diese Ein-
teilung im Data Mining meist nicht klar zu treffen, da im Data Mining die Auswahl der
Algorithmen vom vorgegebenen Ziel der erhofften Aussagen abhangt.

Uber die Verwendung dimensionsloser GroRen als Zwischenschritt im Data Mining di-
mensionsbehafteter Daten [36] ergibt sich die Mdglichkeit, daf3 sich die Betrachtungswei-
sen des Data Mining formal konsistent in die Betrachtungsweisen des Ingenieurwesens
uberfihren lassen, da die dort gultige Zwangsbedingung der Dimensionshomogenitat fur
beliebige Verknupfungen dimensionsloser Grol3en automatisch erfullt wird.



4 Data Mining 95

4.6.3 Data Mining

Theoretische Basis fir diese Vorgehensweise ist die Tatsache, dald in der Physik die
BeschreibungsgréfRen z; nicht nur einen numerischen Zahlenwert, sondern auch physi-
kalische Dimensionen besitzen. Funktionen f dimensionsbehafteter Grol3en z; dienen in
der Physik als qualitative und quantitative Modelle realer Objekte, Zustande oder Vorgéan-
ge, die in der allgemeinen impliziten Notationsform f(z,...,x,) =0 angegeben werden
kénnen und fir die das Pi-Theorem gilt.

Neben der zentralen Bedeutung in der Erstellung einer funktionalen Modellvorstellung
ergibt sich im Pi-Theorem durch die Reduktion von n dimensionsbehafteten Grél3en
(%1, ...,x,) auf nur noch m =n — r dimensionslose GroéRen (r,..., ;) durch die Hin-
transformation 7r in Abbildung 66 eine Reduktion der freien Variablen in der Funktionsap-
proximation. Hierfur werden die Originaldaten (z,...,z,) des &uf3eren Koordinatensy-
stems mit der Hintransformation = auf ihre dimensionslosen Darstellungen (m, ..., m,)
im inneren Koordinatensystem abgebildet.

Tn Tm /<,“
Ly F
—
T —
N e~ Im 1 m
e n—1 T

Abbildung 66: Approximation von f via Ahnlichkeitsfunktion F [196]

Das eigentliche Data Mining (d.h. in Abbildung 66 die Funktionsapproximation von F’)
kann dann z.B. mit klassischen Algorithmen erfolgen, durch den Umweg Uber die dimen-
sionslosen Transformationsgruppen werden trotz des bei Abbildung 34 bereits erwéhnten
Fehlens eines allgemeingtltigen Beweises in der Regel sowohl qualitativ als auch quan-
titativ bessere Ergebnisse erzielt [100, 101], da das gesuchte Modell F' mit aus r=n—m
weniger freien Variablen aufgebaut ist und durch die Kennzahlbildung die Ergebnisinter-
pretation oft zusatzlich vereinfacht wird.

Nach erfolgter Transformation auf dimensionslose Grof3en kann nun entsprechend der
im fallbasierten Schliel3en auf Seite 57 dargestellten Sichtweise ein Data Mining Algo-
rithmus das vorhandene Datenmaterial auf Zusammenhénge untersuchen. Dies kann
ausgehend von Einzelféllen (my, ..., 7, 1) — m, auf die Gewinnung von Regeln F; in
der Form Fj(my,...,mm 1) = 7, Ubergehen, die eine bestimmte und begrenzte Anzahl
von Féllen zusammenfassen. Lassen sich alle Regeln F; in einer einzigen Regel F' zu-
sammenfassen bzw. kann eine einzige Regel F' die Gesamtheit aller Félle abdecken
und darlber hinaus die Regel noch in Form einer Funktion dargestellt werden, ist der
stufenweise Ubergang der Techniken des Data Mining in die bekannten Techniken der
Funktionsapproximation formal dargestellt.

Die beschriebenen Eigenschaften der Ahnlichkeitstransformation fiihren insgesamt zu
einer Vorgehensweise, die bei der Regelgewinnung/Modellbildung eine Reduktion des
Suchraumes maoglicher Modelle erlaubt und zudem eine systematische Methode zur Auf-
stellung und Verifikation von (Funktions-)Modellen darstellt.
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Der Datenauf- und -vorverarbeitung kommt im Data Mining eine wichtige Rolle zu. Aus
ahnlichkeitsmechanischer Sicht ist z.B. die Rolle der Datenselektion hinsichtlich der Er-
stellung der Relevanzliste zu nennen. Die sonstige Wahl der in der Vorverarbeitungspha-
se eingesetzten Algorithmen muld dabei auf die nachfolgende Informationsverarbeitung
abgestimmt sein. Dabei kann es sich um Algorithmen zur Filterung und Rauschelimina-
tion, der Behandlung fehlender Datenfelder usw. handeln.

Eine besonders erwahnenswerte Menge leistungsfahiger Vorverarbeitungsalgorithmen
stellt die Klasse der Integraltransformationen dar. In der Vorverarbeitung der akustischen
Merkmalsdaten auf Seite 86 wurde z.B. eine frei parametrisierbare Integraltransformati-
on eingesetzt, deren spezielle Parameterwahl nach dem Optimierungskriterium der best-
moglichen Klassentrennung im nachfolgenden Klassifikationsschritt bestimmt wurde.

Idealerweise dient die Wahl geeigneter Vorverarbeitungsalgorithmen dazu, bestimmte
Eigenschaften der Daten besonders hervorzuheben. Neben der genannten Eigenschaft
der Parametrisierbarkeit eines vorgegebenen Integralkerns kann mit der Wahl des Kerns
an sich die Auswahl einer bestimmten Transformationsklasse erfolgen. Je nach Pro-
blemstellung kann auf diese Weise zwischen der Hervorhebung lokaler (z.B. mittels Wa-
velettransformation), globaler (z.B. mittels Momententransformation) oder periodischer
(z.B. mittels Fouriertransformation) Dateneigenschaften gewahlt werden.

Einige Integraltransformationen besitzen die Eigenschaft, z.B. in Zeitreihen vorliegende
zeitvariante Daten in zeitinvariante Daten in Form der Koeffizientenentwicklungen der In-
tergraltransformation zu tUberfuhren. Diese Eigenschaft kann die nachfolgende Informati-
onsverarbeitung stark vereinfachen, da damit lernfahige Modelle (z.B. rickkopplungsfreie
neuronale Netze zum Aufbau eines Klassifikators) zur Verarbeitung an sich zeitvarianter
Daten ausreichen.

Da sich in den Intergaltransformationen je nach ausgewéhltem Kern dimensionsbehafte-
te Koeffizienten ergeben kdnnen, flgt sich deren Weiterbehandlung nahtlos in die ahn-
lichkeitsmechanische Behandlung dimensionsbehafteter Daten ein. Dabei resultieren bei
der Wissensentdeckung in Datenbanken die folgende Vorteile [196]:

e Experimenteller Vorteil
Die Definition von Ahnlichkeit in Form von Transformationsgruppen, welche die
Eigenschaft der Skaleninvarianz besitzen, beruht auf der Dimensionsinformation
melbarer GréRen und kann experimentell verifiziert werden.

e Konzeptioneller Vorteil
Die Gliltigkeit der Ahnlichkeitstransformation und die Definition der daraus ableitba-
ren AhnlichkeitsmaRe ist konsistent mit der Modellierung physikalischer Vorgange
als dimensionshomogene Funktionen.

e Interpretationsvorteil
Aufgrund der Eigenschaften der Transformationsgrupen als Bausteine der endgul-
tigen Losung fuhrt jedes a priori Wissen ohne Beschrankung der Allgemeinheit zu
einer nutzlichen Einengung des Lésungsraumes.

Bei mehreren Problemstellungen in Kooperationsprojekten mit der Industrie konnte die
Methode der Ahnlichkeitstransformation von mit speziellen Integraltransformationen vor-
verarbeiteten Daten bei der Wissensentdeckung in Datenbanken technischer und expe-
rimenteller Daten erfolgreich eingesetzt werden.
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4.6.4 Kontrollen

Die in Abbildung 67 als Expansion bezeichnete Rucktransformation =« ! besitzt keine
eindeutigen Losungen, sondern ergibt als Lésung eine ganze Hyperebene sogenannter
vollahnlicher Punkte. Diese Eigenschaft der Ricktransformation kann zur Validierung der
abgeleiteten Regeln oder Modellfunktionen bzw. als quantitativer Test auf ihre Verallge-
meinerungsfahigkeit verwendet werden [100, 101].

zZ Uy
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Abbildung 67: Konsistenzbedingung der dimensionshomogenen Wissensextraktion

Darlber hinaus ergibt sich tGiber den Vergleich beider Rechenwege eine weitere Konsis-
tenzbedingung fur die Vertraglichkeit der Ergebnisse. Damit sind die speziellen &hnlich-
keitsmechanischen Uberlegungen zur Validierung abgeschlossen.

Y
Domanen-
wissen
y = f(x)
deduktiv T
(z,y:) aus f(z) , _
induktiv
Yy f(z) aus (z;,y;)
Daten- . . )
punkte . .
($ia yl)
xr

Abbildung 68: Induktion in der dimensionshomogenen Wissensextraktion

Neben diesen zwei Konsistenzbedingungen kann entsprechend Abbildung 68 das im
Data Mining durch Induktion erstellte (Funktions-)Modell ganz generell durch Deduktion
einer weiteren Ergebnisvalidierung unterzogen werden. Hierfur wird jedoch zusatzlich
spezielles Domanenwissen zur Ergebnisabwagung und Interpretation bendétigt.
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4.7 Computerunterstitzter Ingenieurentwurf

In frihen Phasen des Entwurfsprozesses mussen standig Entscheidungen getroffen wer-
den, die zu einem spéateren Zeitpunkt nicht mehr oder nur unter hohem Aufwand an Zeit,
Geld oder Material rickgangig gemacht werden kénnen. Empirische Untersuchungen
belegen, dald bis zu 80% der spater anfallenden Produktions-, Betriebs- und Entsor-
gungskosten sowie der wesentlichen Leistungsmerkmale eines technischen Produkts in
den Frihphasen des Entwurfs festgeschrieben werden [167, 217].

Aufgrund des Schlusselcharakters des Entwurfs fur den wirtschaftlichen Erfolg eines Pro-
dukts wird durch die Forschung auf dem Gebiet der Konstruktionsmethodik versucht, das
theoretische Verstandnis des Entwurfsprozesses zu verbessern und die Entscheidungs-
findung des Ingenieurs durch die Entwicklung systematischer und automatisierbarer Vor-
gehensweisen zu unterstitzen. Dabei wirde eine simulationstechnische Unterstiitzung
des Entwurfsprozesses die Moéglichkeit bieten, die Folgen von Entscheidungen friher er-
kennen zu helfen, zu quantifizieren, einer Bewertung zugénglich zu machen und dadurch
den Entwurfsprozel3 insgesamt rationaler und transparenter zu gestalten.

Es ist bisher jedoch noch nicht gelungen, fir die konzeptionelle Vorentwurfsphase eine
umfassend praxistaugliche Vorgehensweise samt geeigneter Softwareumgebung zu ent-
wickeln. Eine der zentralen Ursachen fir das bisherige Scheitern der Erstellung einer
fur eine allgemeine Entwurfstheorie tauglichen konzeptionellen Modellvorstellung samt
dazugehoriger ,Entwurfssoftware” liegt u.a. in der qualitativen und quantitativen Unter-
schiedlichkeit und formalen Unvertraglichkeit der im Entwurf oft gleichzeitig auftretenden
Modellbeschreibungen und -darstellungen. Diese hangen in enger Weise mit den ver-
schiedenen, am Entwurf beteiligten Begriffsgebieten in Abbildung 69 zusammen.

Zur Charakterisierung der unterschiedlichen Begriffsgebiete wird in Abbildung 69 eine
grobe Unterteilung in die drei Bereiche von Glauben, Kénnen und Wissen vorgenommen,
die dann zur qualitativen Unterscheidung der in den drei unterschiedlichen Gebieten be-
nutzten Begrundungsweisen fir die dargestellten Entwurfs- und Bewertungsmethoden

herangezogen wird.

Kénnen

Glauben
Abbildung 69: Einbettung von Glauben, Kénnen und Wissen

Inspiriert wird die hierarchische Einbettung der drei Begriindungsweisen in Abbildung 69
aus der philosophischen Weltanschauung des ARISTOTELES, der von einer Einbettung
der Logik in die Asthetik ausging, die selbst wiederum in die Ethik eingebettet ist [171].
Mit den drei Grundfragen der Philosophie: ,Was kann ich wissen? Was muf3 ich tun?
Was darf ich hoffen ?* findet sich auch bei IMMANUEL KANT (1724-1804) eine solche
Dreigliederung [103, 115], die hier auf die rein ingenieurwissenschaftliche Argumentation
hinsichtlich der Anforderungen im Entwurfsprozel3 beschrankt und auf die Begriffsbildun-
gen von Glauben, Kénnen und Wissen zusammengefal3t wurde.
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Der Grund fir gerade diese Wortwahl sowie die klare Zuordnung, welches Entwurfs-
oder Bewertungsverfahren nun welchem Begriffsgebiet zugeordnet wird, beruht auf der
im folgenden dargestellten Klassifikation: In die Klasse ,Wissen® gehoéren diejenigen
Begriindungsweisen, deren Ergebnisse auf Theorien und GesetzmaRigkeiten beruhen,
die im naturwissenschaftlichen Sinne

0 konsistent,
[0 beweisbar, oder deren Experimente
0 mefl3bar und reproduzierbar

sind. Diese Eigenschaften sind in den gut verstandenen Gebieten der Physik und des
Ingenieurwesens erfillt, da die dort verwendete theoretisch untermauerte Begriffswelt
und Hypothesenbildung einer standigen Uberprifung durch das Experiment unterliegt.

In die Klasse des ,Kénnens* gehdren diejenigen Begriindungsweisen, die sich im natur-
wissenschaftlichen Sinne zwar nicht mehr formal beweisen, aber als einfache, handhab-
bare Vorgehensweisen in realen Problemstellungen trotz des Fehlens eines umfassen-
den Theorieverstandnisses durchaus verwenden und benutzen lassen.

Uber die angenommene Existenz und die Eigenschaften dieser Begriindungsweisen und
Methoden kann dartber hinaus auch intersubjektiv kommuniziert werden, daher geho-
ren diese Begriffsvorstellungen zu der Klasse der operationalisierbaren Methoden. Zur
Erstellung und Tauglichkeitsprifung von Entwtrfen dienen die folgenden, besonders aus
der anglo-amerikanischen Konstruktionsmethodik [129, 210, 217, 226] bekannten Richt-
linien und Regeln in der Form ,Design for X*, die als

[0 Design for Manufacturing,
[0 Design for Assembly / Disassembly und
[0 Design for Recycling

hier exeplarisch fur verschiedene Entwurfsregeln aufgefihrt sind. Alle Begriindungswei-
sen sind letzlich in kulturelle und gesellschaftliche Wertvorstellungen eingebettet, deren
Rechtfertigung nur philosophisch erfolgen kann und sich als Klasse des ,Glaubens® nur
an der angenommenen Existenz und freiwilligen MalRgabe abstrakter philosophischer
Ideen und Ideale (z.B. die Vorstellung von ,,Gut” und ,Bdse®) festmachen lafit.

Es entspricht jedoch dem Primat der wissenschaftlichen Objektivitéat, gerade dort keine
formale Strenge zu unterstellen, wo sie nicht auch nachgewiesen werden kann, zumal
gerade in der Philosophie die Ursache und die Existenz derartiger Vorstellungen stan-
dig hinterfragt wird. Auf dem pragmatischeren Gebiet der Ingenieurkonstruktionen wird
die grundsatzliche Werthaltung fur Entwurfsldsungen durch Ideen in der Form folgender
Ideale bereitgestellt die ausdrucken, inwieweit eine Entwurfsidee

[0 einfach,
[0 machtig, angemessen
0 elegant und schon

ist. Diese Ideale konnen zur Orientierung, Wertehaltung und Wertbestimmung verwendet
werden und werden in dieser Form zum Teil auch in den Natur- und Geisteswissenschaf-
ten zur Beurteilung mathematischer und physikalischer Theorien eingesetzt.
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Wissenschaftlich offen und deshalb untersuchenswert sind durch die vorgenommene Un-
terteilung in Glauben, Kénnen und Wissen natirlich zunachst auch die in den jeweiligen
Begriffsgebieten benutzten Darstellungsweisen und Methoden selbst, als auch die an
den Randern der aneinander stolRender Gebiete zwangslaufig auftretenden Ubergan-
ge mit ihren Ubergangsbedingungen. Dies ist im EntwurfsprozeR, der alle drei Gebiete
Uberstreicht, von besonderem Bedeutung. Dazu ist der im rechteckigen Gebiet in Abbil-
dung 70 angedeutete Entwurfsprozel3 in Abbildung 71 nochmals herausvergrof3ert.

Kénnen

Abbildung 70: Der Entwurfsprozel3 in den Begriffsgebieten

Wie Abbildung 71 schematisiert zeigt, Uberstreicht der Entwurfsprozel3 von den ersten
Phasen der Ideenfindung, der Gewinnung eines Losungskonzepts, der Erarbeitung von
Lésungsvarianten sowie der iterative Wiederholung dieser Entwurfssequenz von Synthe-
se und Analyse alle drei Gebiete des Glaubens, Konnens und Wissens, bis schliel3lich
ein akzeptabler Produktentwurf gefunden ist, der die gestellten Anforderungen erfullt.

PBbuben
|
| |
| |
| |
| |
| |
|
|
|
|
|

|
|
| Produkt Variante(n)
|

A Wissen,

Abbildung 71: Aus Abbildung 70 herausvergrolRerter Entwurfprozel3

Die Hauptursache fir das bisherige Scheitern computergestiutzer Entwurfsverfahren liegt
daher nicht auf einer noch detaillierteren Darstellung dieser auf den menschlichen Ent-
werfer zugeschnittenen und bekannten Entwurfssequenz wie sie z.B. in [167, 228] erlau-
tert sind, sondern beruht auf der Tatsache, dal? diese drei Gebiete, ganz entsprechend
ihrer unterschiedlichen Charakterisierung in Glauben, Kénnen und Wissen, von ihrer zu-
grundeliegenden Natur her sehr unterschiedlich sind und sich deshalb die in den jeweili-
gen Gebieten benutzten Darstellungs- und Vorgehensweisen auch stark unterscheiden.
Fur eine durchgehende Unterstitzung des Entwurfsprozesses muld daher dieses Dar-
stellungsproblem, als auch das Ubergangsproblem an den Randern zweier aneinander
stol3enden Gebiete, sinnvoll und hinreichend umfassend gelost werden.
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In der Kunstlichen Intelligenz (KI) ist diese Problematik der Entwicklung einer dafir ge-
eigneten Problemreprasentation unter dem Schlagwort der Erstellung eines sogenann-
ten Weltmodells bekannt. Dabei sind die Durchgéangigkeit des verwendeten Weltmodells
und der darauf operierenden Algorithmen fiir die Leistungsfahigkeit des Gesamtsystems
entscheidend. Auf diese Tatsache ist es letztendlich zurickzufuhren, dafd z.B. die bis-
herige Entwicklung von Schachcomputern und deren Softwareprogramme in der Spiel-
leistung bereits Weltklasseniveau erreichen konnten, wahrend die urspriinglich in der Kl
als ,gleich schwer“ eingestufte Entwicklung von Sprach- und Ubersetzungsprogrammen
im direkten Vergleich zu den Fahigkeiten des Menschen noch zurtckliegt [208].

Als Begrundung fiur die herausragende Leistungsfahigkeit von Schachcomputern sei hier
eine Einschéatzung der heute erreichbaren Spielstarke genannt, mit der der im Jahr 1997
im Duell gegen ,Deep Blue“ [108], eine fur das Schachspiel optimierte Hard- und Soft-
warekombination, unterlegene Weltmeister Kasparov seine im Schachspiel durchlebten
Gefluhle mit den Worten charakterisierte: ,| felt an awful alien intelligence behind it* [108].

Leider ist es bisher aul3er Uber den auf Seite 42 dargestellten engeren Bereich der Be-
wertungshypothese hinaus nicht gelungen, in der Erstellung einer allgemeinen Entwurfs-
theorie eine umfassende, beweisbare und allgemein anerkannte konzeptionelle Modell-
vorstellung samt Weltmodell des Entwurfsprozesses im Ingenieurwesen zu entwickeln,
das konzeptionell tber den in den Referenzwerken der Konstruktionsmethodik [31, 167,
210, 226], den Konstruktionskatalogen [181] und der VDI-Entwurfsrichtlinie [228] enthal-
tenen Stand des Wissens uber den Ingenieurentwurf hinausgeht.

In der rechnerunterstitzten Konstruktion sind in Forschung und Industrie im letzten Jahr-
zehnt unterschiedliche Entwicklungstendenzen verfolgt und vorangetrieben worden. Da
seitens der Industrie zur Verkirzung der Entwicklungszeiten und Steigerung der Pro-
duktivitat ein starkes wirtschaftliches Interesse an der Integration, Durchgangigkeit und
Vernetzung bereits vorhandener Insellésungen (CAD-, FEM-, CNC-Programme, usw.)
bestand, wurde seitens der Softwareanbieter der heute in der Praxis eingesetzten fiuhren-
den Programml6sungen (Pro-Engineer, CATIA, I-DEAS) durch die sogenannte ,Assozia-
tivitat“ zwischen CAD- und FEM-Programmmodulen die vollautomatische Nachfuhrung
konstruktiver Anderungen in der Geometrie in allen davon abgeleiteten Programmen bis
hin zur CNC-Code-Generierung der Produktionsmaschinen erreicht.

In der Forschung wurde in Kenntnis der Problematik der Erstellung eines Weltmodells der
Schwerpunkt auf zu den einzelnen Entwurfsphasen korrespondierenden Modellierungs-
techniken gelegt, die nach der klassischen Konstruktionsmethodik in die Anforderungs-,
Funktions-, Prinzip- und Gestaltmodellierung unterschieden werden kénnen und fir die
im Rahmen verschiedener Forschungsprojekte zum Thema ,rechnerunterstitzte Kon-
stuktion* bzw. ,wissensbasierte Konstruktion“ verschiedenen Softwaresysteme entwickelt
wurden (KALEIT [18], WiskoN [61], DicAD [80]). Der Einsatz dieser Werkzeuge in der
industriellen Praxis hat sich aus verschiedensten Grinden (grol3ere Komplexitat, man-
gelnde Durchschaubarkeit und Transparenz) jedoch noch nicht durchsetzen kénnen.

Die genannten Entwicklungen sind bisher von ihrer softwaretechnischen und konstrukti-
onsmethodischen Konzeption auf der Basis existierender Methoden oder klar begrenzter
Anwendungsdomanen vorgenommen worden, wobei das Hauptaugenmerk auf der soft-
waretechnischen Integration lag und eine substantielle Weiterentwicklung und Innovation
in der zugrundeliegenden klassischen Entwurfsauffassung dagegen nicht stattfand.
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Die Hemmnisse bzw. Ursachen fur das bisherige Scheitern der Erstellung einer fur ei-
ne allgemeine Entwurfstheorie tauglichen konzeptionellen Modellvorstellung samt Welt-
modell liegen in der Unterschiedlichkeit und Unvertraglichkeit der im Ingenieurentwurf
gleichzeitig anzutreffenden Modellbeschreibungen begriindet. Diese sind in

0 topologisch und parametrisch unterschiedliche Losungsklassen einzuordnen, far
die eine Einhlllende oder irgendein anderes alternatives Enthaltenseinkriterium im
Allgemeinen unbekannt ist, sowie in

0 verbalen, symbolischen, analytischen und numerischen Teildarstellungen der Ent-
wurfsinformation begriindet, die in verschiedenen, teilweise unvertraglichen Model-
len unterschiedlichen Detaillierungsgrades vorliegen.

In diesem scheinbar unaufldsbaren Dilemma der verschiedenartigsten und widersprich-
lich klingenden Anforderungen an ein ftr den Ingenieurentwurf taugliches Weltmodell gibt
es in Form einer kunstlichen ,Entwurfssprache” einen bisher eher unbeachteten ,nattrli-
chen* Kandidaten fur einen integrativen Lésungsansatz. Dies wird dadurch motiviert, daf3
es Menschen mit nattrlichen Sprachen maoglich ist, Dritten nahezu alle Empfindungen zu
kommunizieren und dabei gleichzeitig Elemente und Argumentationsketten aus allen der
genannten drei Begriffsgebiete des Glaubens, Konnens und Wissens gleichzeitig neben-
und miteinander zu verwenden.

CAD FEM
. Geometrie-
Geometrie interpretation
Entwurfs- . Lasten, ...,
sprache Compiler Materialien —l
Phvsik Lésungspfad-
y generator
Entwurfs- Projekt-
bewertung plane

! !
Abbildung 72: Informationsverarbeitung in einer Entwurfssprache

Abbildung 72 zeigt die Kette der Informationsverarbeitung in einer solchen kinstlichen
Entwurfssprache. Es ist ein wesentliches Leistungsmerkmal dieses Ansatzes, daf3 in der
Entwurfssprache zum einen Geometrie und Physik in einem gemeinsamen Modell ab-
gelegt sind. Dies fuhrt zur Vorstellung ,,ganzheitlicher (Sprach-)Elemente”, die Kenntnis
ihrer eigenen Geometrie und Physik sowie weiterer relevanter Wissensbausteine besit-
zen. Aufgrund der Gerichtetheit des Informationsflusses gibt es nur eine zentrale Stelle
an der alle Daten gehalten werden, so daR bei Anderungen der Daten sofort wieder zu-
einander konsistente Modelle generiert werden kdnnen. In dieser Erzeugung kdnnen
leistungsfahige Techniken aus dem Compilerbau eingesetzt werden, wie dies in méchti-
gen Beschreibungssprachen z.B. im digitalen Schaltungsentwurf bereits der Fall ist.
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Die im Schaltungsentwurf und der Hardwaresimulation eingesetzten Beschreibungsspra-
chen, die in ihrer Konzeption stark auf die Effizienz der daraus generierbaren numeri-
schen Simulation ausgelegt sind, stellen in dieser Hinsicht reprasentative Vertreter der
derzeit zur Systemsimulation verfigbaren Werkzeuge dar. Deren bekannteste Vertreter
(SPICE [47], VHDL [11] sowie MODELICA [151], Matlab/SIMULINK [145] etc.) sind je-
doch eher in die Beschreibungs- als in die der Entwurfssprachen einzuordnen, da sie
noch keine umfassend vereinte Behandlung von Geometrie, Physik und weiteren Ent-
wurfswissensbausteinen in einer heterogenen Modellwelt bieten, sondern zumeist auf
die durchgangige Simulation aller Objekte in einer einzigen Modellebene abzielen.

Abildung 73 verdeutlicht die unterschiedliche Behandlung der in einer derartigen Be-
schreibungssprache gegenuber der in Abbildung 72 dargestellten Entwurfssprache ent-
haltenen Modellierungsebenen. Wahrend zur Systemsimulation in einer Beschreibungs-
sprache alle Informationen auf die unterste Ebene der numerischen Simulation projiziert
werden, sind in der Entwurfssprache alle Modellebenen gleichberechtigt nebeneinander
benutzbar, um die im Entwurf z.T. anders gelagerten Fragestellungen sachgerecht und
mit dem jeweils adequaten Modell und Detaillierungsgrad analysieren zu kdnnen.

einfache analytische Modelle

77 Q)
20........ 200 Starr-/ Mehrkérpermodelle
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Abbildung 73: Freiheitsgrade (DOF) teilweise nicht umkehrbarer Modellwelten

Abbildung 73 zeigt noch eine weitere Besonderheit der unterschiedlichen Modellwelten.
Diese lassen sich zwar von oben nach unten nahezu automatisch auseinander erzeu-
gen, jedoch lassen sich die Ergebnisse aufgrund der unterschiedlichen Freiheitsgrade
(degrees of freedom, DOF) und der damit verbundenen Inkompatibilitat der Problem-
koordinaten nicht ohne weiteres von der numerischen Ergebnisebene auf die hdheren
Bedeutungsebenen der analytischen Modellparameter zuriickrechnen.

Ein weiteres wesentliches Alleinstellungs- und Leistungsmerkmal einer Entwurfssprache
in Abbildung 72 kommt desweiteren aus der Mdglichkeit, Sprachelemente deterministisch
oder auch stochastisch zu modifizieren und dadurch analog zu biologischen Vorbildern
eine evolutiondre Modifikation und Optimierung bestehender Entwulrfe durchfiihren zu
konnen. Mit Hilfe derartiger Verfahren kdnnte eine systematische ,computergestitzte
Exploration von Entwurfsraumen® im Ingenieurentwurf effizient erfolgen, wie dies fir die
evolutionare Variation der Geometrie in Abbildung 88ff detailliert dargestellt ist.

Die Verwendung eines evolutionaren Ansatzes hat neben der stochastischen Mutations-
komponente, die in der Kiunstlichen Intelligenz gerne als ,kinstlicher Kreativitatsersatz*
eingesetzt wird den erwiinschten Nebeneffekt, in Kombination mit der maschinellen Ver-
arbeitungskette zur Modellerzeugung aus Abbildung 72 die in Abbildung 73 gezeigte und
I.LA. unerreichbare ,Modellinversion® zwar nicht qualitativ, so aber doch durch mehrfa-
che (Vorwarts-)Variation der Ausgangsmodelle durch eine quantitative Abschatzung der
erzielbaren Parametereinflisse hinreichend handhab- und abschéatzbar zu machen.
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Zur Umsetzung dieses Vorhabens sind in der urspriinglichen Abbildung 72 fur die im ak-
tuellen Entwurf jeweils erzielte Geometrie und physikalische Funktion des Entwurfs die
in Abbildung 74 dargestellten zwei Ruckfiihrschleifen hinzuzufigen, die dann eine der
jeweiligen Entwurfsglte entsprechende Bewertungsaussage fur die erfolgten konstrukti-
ven Anderungen in der Geometrie und der Physik des aktuellen Entwurfs als Maf fiir die
erzielte Verbesserung oder Verschlechterung erbringen mussen.

Geometriebewertung \ \
CAD FEM
. Geometrie-
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Entwurfs- . Lasten, ...,
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Abbildung 74: Bewertungsrickfihrung in einer Entwurfssprache

Da in Abbildung 74 der jeweilige Entwurf wegen der denkbaren evolutionaren Entwurfs-
modifikationen auch rein ,zuféllige” Komponenten enthalten kann, mul3 die eingebaute
Bewertungsmethodik auch alle derartig evolutionér erzeugten geometrischen und phy-
sikalischen Beschreibungen automatisch verarbeiten kénnen, um einen reibungslosen
Informationsrickfluld zu erméglichen. Da die Bewertungshypothese auf Seite 42 die Er-
zeugung einer Bewertung (Fitness) aus einer vollstandigen dimensionshomogenen Be-
schreibung garantiert, zeigt sich an dieser Stelle eine herausragende Anwendbarkeit der
Entwurfsbewertung mit dimensionslosen Kennzahlen fiir die erfolgreiche Realisierung
der computergestitzten Exploration von Entwurfsrdumen. Dies wird im folgenden fir die
beiden Ruckfuihrungsschleifen der Geometrie und der Physik genauer erlautert.

In der unteren Schleife in Abbildung 74 (Compiler — Physik — Lésungspfadgenerator —
Entwurfsbewertung — Entwurfssprache — Compiler) entsteht durch Ubersetzung der in
der Entwurfssprache vorliegenden Entwurfsbeschreibung ein Gleichungssystem, das die
physikalisch-funktionalen Eigenschaften des Entwurfs beschreibt. Dieses Gleichungssy-
stem wird in einem Ldsungspfadgenerator aufbereitet und symbolisch oder numerisch
geldst. Aus der Losung der Entwurfsparameter werden dann zu Bewertungszwecken di-
mensionslose Kennzahlen und deren Ahnlichkeitsfunktionen bestimmt, die im Sinne der
Bewertungshypothese quantitativ als deren (Bewertungs-)MalRzahlen und qualitativ als
die Bewertungskriterien und deren Aggregationsfunktionen verwendet werden kdnnen.
Diese Vorgehensweise stellt Abschnitt 4.7.3 Losungspfadgenerator detailliert dar. Durch
evolutionare Entwurfsvariation kénnen so die Bewertungsmal3zahlen maximiert bzw. mi-
nimiert werden und damit eine (Entwurfs-)Optimierung erfolgen.
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In der oberen Schleife in Abbildung 74 (Compiler — Geometrie — Geometrieinterpretati-
on — CAD — Geometriebewertung — Entwurfssprache — Compiler) entsteht durch die
Ubersetzung der in der Entwurfssprache vorliegenden Entwurfsbeschreibung eine Geo-
metriedarstellung, die (eventuell Gber einen interpretativen Zwischenschritt, siehe dazu
spater Abbildung 83) in einem CAD-Programm zur geometrischen Definition des Ent-
wurfs verwendet werden kann. Aus diesem Geometriemodell des Entwurfs werden dann
zu Bewertungszwecken dimensionslose Kennzahlen bestimmt, die im Sinne der Muster-
erkennung qualitativ als geometrische (Bild-)Merkmale, sowie quantitativ als deren Mal3-
zahlen zur Geometrieklassifikation verwendet werden kénnen. Diese Vorgehensweise
stellen die beiden Abschnitte 4.7.1 Entwurfsgrammatiken und 4.7.2 Inverses Problem
detailliert dar. Durch evolutiondre Entwurfsvariationen konnte so eine Geometrieklas-
sifikation erreicht werden und damit eine (Entwurfs-)Optimierung erfolgen. Die hierfur
notwendigen Grundlagen werden im nachsten Abschnitt dargestellt.

4.7.1 Entwurfsgrammatiken

Sprachen gehorchen in ihrem Aufbau Regeln, die als Grammatik bezeichnet werden.
Nach CHoMsKY [44] kann die Komplexitdt und Aussagenmaéachtigkeit einer Sprache an
der in der zugehorigen Grammatik definierten Kontextabhangigkeit der Sprachelemen-
te festgemacht werden. Unter Kontextabhéngigkeit versteht man dabei die maximale
Beeinflussungsreichweite vorangegangener und nachfolgender Zeichen in der Interpre-
tation des aktuell zur Ubersetzung anstehenden Zeichens. Die Kontextabhéngigkeit hat
zur Erstellung einer Hierarchieordnung von Sprachen gefuihrt, die insbesondere in der Er-
stellung von Programmiersprachen [9] von grolRer technischer Bedeutung ist. Sie hangt
auf das Engste mit der Definition, der Ubersetzung, der Erstellung von Sprachiberset-
zern (Compilern), sowie der Grof3e und Effizienz des daraus generierten ausfiihrbaren
Programmcodes der zugrundeliegenden (Sprach-)Grammatik zusammen.

Der Einsatz von formalen Sprachen zur Beschreibung von Objekten wurde nicht nur in
der Informatik, sondern auch in der Biologie zur Modellierung von Pflanzen und Wachs-
tumsvorgangen vorangetrieben. Die hierfir verwendeten formalen Sprachen heil3en L-
Systeme und erlauben die Erzeugung einer Vielfalt von Objekten hoher Komplexitat in
einer kompakten Sprache. Nach LINDENMAYER [175] besteht ein L-System aus der De-
finition einer Grammatik G= <V, w, P>, die sich aus dem Alphabet ', dem Axiom w und
Produktionsregeln P zusammensetzt, wie dies Grammatikdefinition (135) zeigt.

Alphabet V = {a,b} )
Wortmenge V* = {a,b,aa,ab,...}
Axiom w = b L-System Grammatik
Produktionsregeln P = {p,p2} G =<V,w,P> (135)
p1:a— ab
p2:ib—a J

Zweck der Grammatikdefinition (135) ist es festzulegen, wie ausgehend vom Axiom w
durch Einsatz der Produktionsregeln P Worte der Wortmenge V* erzeugt werden, bis
die vorgegebene lterationstiefe : = n erreicht ist oder die Zeichenkette nur noch aus
terminalen, d.h. nicht weiter expandierbaren Symbolen besteht. Durch die in jedem lte-
rationsschritt =1, ..., n wiederholte Ersetzung von Zeichen in Produktionsregeln spricht
man bei L-Systemen auch von der Klasse der Rewriting Systeme [163].
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Der Grund fir die Namensgebung Rewriting Systeme wird noch klarer, wenn man sich
die Expansion des Axioms (d.h. des Startsymbols) im Zuge einiger Iterationeni=1,2, ...
vergegenwartigt, wie sie hier in der Expansionssequenz (136) dargestellt ist.

b — a — ab — aba — abaab — .........
(1=0) (1=1) (1=2) (1=3) (i=4) (i=...)

L-Systeme kdnnen auf diese Weise immer noch langere Zeichenketten erzeugen, die al-
le nach der Definition in (135) syntaktisch korrekt sind. Um aus der Zeichenkette in (136)
eine Geometriebeschreibung z.B. einer Pflanze zu gewinnen, ist aber noch eine geome-
trische Interpretation, d.h. eine Umsetzung der Zeichenkette in Geometrie erforderlich.
Dies wird dadurch erreicht, daf3 z.B. durch eine Turtle-Graphik [2] eine geometrische In-
terpretation des Alphabets definiert wird. Fur die dargestellten L-Systeme hat sich das
Alphabet in Tabelle 15 mit V.= {+,-,%,/ ,~,&][,],{,},!,” .| ,F,f} etabliert.

(136)

| Symbol | Geometrische Interpretation des Alphabets 1/ |

+,- rotiere +43° L U, mit globalem Winkelparameter
$./ rotiere +3° L H
N & rotiere +3° | L (Definition von U, H und L in Abbildung 75)
[ ] lege / hole letzten Zustand auf/vom Stapelspeicher (Stack)
{.} geklammerter Inhalt ist Berandung einer auszufullenden Flache
Iy andere Dicke und Farbe der zu malenden Linien

| kehre Orientierung um

F zeichne Linievon Pnach P =P +d- H, mitd € R

f wie F', jedoch ohne eine Linie zu zeichnen

Tabelle 15: Geometrieinterpretation in einer Turtle Graphik [2]

Die zu Tabelle 15 gehdrende Koordinatensystemdefinition zeigt Abbildung 75. Sie zeigt
die Definition des Turtle-Zustandsvektors (P, H, L, U) mit orthonormierten Koordinaten-
achsen H x L = U und dem lokalen Koordinatenursprung an der aktuellen Position P.

Abbildung 75: Definition des Turtle Zustandsvektors [2]

Mit dem Alphabet in Tabelle 15 besteht nun die Mdglichkeit, analog zu der Definition ei-
nes L-Systems in (135) eigene Produktionsregeln zu definieren, deren expandierte Zei-
chenkette nach Erreichen einer vorgegebenen lIterationstiefe durch die Turtle-Graphik in
Abbildung 75 als Geometriebeschreibung interpretiert wird.
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In Definition (137) werden vier Produktionsregeln P = {p, p», p3, p4} dazu verwendet, das
Axiom w zu expandieren. Produktionsregeln kdnnen auch mit eigenen Namen versehen
werden und als weitere Zeichen in das Alphabet hinzukommen. Sie werden jedoch in der
anschlieBenden Interpretation durch die Turtle ignoriert: A fir Abzweigung, L fur Blatt, S
fur Stiel. Auf diese Weise ist eine einfache Gliederung der Regeln mdglich.

w A

pr - A= [&FLYA/TTTTT&LYATTTTTT]FELY A

po : F—= SII/IIIF (137)
P3s S— FL,

pi oo L[ AN - | - f4f 4]

Fur die Parameterwahl einer Iterationstiefe von + = 8 und einem globalen Verzweigungs-
winkel von 5 = 22.5° ergibt sich die Geometrie eines Strauches mit Blattern in Abbil-
dung 76. Dabei stehen fir die Erzeugung und Visualisierung der 3-D Geometrie Simula-
tionsumgebungen [200] zur Verfligung, mit denen die Abarbeitung der Regeln interaktiv
verfolgt und gesteuert werden kann.

Abbildung 76: L-System ,Strauch“ nach LINDENMAYER [175]

Eine Besonderheit der L-Systeme ist, dal3 nicht nur zum Endzeitpunkt ; = n, sondern
auch alle zu beliebigen Zeitpunkten i =0, 1,2, ..., n vorliegenden Zeichenketten zulassi-
ge biologische Objekte darstellen. L-Systeme sind daher bereits erfolgreich zur Wachs-
tumsssimulation biologischer Objekte eingesetzt worden, siehe Abbildung 77.

Abbildung 77: Wachstumssimulation ,Strauch” [175, 200]
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Als Nebenprodukt der Wachstumssimulation ergibt sich die zusatzliche Bedeutung der
mit i = 1,...,n fortschreitenden Regelexpansion als schrittweise ablaufende natirliche
Zusammenbauanleitung des Entwurfsobjekts aus der Regelbeschreibung. Da die auto-
matische Ableitung von Zusammenbaupléanen ein noch offenes Problem darstellt, werden
derartige Ansétze zukunftig erhéhte Aufmerksamkeit erhalten.

Abbildung 78 zeigt einige weitere Grammatiken von L-Systemen, die zusammen mit der
durch die globalen Parameter i (lterationstiefe L-System) und /5 (Verzweigungswinkel)
erzielbaren Gestaltsvariationen durch die Turtle dargestellt sind. Trotz der sichtbar erziel-
baren Formenvielfalt bleibt die Kompaktheit der dargestellten Grammatiken erhalten und
ist ein wesentliches Merkmal dieser formaler Sprachen.

w:F : |
p.F=F[+F]F[-FIF pi:F—=F +F]F[-F][F]
1=>5, 3=25.7° 1=5, §=20°

y W 4V 5. ¥

W

L8] a1 W s

el W

"""""I\ i 5 11!‘_ ]

-:':‘\-‘;..'_ .:q r :-?
w: X w: X w: X
pr: X=>F[+X] F[ - X] +X pi: X= XF[+X] [-X] FX  pi: X= F-[[ X] +X] +F[ +FX] - X
p2: F— FF p2: F— FF p2: F— FF
1=17, 5=20° 1=17, 5=20° i=5, 3=22.5°

Abbildung 78: Verschiedene L-Systeme nach LINDENMAYER [136, 175]

Neben der Modellierung von Pflanzen und auch anderen Objekten der belebten und der
unbelebten Natur [114] sind L-Systeme auch zur Bewegungssimulation der modellier-
ten Objekte durch spezielle zeitabhdngige L-Systeme [163] verwendbar. Desweiteren
konnen L-Systeme durch strukturierte Dokumentationssprachen wie z.B. XML (Exten-
ded Markup Language) [237] einfach um Zusatzinformationen Uber die physikalischen
Eigenschaften der Stengel, Zweige und Blatter etc. erweitert werden [164].
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Fur die Ubertragbarkeit von L-Systemen als (Entwurfs-)Sprache auf die Modellierung
technischer Objekte (Flugzeuge, Satelliten, etc.) hat eine detaillierte Analyse [4] gezeigt,
dald L-Systeme nur fir solche Objektstrukturen eine effiziente Reprasentationsform sind,
die keine topologischen Ringe aufweisen und daher nur ,baumartige® Verzweigungen
aufweisen. Fur technische Objekte jedoch sind topologische Ringbildungen durchaus
typische Konstruktionsmerkmale, insbesondere bei den in der Technik sehr haufig auf-
tretenden Fachwerkkonstruktionen, zu denen z.B. auch die drei Hochspannungsmasten
in Abbildung 79 gehéren.

Abbildung 79: Typische Hochspannungsmasten [4]

Unter Beibehaltung der vorteilhaften Eigenschaften von L-Systemen (Produktionsregeln,
Einfachheit, Effizienz, hohe Rekursivitat, etc.) kann die Berucksichtigung topologischer
Ringstrukturen durch den Ubergang von einer zeichenkettenbasierten Grammatik (deren
lineare Zeichenkettenstruktur sich tber die Verwendung eines Stapelspeichers (Stack)
sehr effizient in verzweigte Baumstrukturen umsetzen lal3t) auf eine graphenbasierte
Grammatik erfolgen [4], da Graphen auf einfachste Weise dazu geeignet sind, nahezu
beliebige Beziehungen zwischen den als Knoten dargestellten Objekten abzubilden.

Axiom w: (A)

(A
Regelp;: (A) — (B]

Abbildung 80: Axiom und Regeldefinition in graphenbasierter Grammatik (vereinfacht) [4]

Abbildung 80 illustriert vereinfacht den einem L-System entsprechenden Aufbau einer
graphenbasierten Grammatik aus einem Axiom w und zunachst einer Regel p,. Durch
fortgesetztes Einsetzen der Regel wachst in jeder Iterationsstufe der Graph immer weiter
an. Die Regelexpansion wird deshalb angehalten, wenn entweder nur noch terminale
Knoten vorhanden sind, die nicht weiter expandiert werden oder die vorgegebene Iterati-
onstiefe von i=n erreicht wurde.
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@_.

Iterations-
tiefe (1=0) (i=1)

Abbildung 81: Regelexpansion in graphenbasierter Grammatik (vereinfacht) [4]

Abbildung 81 zeigt die Regelexpansion in einer graphenbasierten Grammatik ganz ent-
sprechend der Stringexpansion in (136) durch die Regelexpansion in einem L-System.
Es ist daher fur die sinngerechte Definition einer leistungsfahigen Grammatik einer zu-
kunftigen Ingenieurentwurfssprache eine wichtige und zentrale Aufgabe, die Regeln flr
die Erzeugung von Entwurfsobjekten zu (er-)finden und festzulegen.

Regelpi: (- — (KK1>
Regelpsi (1- — <3X2X3)
o

Regel ps:

(3r-
Regelpy: (4~ — (4:-(3)
(%)

Regel ps:

Abbildung 82: Produktionsregeln fir Hochspannungsmasten [4]

Abbildung 82 stellt fiinf Produktionsregeln einer Graphengrammatik fir Hochspannungs-
masten dar. Die Grammatik enthalt als Besonderheit mit ,*“ gekennzeichnete Platz-
halterknoten (wildcards), wodurch die Regelexpansion an zusatzliche Bedingungen ge-
bunden werden kann [4]. Dadurch kann die Produktionsregel nicht nur an topologisch,
sondern auch an die Erfullung von parametrisch formulierten Bedingungen (z.B. in Regel
ps: *€ (1,4) und R < 2) geknlpft sein. Hierfir sind R, Z € R in der Grammatik definierte
Parameter, die vor, in oder nach der Regelexpansion ausgewertet werden kénnen.

® P

Abbildung 83: Geometrische Interpretation der Graphenknoten [4]
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Iterationstiefe (i=0)

®)

Iterationstiefe (i=1)
&

Iterationstiefe (i=4)

-0

Iterationstiefe (i=5)

®)
B OO0
©

Abbildung 84: Regelbasierte Erstellung eines Hochspannungsmastens [4] (1 von 2)
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Iterationstiefe (i=38)

Iterationstiefe (i=18)

Iterationstiefe (i=19)

Abbildung 85: Regelbasierte Erstellung eines Hochspannungsmastens [4] (2 von 2)
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Nachdem die Regelexpansion der Grammatik in Abbildung 82 nach Erreichen der vorge-
gebenen Iterationstiefe i =n angehalten wurde, muf? der dann existierende Graph (ganz
entsprechend der Semantik einer Turtle-Graphik in Tabelle 15) noch geometrisch inter-
pretiert werden. Die hier fur den Fall einer Grammatik fur Hochspannungsmasten festge-
legte geometrische Interpretation der einzelnen Graphenknoten zeigt Abbildung 83. Die
grau schattierten Flachen der geometrischen Interpretationen der Graphenknoten stellen
dabei Andockflachen dar, die in der Grammatik besondere Funktionseigenschaften [4]
zur Verschmelzung mit Nachbarknoten besitzen.

Die Knotenelemente in Abbildung 83 sind unter Zuhilfenahme moderner objektorientier-
ter Programmiertechniken aus einer einzigen Knotenklasse ,Wiurfel* abgeleitet, die durch
geeignet gewahlte Attribute alle (und noch mehr als die) dargestellten Knotenelemente
als unterschiedliche Instanzen ein- und derselben Objektklasse erzeugen kénnen. Dies
ist jedoch keine Einschrankung, sondern zeigt durch die leicht mogliche Hinzunahme
von weiteren Klassen und Attributen die einfache, baukastenartige Erweiterungsfahigkeit
der Grammatik mittels objektorientierter Softwaretechniken. Durch die so vorhandene
geometrische Interpretation kann nun die schrittweise Erzeugung des Hochspannungs-
mastens in den Abbildungen 84 und 85 dargestellt werden.

Abbildungen 84 und 85 zeigen die Erzeugung eines Hochspannungsmastens zu den Ite-
rationsschritten i =0, 1,4, 5, 8,18, 19 und stellt dabei den durch die fortschreitende Regel-
expansion wachsenden Graphen seiner mitgefihrten geometrischen Interpretation ge-
genuber. Dabei kdnnen, je nach Definition der auszufiihrenden Regel, die genannten
zusatzlichen Bedingungen topologischer oder parametrischer Art auf Erfullung getestet
werden. Desweiteren kann durch die manuelle Modifikation der Regeln [4] eine Viel-
zahl verschiedener Hochspannungsmasten erzeugt werden. Mehrere, durch manuelle
Regelerstellung gewonnene Hochspannungsmasten zeigt Abbildung 86.

Abbildung 86: Nach Vorbild manuell generierte Hochspannungsmasten [4]

Die Abbildungen 82, 84 und 85 illustrieren die trotz Formenvielfalt vorhandene Kompaki-
heit der Entwurfsgrammatiken und damit deren Potential als zuklnftige Ingenieurent-
wurfssprache zur Modellierung ganzer Produktfamilien und Baukastensysteme.



114 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

Uber die Objektorientierung ist durch die einfache Hinzunahme weiterer Klassenattribu-
te die zentrale Absicht fur die Verwendung der Entwurfsgrammatiken, eine einheitliche
Behandlung von Geometrie und Physik in einem konsistenten Datenmodell durchgangig
zu realisieren, konsequent umsetzbar. Dabei wirden sich auch im physikalisch-funktio-
nalen Teil der Entwurfsgrammatik weitere Anwendungsmoglichkeiten der Ahnlichkeits-
theorie ergeben, da diese bereits in der Ableitung von Modell- und Skalierungsregeln im
klassischen Baureihenentwurf [168] erfolgreich eingesetzt wird.

Entwurfsgrammatiken lassen sich auch als Front-End bestehender CAD- bzw. FEM-Pro-
gramme verwenden. Dies hat den Vorteil, dal3 die in diesen Programmen noch haufig
manuell vorzunehmende Modellerstellung entfallen kann und durch die Festlegung von
Regeln nach Abbildung 82 und deren geometrischen Interpretationen nach Abbildung 83
ersetzt wird. Der Aspekt der Wiederverwendung von Entwurfswissen, zusammen mit
der in einer solchen Entwurfsgrammatik automatisch mitenthaltenen Dokumentation des
gesamten Entwurfswissens unterstreicht die Bedeutung einer solchen Entwurfssprache
fur das Wissensmanagement und die erwiinschte Verkirzung von Entwicklungszeiten.

Entsprechend der in Abbildung 72 bereits umfassend diskutierten Prozel3kette kann da-
bei die Geometrie Uber eine Schnittstelle in ein kommerzielles Softwarepaket (hier: MSC
Nastran [157]) zur Berechnung der Kréafte und Verformungen nach der Methode der Fini-
ten Elemente (FEM) automatisch konvertiert werden. Abbildung 87 zeigt dazu tGberhoht
dargestellte Verformungen eines der Hochspannungsmasten in Abbildung 86 aufgrund
einer angenommenen Punktlast in der Mastspitze als Ergebnis einer FEM-Berechnung.
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Abbildung 87: FE-Berechnung in MSC Nastran [157]

Mittels der automatischen Geometrieerzeugung durch die in Abbildung 83 definierten
.Makroelemente“ entféllt die Notwendigkeit einer aufwendigen, manuellen Modellerstel-
lung und Vernetzung mit Hilfe eines CAD-Modellers. Auch kann im Falle von Anderungen
die gesamte ProzeRkette beliebig oft durchlaufen werden. Damit lassen sich Anderun-
gen auf einfache Weise in die vollautomatische Prozel3kette einbringen und alle daraus
abgeleiteten Berechnungen und Bewertungen konsistent und effizient neu erzeugen.
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Nachdem die Grundlagen und die Bedeutung graphenbasierter Grammatiken fur den
Einsatz im oberen Teil von Abbildung 72 (Compiler — Geometrie — Geometrieinterpre-
tation — CAD/FEM) dargestellt wurden, steht nun die Bedeutung der Ahnlichkeitstheorie
im Aufbau der Rickkopplungsschleife in Abbildung 74 (CAD/FEM — Geometriebewer-
tung — Entwurfsbeschreibung — Compiler) im Blickpunkt. Dazu zeigt Abbildung 88 ver-
schiedene Objekte, die durch Mutation in einem evolutionaren Algorithmus [4] aus der
Grammatik der Hochspannungsmasten in Abbildung 82 erzeugt wurden.

Abbildung 88: Computergestitzte Exploration von Entwurfsraumen [4]

Abbildung 88 illustriert die Machtigkeit und Formenvielfalt der Graphengrammatik, es
stellt sich in der Praxis jedoch nicht nur die Frage, welche Objekte wie in Abbildungen 86
bzw. 88 aus einer manuell oder evolutionar erstellten Grammatik hervorgehen, sondern
wie die zu bereits vorhandenen Objekten passende Grammatik gefunden werden kdnnte.
Dieses inverse Problem behandelt der folgende Abschnitt 4.7.2, in dem es als Suchpro-
blem formuliert und mit Hilfe der Ahnlichkeitstheorie gelost wird.
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4.7.2 Inverses Entwurfsgrammatikproblem

Abbildung 88 stellt nur einen kleinen Ausschnitt der Formenvielfalt dar, die durch Ande-
rungen in einer graphenbasierten Grammatik erzielt werden kdnnen. Desweiteren zeigt
Abbildung 86, wie durch manuelle Regelerstellung die Gestaltsmodellierung existieren-
der Hochspannungsmasten gelingt. Da dafur jedoch ein mit der Erstellung von Gramma-
tiken vertrauter Ingenieur erforderlich ist und keine formalen Beweise bekannt sind, die
die ,Einhillende” einer Grammatik bestimmen und ableiten, welche Objekte in welcher
Grammatik enthalten sind, ist es wiinschenswert, auch die Grammatik selbst und nicht
nur die aus ihr hervorgehenden Objekte computergestiitzt erzeugen zu kénnen.

In der Fragestellung des inversen Problems kann dies, zusammen mit der in der Praxis
ebenfalls relevanten Aufgabe, Grammatiken fir vorhandene Produkte und Baureihen zu
bestimmen, gemeinsam untersucht und geldst werden. Dabei ist die Frage zu klaren,
inwieweit aus der Kenntnis der Geometrie eines Produkts die zugehdrige Grammatik ge-
wonnen werden kann. Da in den Grammatiken aufgrund des moglichen Vorhandenseins
redundanter Elementanordnungen sofort auf eine unendliche Losungsvielfalt geschlos-
sen werden kann, ist es moglich, als zusatzliches Kriterium die kompakteste ,Minimal-
form* aller als Lésung in Frage kommenden Grammatiken auszuwahlen.

Zur Losung der Kernfrage, welche Grammatik zu welcher Objektklasse gehort bzw. diese
erzeugt, ist ein Bewertungsmal fur die Unterschiedlichkeit von Geometrien erforderlich,
das den Unterschied bzw. die Gemeinsamkeiten von Geometrien sinnvoll und einfach
quantifiziert. Diese Anforderungen werden durch die im Abschnitt 4.4 Mustererkennung
abgeleiteten dimensionslosen Bildmerkmale ,,, erfullt, die tber den Zwischenschritt der
hoheren Zentralmomente «,,. nach Gleichung (106) (dort als ;4,,. bezeichnet) mit

+00 400 400

i = [ [ [ @0 -7 -2 hiop.2) dedy: (138)

—00 —00 —0O

aus der Gestaltsgeometrie h(z,y, z) des Objekts berechnet werden und dann als dimen-
sionslose Gestaltsmerkmale fur 3 Raumdimensionen nach Gleichung (107) skaleninvari-
ante Grol3en ,,, flr die Objektgestalt sind, fur die gilt:

Togr = o (139)

dp—q—r+2 —pt+4g—r+2 —p—qtir+2

10 10 10
Ka00 Ko20 Koo2

Die Vorgehensweise zur Losung des Suchproblems einer korrekten Grammatik fir ein
vorgegebenes Objekt erfolgt Giber die obere Schleife in Abbildung 74 (Entwurfsgrammatik
— Compiler — Geometrie — Geometrieinterpretation — CAD — Geometriebewertung —
Entwurfsgrammatik), wozu die dimensionslosen Kennzahlen der Gestalt des Zielobjekts
Tperret NACH Gleichung (139) vorab bestimmt werden.

Ein evolutionarer Algorithmus [63, 178] beginnt den Suchprozeld mit einer Ausgangs-
population von p zufallserzeugten (Eltern-)Grammatiken und erzeugt durch Mutation fur
jedes Elter in einer neuen Generation A\ neue (Nachkommen-)Grammatiken. In einem
Selektionsschritt werden dann mit einer Fitnessfunktion die besten p Grammatiken als
neue (Eltern-)Grammatiken ausgewéhlt und der Algorithmus startet erneut, indem er in
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einer nachsten Generation A Nachkommen fur jeden der p Eltern erzeugt. Als dimen-
sionsloser Fitnesswert wird der quadratische Fehler d nach Gleichung (140) verwendet,
der maglichst klein werden sollte, da dann die Objekte einander &hnlicher werden.

k k k
d = Z Z Z (7rpqr - qur,ref)Q (140)
0

p=0 ¢=0 r

Das Vorgehen des evolutiondren Algorithmus wird als (u, A)-Strategie [178] bezeichnet
und ist als Struktogramm in Abbildung 89 dargestellt. Dazu ist anzumerken, dal3 die
in der &lteren Literatur aufgrund unterschiedlicher interner Datenreprasentationen strikte
Trennung zwischen evolutionédren Algorithmen (EA) und genetischen Algorithmen (GA)
(siehe zu GA die Erlauterungen ab Seite 156) durch die Mischung binarer und reellwer-
tiger Datentypen immer weiter aufgeweicht wurde und dieses Gebiet daher heute unter
dem Ubergeordneten Begriff des Evolutionary Computing (EC) zusammengefaldt wird.

Population von p Individuen erzeugen

Iteration Uber n Generationen

Mutation von A Nachkommen fir jedes der u Eltern

Bewertung der Population mit Fitnessfunktion

Selektion von p Eltern aus jeder Familie mit (A 4 1) Individuen

Abbildung 89: Evolutionarer Algorithmus (EA) mit (u, A)-Strategie [178]

Da an den EA in der Simulation mit einer (1 = 20, A = 10)-Strategie keine besonderen
Anforderungen gestellt wurden, geniigt zum Ergebnisvergleich die in der Mitte von Abbil-
dung 90 gezeigte Zielvorgabe als auch mehrere der ringsum dargestellten Losungen.
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Abbildung 90: Ausgewahlte Losungsfamilien A, B, H, K, O, Rund S des EA [4]
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Abbildung 90 zeigt, daf? die Losung des inversen Problems als Suchprozel3 durch einen
evolutionaren Algorithmus erfolgreich gelingen kann. Weitere Details zum inneren Auf-
bau und der Ablaufsteuerung evolutionarer Algorithmen, die hier der Kiirze wegen entfal-
len missen, enthalt die umfangreiche Spezialliteratur [63, 178].

Der zentrale Punkt fur den erfolgreichen Einsatz evolutionarer Algorithmen ist jedoch die
gewabhlte Fitnessfunktion. Hier zeigt Abbildung 91 durch Berechnung der Riicktransfor-
mation nach Gleichung (104), wieviel der evolutionare Algorithmus tber die Fitnessfunk-
tion vom Objekt wirklich ,sieht”, d.h. welche Informationen ihm zur Bewertung der Indivi-
duen Uber die dimensionslosen Potenzprodukte ,, zur Verfligung stehen.

Original Ordnung Ordnung Ordnung
: 10 30 50 |
I
|.
Ordnung Ordnung Ordnung Ordnung
70 | 90 | 130 ] 150

1} il |

I N

Abbildung 91: Visualisierung der Fitnessfunktion durch Rucktransformation
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In Abbildung 91 bedeutet die Angabe der Ordnung die Summe der Potenzen (p + q + r)
der in der Rucktransformation noch bertcksichtigten dimensionslosen Momente. Dabei
spielt die fir die Rucktransformation an Abbildung 54 diskutierte Genauigkeitsfrage hier
keine Rolle, da fir den Vergleich von Individuen tber die Fitnessfunktion die numerische
Rucktransformation mit Legendrepolynomen tberhaupt nicht erforderlich ist.

Abbildung 92 illustriert kurz den typischen Verlauf einer evolutionaren Suche. Darin ist
zu erkennen, dal3 die Fitnessfunktion sich immer mehr dem Wert Null annahert, und die
Grammatik daher das vorgegebene Zielobjekt immer exakter beschreibt.

Mit diesen Ausfiihrungen ist die Verwendung der Ahnlichkeitstheorie zur Bestimmung
dimensionsloser Kennzahlen, die im Sinne der Mustererkennung qualitativ als geometri-
sche (Bild-)Merkmale, sowie quantitativ als deren Mal3zahlen zur Geometrieklassifikation
verwendet werden kdnnen, abgeschlossen. Es wurde damit ein prinzipieller Weg aufge-
zeigt, wie Uber die evolutionédre Mutation einer Entwurfsgrammatik erstmalig eine Geo-
metrieklassifikation von Individuen erreicht wird, die neben einer (Gestalts-)Optimierung
im Rahmen eines Suchprozesses auch zur Bestimmung der zugehdrigen Entwurfsgram-
matik eines vorgegebenen Objekts verwendet werden kann [5].
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Abbildung 92: Evolution einer Hochspannungsmastengrammatik [4]

Im folgenden Abschnitt wird nun dargestellt, wie der in der Entwurfsgrammatik ebenfalls
enthaltene physikalisch-funktionale Teil der Entwurfsinformation verarbeitet und in Form
dimensionsloser Kennzahlen zur (Entwurfsfunktions-)Bewertung herangezogen wird.
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4.7.3 LoOsungspfadgenerator

In Abbildung 74 wurde zur Erlauterung der unteren Ruckfihrschleife (Compiler — Phy-
sik — Losungspfadgenerator — Entwurfsbewertung — Entwurfssprache — Compiler)
bereits erwahnt, daR wahrend der Ubersetzung der in der Entwurfssprache vorliegenden
Entwurfsbeschreibung ein Gleichungssystem entsteht, das die physikalisch-funktionalen
Eigenschaften des Entwurfs beschreibt. Wie Gleichungssysteme in einem Lésungspfad-
generator aufbereitet und symbolisch geldst werden, sowie zur automatisierten Ableitung
von Bewertungsgrofien benutzt werden kénnen, zeigt dieser Abschnitt.

Die Vorgehensweise eines Losungspfadgenerators zeigt Abbildung 93. Wird in einer ent-
wurfssprachlichen Beschreibung ein Gesamtmodell aus mehreren Teilmodellen definiert,
so entsteht durch den maschinellen UbersetzungsprozeR ein Gleichungssystem mit n
Gleichungen Fi,..., F, fur bis zu m Variablen zy,...,z, wie in Abbildung 93. Dieses
Gleichungssystem wird mittels Graphenalgorithmen analysiert, ein, mehrere oder auch
alle Losungspfade ermittelt und durch ein symbolisches Computeralgebraprogramm wie
z.B. Maple V [42] analytisch geldst. Unter einem Losungspfad wird dabei eine bestimmte
Abfolge von Einzelschritten verstanden, die zur Losung eines Gleichungssystems fiihren.
Die analytische Losung kann fur den nachfolgenden Einsatz in einem Optimierer noch in
Quellcode z.B. der Computersprache ,C* [117, 182] umgesetzt werden.

. Gleichungen Losungspfad(e)

Teil- N ik .

modelle (Fy(z9,%3,2;)=0) (149 aus Fj ) umeri Optimierer
\ Fz(wl,wg,wj):() T aus I,
e F3(zg,xj,2)=0 Graphen- 1 aus Fy

o / . ( algorithmen . / C-Code

m-(lj-glé_lle (Fr(z2,y .oy Tm) =0} (z; aus Fy ) Maple V
ungeordnet geordnet

Abbildung 93: Verarbeitungsschritte im Lésungspfadgenerator [238]

Es ist natirlich von der Natur des entstehenden Gleichungssystems und der Leistungs-
fahigkeit des verwendeten Computeralgebraprogramms abhangig, ob eine geschlossene
analytische Losung fur das Gleichungssystem gefunden werden kann. Ist dies nicht mog-
lich, kann die Gleichungslosung nur noch unter Einsatz der Numerik versucht werden.
Meist sind die im Vorentwurf verwendeten Gleichungsbeziehungen jedoch von einfache-
rer Gestalt, so dafl3 wie im Beispiel der Gasturbinengleichungen (190) haufig nichtlineare
Entwurfsgleichungssysteme in vorwiegend algebraischer Form entstehen, fur die meist
eine Losung gefunden werden kann. Es sei hier jedoch keinesfalls unterstellt, dal3 die
analytische Losung immer gelingen muf3, im Sinne der sinnvollen Koexistenz der ver-
schiedenen Entwurfsmodelle wird dieser Weg nur automatisch mitverfolgt.

Aus einer analytischen Losung der Entwurfsgleichungen werden dann zu Bewertungs-
zwecken aus deren Parameter dimensionslose Kennzahlen und deren Ahnlichkeitsfunk-
tionen bestimmt. Diese kdnnen dann im Sinne der Bewertungshypothese quantitativ als
deren (Bewertungs-)Mal3zahlen und qualitativ als die Bewertungskriterien und deren Ag-
gregationsfunktionen verwendet werden. Aus den Ableitungen der Entwurfsparameter
kénnen dartber hinaus Sensitivitdtsanalysen der Entwurfsvariablen erfolgen.
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Um die Funktionsweise des Ldsungspfadgenerators darzustellen, sei hier beispielhaft
unterstellt, dal3 es sich bei dem aus mehreren Teilmodellen links in Abbildung 93 zu-
sammengesetzten Gleichungssystem um das fur die Gasturbine aus den verschiedenen
Teilmodellen Verdichter C', Brennkammer B und Turbine T nebst Kopplungen abgeleitete
Gleichungssystem (190) und (191) auf Seite 149 handelt. FUr dieses Gleichungssystem
kann sofort die in Tabelle 16 gezeigte Adjazenzmatrix erstellt werden.

| W W, Wem ¢ T8 Qy T3 T Qo L p R P k Py Py c |
F 1 1 1

Fiy 1 1

Tabelle 16: Adjazenzmatrix der Gleichungen (190) und (191)

Die Adjazenzmatrix in Tabelle 16 hat n Zeilen fur die Gleichungen F; und m Spalten fir
die in den Gleichungen auftretenden Variablen z;. Ein Elementeintrag ,1* bedeutet, daf3
die entsprechende Variable z; in der Gleichung F; auftritt. Dagegen bedeutet eine ,0"
bzw. kein Eintrag, dal? die Variable z; in der Gleichung F; nicht vorkommt.

Im ersten Schritt wird aus der Adjazenzmatrix in Tabelle 16 der bipartite Graph in Abbil-
dung 94a erstellt. Im bipartiten Graphen sind die Entwurfsvariablen z; als runde Knoten
und die Gleichungen F; als eckige Knoten gezeichnet. Die Knotenverbindungen dienen
zur Visualisierung der Adjazenmatrixeintrage. FUr jede eingetragene ,1“ in der Adjazenz-
matrix existiert eine Verbindungslinie im bipartiten Graphen. Zusatzlich sind die runden
Knoten der Variablen farbig unterlegt, falls es sich um bekannte Gré3en handelt, denen
in Gleichungen (191) bereits ein fester Zahlenwert zugeordnet ist.

Im zweiten Schritt wird das Zuordnungsproblem (Maximum Cardinality Matching on Bi-
partite Graphs [146]) gelost, um eine Zuordnung der Unbekannten zu den Gleichungen
zu finden. Sie legt fest, welche Gleichung nach welcher unbekannten Variablen aufgelost
wird. Der Zuordnungsalgorithmus ist daher ein zentraler Baustein in der automatisierten
Gleichungslosung. Die gefundene Zuordnung ist in Abbildung 94b durch die dickeren
Linien zwischen den Gleichungen und den Variablen hervorgehoben. Da fur die Zuord-
nung mehrere Losungen maoglich sind, ist das Ergebnis nicht eindeutig, der Algorithmus
terminiert daher seine interne Tiefensuche bei der ersten gefundenen Zuordnung.

Entsprechend der Vielfalt moglicher Gleichungssysteme kann natirlich eine Vielzahl von
Situationen auftreten: unter- und Uberbestimmte Gleichungssysteme, sowie solche, die
in mehrere unabhangige Gleichungsysteme zerfallen usw.. Diese Félle sind samt ihren
Verfahrensweisen in der Literatur zur automatischen Gleichungslésung [62, 79, 81, 159,
207, 238] dokumentiert. Im vorliegenden Beispiel sind mit Gleichungen (190) gerade so
viele Variablen gegeben, daf3 11 Unbekannte aus 11 Gleichungen zu bestimmen sind.
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Im dritten Schritt wird durch die Einfihrung gerichteter Verbindungen aus dem Ergeb-
nis der Zuordnung ein gerichteter Abhangigkeitsgraph (Directed Graph of Dependen-
cies) [146] in Abbildung 94c erzeugt. Ist als Zuordnungsergebnis z.B. die Variable Q,
aus Gleichung F; mit F5(Qy, 17, ¢,, T», T3) = 0 zu berechnen, so heilt Q, ,abhangig* von
m, ¢y, To und T5. In diesem Fall werden unter Elimination des eckigen Knotens F; genau
vier Pfeile von @, auf 1, ¢p, 1> und T3 als Verbindungen erzeugt.

Legende
Fyp ’?9 F5 () gesucht ’Fw’?g .\
ST o @uosen B SNNORTT L
@%Mz‘é L LS :‘/e;}‘\\‘\!/l!l; "
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94a: Bipartiter Graph 94b: Maximum Bipartite Graph Matching
T @ .
m
W,
Wy
C
P
Legende P \
(O gesucht R ) 4
[ ]gegeben K
94c: Directed Graph of Dependencies 94d: Strongly Connected Components

Abbildung 94: Abfolge (a)—(d) von Graphenalgorithmen im Lésungspfadgenerator [238]

Idealerweise flhrt der gerichtete Abhangigkeitsgraph in Abbildung 94c dann auf einen
baumartigen, zyklenfreien Graphen, der im Fall streng baumartig gerichteter Verbindun-
gen uber das Verfahren des Umgekehrten Topologischen Sortierens [205] (Reverse To-
pological Sorting) in eine Sequenz nacheinander ausfihrbarer Losungsschritte umge-
setzt werden kann. Diese Sequenz wird als Lésungspfad (Solution Path) bezeichnet und
hat damit zur Namensgebung des Losungspfadgenerators (Solution Path Generator) fur
die gezeigte Abfolge von Graphenalgorithmen in Abbildung 94a—d und 95 geftihrt.


Andreas
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Treten in Abbildung 94d jedoch durch Zyklen gekoppelte Knoten (Strongly Connected
Components) [205] auf, d.h. gerichtete Verbindungen, die Uber Verkettung auf densel-
ben Knoten zurtickfihren, so bedeutet dies das Auftreten gekoppelter Gleichungen, die
simultan geldst werden mussen. Zur Elimination von Zyklen kann jeder dieser Zyklen
in einem Superknoten (Super Node) zusammengefaldt werden. Der Superknoten repréa-
sentiert damit die simultane Losung der gekoppelten Gleichungen. Hierflir werden alle
Knoten eines Zyklus mit der gleichen Farbe eingefarbt und dann alle gleichfarbigen Kno-
ten in einem Superknoten zusammengefaldt. Der daraus resultierende Graph mit einer
eindeutigen Farbzuordnung fir jeden Knoten in Abbildung 94d ist damit zyklenfrei und
wird als gerichteter zyklenfreier Graph (Directed Acyclic Graph) [205] bezeichnet.

Im vierten Schritt kann dann der gerichtete zyklenfreie Graph Utber das Verfahren des
Umgekehrten Topologischen Sortierens [205] (Reverse Topological Sorting) abschlie-
Rend in eine Sequenz einzeln nacheinander ausfuhrbarer Lésungsschritte umgesetzt
werden, die in Abbildung 95 dargestellt sind und den gesuchten Lésungspfad darstellen.

| Schritt  Anweisung MapleV Syntax |

1. P, aus Fs | P1:=solve(F6);
2. P4 aus FH P4 := solve(Fll);
3. Pyaus Fy || P2:=solve(F9);
4. Psaus Fy | P3:= solve(F10);
5. T,aus Fg || T4 := solve(F8);
6. W;aus Fy || Wt :=solve(F4);
7. Ty aus F; || T2 := solve(F7);
8. W.aus F, | Wc:=solve(F2);
9. W, aus F| || Wn:=solve(F1);
10. Qp aus F3 || Qb := solve(F3);
11. Q. aus F5 || Qa := solve(F5);

Abbildung 95: Lésungspfadgenerierung durch Umgekehrtes Topologisches Sortieren

Zur Erzeugung des Losungspfades wird das Verfahren des Umgekehrten Topologischen
Sortierens an einem Knoten (in Abbildung 95 bei p;) begonnen, der selbst von keinem
anderen Knoten abhangt und deshalb keine ausgehende Verbindung auf eine unbekann-
te Variable im Graphen besitzt. Verfolgt man die gerichteten Verbindungen von diesem
Endknoten aus entgegen den vorhandenen Pfeilrichtungen und gibt die derart erhaltene
Sequenz besuchter Knoten im Graphen anschlieend in dieser Reihenfolge aus, erhalt
man den Losungspfad in Abbildung 95. Dieser ist somit nur noch in syntaxgerechte An-
weisungen fur das Computeralgebraprogramm Maple V [42] umzusetzen.

Die automatische analytische Losung des Gleichungssystems gelingt im vorliegenden
Beispielfall mit Hilfe des symbolischen Computeralgebraprogramms Maple V in Abbil-
dung 93. Dies zeigt Tabelle 17, in der die Gleichungen (190) und (191) sowie der L6-
sungspfad in giltigen Maple V Anweisungen als sogenanntes Arbeitsblatt (Maple Work-
sheet) zusammengefal3t und ausfiihrbar sind. Tabelle 17 zeigt desweiteren den eigent-
lichen Funktionskern des automatisch generierten Quellcodes in der Computersprache
C, der damit z.B als compilierbarer Funktionskern fur einen nachgeschalteten Optimierer
entsprechend Abbildung 93 zur Verfiigung steht. Damit ist die Darstellung der internen
Funktionsweise des Losungspfadgenerators zunachst abgeschlossen.
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Maple V Worksheet

F1: =Wh- W - W=0: )
F2: =W- ntcp*(T2-T1) =0:

F3: =Qb- ntcp*(T3- T2) =0:

F4: =W - ntcp* (T4-T3) =0:

F5: =Qa+Qb+Wh=0: aus
F6: =P1- Rho* R* T1=0: Gleichungen
F7:=T2/ T1- (P2/ P1)**((k-1)/k) =0: (190)

F8: =T4/ T3- (P4/ P3) **((k-1)/ k) =0:
F9: =P2- P1* c=0:
F10: =P3- P2=0:
F11: =P4- P1=0: )
T1: =298. : \
k:=1.402:
C=4.:
m =1. 4: aus
cp: =1008. : Gleichungen
T3: =1280. : (191)
Rho: =1. 3002:
R =287. 04: )
P1: =sol ve(F6); \
P4: =sol ve( F11);
P2: =sol ve(F9);
P3: =sol ve(F10);
T4: =sol ve(F8);

aus
W: =sol ve(F4); ® Abbildung 95
T2: =sol ve(F7);
W: =sol ve(F2);
Wh: =sol ve(F1);
Qob: =sol ve(F3);

Qa: =sol ve(F5); )

Generierter C-Code ( Auszug)

P1 = Rho*R*T1;

P4 = Rho*R*T1;

P2 = Rho*R*T1*c;

P3 = Rho*R*Tl*c;

T4 = pow(1/c, (k-1)/k)*T3;

W = mfcp*pow(1l/c, (k-1)/K)*T3-ntcp*T3;

T2 = pow(c, (k-1)/Kk)*T1;

W = ntcp*powc, (k-1)/K)*Tl-nmrcp*T1

Wh = -nrcp*Tl+ntcp*pow 1/ c, (k-1)/Kk)*T3
-mFcp* T3+mrcp*pow( c, (k-1)/Kk)*T1;

@ = ntcp*T3-ntcp*pow(c, (k-1)/k)*T1

Qa = mfcp*Tl-mrcp*pow 1/ c, (k-1)/k)*T3;

Tabelle 17: Maple V Worksheet und generierter C-Code [26, 238]

Die im Losungspfadgenerator in Tabelle 17 verarbeiteten Gleichungen haben zwar eine
rein algebraische Form, kbnnen aber auf sogenannte gemischt differentiell-algebraische
Gleichungssysteme [41] (differential algebraic equations, DAES) erweitert werden. Die
Darstellung der hierfur erforderlichen Losungsverfahren [41] mul3 hier jedoch entfallen.



4 Computerunterstutzter Ingenieurentwurf 125

Steht ein Losungspfadgenerator mit der dargestellten internen Funktionalitat zur Verfu-
gung, so kann nicht nur wie in Abbildung 93 gezeigt, das aus den Teilkomponentenbe-
schreibungen aufgebaute Gleichungssystem automatisiert geldst, sondern der Losungs-
pfadgenerator auch noch in einer ganzen Reihe weiterer Anwendungen vorteilhaft einge-
setzt werden. Aus Platzgriinden kann dies aber im folgenden nur kurz dargestellt werden,
da der Schwerpunkt auf der ahnlichkeitsmechanischen Anwendung liegt.

Beginnt man mit der ersten wesentlichen Eigenschaft des Losungspfadgenerators, mit
Hilfe der genannten Sequenz von Graphenalgorithmen eine topologische Reihenfolge
der Losungsschritte zu bestimmen, so folgt aus der Verwendung der Adjazenzmatrix in
Tabelle 16 als Eingangsgroéf3e fur die Graphenalgorithmen, dal3 zur Ermittlung eines oder
mehrerer Losungspfade zunachst nur die in den Gleichungen vorhandenen Variablenna-
men (Bezeichner), und noch nicht die spezielle Form der analytischen Gleichungen in
die Graphenalgorithmen eingehen.

Wie bei der Losung des Zuordnungsproblems (Maximum Cardinality Matching on Bipar-
tite Graphs [146]) in der automatisierten Gleichungslésung bereits angemerkt wurde, ist
die Losung nicht unbedingt eindeutig. Der Algorithmus terminiert deshalb die Tiefen-
suche bei der ersten gefundenen Zuordnung. LaRt man den Algorithmus (die Laufzeit-
problematik kann durch intelligente Algorithmen abgemildert werden [147]) weiterlaufen,
kdnnen weitere zulassige Zuordnungen gefunden werden. Dies kann soweit gehen, bis
alle moglichen Zuordnungen ermittelt sind. Durch die Permutation der moglichen L6-
sungsschritte kénnen dann alle Losungspfade bestimmt werden.

P1

' Wi Abfolge der Entscheidungsschritte
Og O,
a . <_
(e

Abbildung 96: Visualisierung aller moglichen Losungspfade [26]

Abbildung 96 zeigt alle 220 moglichen Losungspfade der 11 Gasturbinengleichungen
in (190). Der Pfad aus Abbildung 95 ist besonders hervorgehoben. Durch diese Dar-
stellung wird offensichtlich, welche Alternativen in der Entscheidungsabfolge zu jedem
Entwurfszeitpunkt noch vorhanden sind. Engpéasse (Bottlenecks), in denen sich alle L6-
sungspfade auf wenige Knoten kontrahieren, kdnnen so entdeckt, als auch die von ver-
schiedenen Ingenieuren gewahlten oder in Firmenkulturen tblichen Lésungswege be-
zuglich ihrer strukturell-topologischen Abfolge miteinander verglichen werden.
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Ist es darUber hinaus mdglich, den an jeder Stelle der Entscheidungsfindung erforderli-
chen Zeit- und Kostenaufwand etc. entsprechend zu quantifizieren, so kénnen verschie-
dene Losungspfade mittels derartig kiinstlich gewahlter Metriken [194] gegeneinander
abgewogen werden. Dies erscheint im Entwurfsprozel3, der in der Praxis wegen der
zu verschiedensten Zeitpunkten wiederholt auftretenden Nichterftllbarkeit von Zwangs-
bedingungen meist mehrmals iterativ durchlaufen werden muf3, neue Perspektiven fur
Kosteneinsparungen und die Problemreorganisation aufzuzeigen, die allerdings hier in
diesem Zusammenhang nur kurz gestreift werden kdnnen.

Als zweite Eigenschaft des Losungspfadgenerators ist es fur die Graphenalgorithmen
zur Ermittlung der Lésungspfade unerheblich, ob die Bezeichner in analytischer Form z;
oder verbaler Form v; vorliegen, solange die j=1,...,m Bezeichner nur eindeutig sind.
Diese Erkenntnis kann zu der im Grenziibergang (141) dagestellten Aussage verdich-
tet werden, dal3 die Losungspfade verbaler Beschreibungen exakt in die Loésungspfade
analytischer Beschreibungen tbergehen [194] wenn gezeigt werden kann, dal3 im Grenz-
Ubergang der verbale Kontext exakt in den analytischen Kontext Gibergeht.

analytischer
Kontext { fi(z;)}

verbaler
Kontext {s;(v;)}

Abbildung 97: Einbettung analytischer Kontext { f;(z;)} in verbalen Kontext {s;(v,)} [194]

Dabei wird hier in Abbildung 97 unter einem Kontext {s;(v;)} bzw. { f;(x;)} die vorhandene
Gesamtmenge an bekannten verbalen bzw. analytischen Beschrankungen mit:=1,...,n
verstanden. Der verbale Kontext {s;(v;)} bettet dabei nach Abbildung 97 den analyti-
schen Kontext {f;(z;)} ein, da zwar prinzipiell alle analytischen Ausdriicke auch verbal
formuliert werden kdnnen, das Umgekehrte aber nicht gilt.

Im Lésungspfadgenerator ist es daher mdglich, eine Adjazenzmatrix auch aus rein verbal
vorliegenden (Problem-)Beschreibungen aufzubauen. Der Beweis [194] fur die Gleich-
heit der durch den Losungspfadgenerator bestimmten Lésungspfade ist genau dann ge-
geben, wenn im Grenzubergang

( %irr}( )Ldsungspfade( {si(v;)}) = Losungspfade({f;(z;)}) (141)
der verbale Kontext {s;(v;)} exakt in den analytischen Kontext {f;(z;)} Ubergeht und

damit die Gleicheit der aus den Bezeichnern v; bzw. z; und den Beschrankungen s;
bzw. f; erstellten Adjajenzmatrizen gegeben ist [194].

Durch diesen Grenziibergang (141) steht ein formal konsistentes Modell zur Verarbeitung
von (Gleichungs-)Beschrankungen zur Verfiigung, das in einer Frihphase des Entwurfs
von den ersten verbalen Begriffsbildungen {s;(v;)} bis hin zu den fertigen analytischen
Gleichungen {fi(x;)} alle verschiedenen Beschrankungen ohne Modellwechsel verar-
beiten kann. Diese Durchgangigkeit in der Formalisierung der Modellbildung macht die
Graphenalgorithmen zu einem sehr nutzlichen Werkzeug im Entwurf.
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Die nachweisbare Gleichheit der Losungspfade [194] bietet den Vorteil, dal3 Projektplane
die unter Abschéatzung des dafur erforderlichen Zeit- und Arbeitsaufwands etc. vor Pro-
jektbeginn erstellt werden missen, zunéchst auf verbalem Niveau erstellt und im Zuge
des zunehmenden formalen analytischen Wissens laufend tberprift und eventuell an-
gepaft werden konnen. Uber entsprechende Programmierung lassen sich die aus dem
Losungspfadgenerator erzeugten Daten um die Aufwandsschétzungen in Tabelle 18 er-
ganzen (hier: pro forma 1 Tag, siehe dazu auch die kinstlichen Metriken in [194]).

Nr Name Dauer Vorganger ... Nr Name Dauer Vorganger
1 C 1 Tag 10 P2 1 Tag "1;09"
: R 1T o iqm e
ag

j % 1 $Zg 13 @ 1 Tag "14;18"

14 Q 1 Tag "4;5;7; 15"
5 ¢p 1 Tag 15 T2 1 Tag "3:6:9: 10"
6 kappa 1 Tag 16 T4 1 Tag "4;6;11; 12"
7 np 1 Tag 17 W 1 Tag "3:5;7;15"
8 roh 1 Tag 18 W 1 Tag "17;19"
9 P1 1 Tag "2;3;8" 19 W 1 Tag "4;5;7,;16"

Tabelle 18: Eingabedaten fir Microsoft Project [26]

Tabelle 18 dient als Schnittstelle der (hier hypothetischen) Zeitangaben fir das Softwa-
rewerkzeug Microsoft Project [126], das zum Projektmanagement und zur Projektverfol-
gung eingesetzt wird. Dabei sind in Abbildung 98 die Vorgangsnamen 1-8 die gegebenen
Grolden ¢, R, Ty, T3, ¢, k, 1 und p, wahrend die Vorgangsnamen 9-19 die eigentliche Auf-
gabenstellung der Festlegung der gesuchten Entwurfsgréf3en darstellen.
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Abbildung 98: Ressourcenplanung eines Losungspfades in Microsoft Project [26]

Gegenuber der streng sequentiellen Reihenfolge des Lésungspfads in Abbildung 95 ist
der in Abbildung 98 dargestellte Losungspfad um die parallelisierbaren, d.h. gleichzeitig
bearbeitbaren Entwurfsaufgaben verkirzt. Mit derartigen Softwarewerkzeugen lassen
sich z.B. daraus kritische Pfade ermitteln [126], bei denen eine Termintberschreitung zur
Uberziehung der prognostizierten Gesamtzeit des Projekts fiihren wiirde.
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Da sich bei wachsendem Wissen Ulber das Entwurfsobjekt der verbale Kontext {s;(v,)}
im Sinne des Grenziibergangs (141) in den exakten analytischen Kontext { f;(z;)} ver-
schiebt, sind eventuell auftretende Diskrepanzen [194] zwischen verbaler Planung und
physikalischer Realitdt an den Veranderungen in der Adjazenzmatrix lokalisierbar. Da
aber alle Plane, deren analytischer Kontext verbal nicht richtig getroffen bzw. abgebildet
wurde, im physikalischen Sinne nicht wirklich so ablauffahig sind, ergibt sich hier eine
Moglichkeit, physikalische Zwangsbedingungen in der Erstellung oder der Anderungs-
planung von Projektplanen [128] korrekt mit zu beriicksichtigen.

Geht man zur dritten wesentlichen Eigenschaft des Losungspfadgenerators tber, mittels
der genannten Sequenz von Graphenalgorithmen einen Lésungspfad fiir die symbolische
Gleichungslosung in einem Computeralgebraprogramm zu erstellen, so kénnen, wenn
die symbolische Gleichungslésung geschlossen gelingt, Sensitivitatsanalysen der Form
von z;(z;) und 0z;/0x; in Abbildungen 99 und 100 automatisiert erzeugt werden.
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Abbildung 99: Automatisch generierte Sensitivitdtsanalysen aQ,/drm und W, /9 [26]

Im Sinne der Bewertungshypothese geht der rein formale Unterschied in den verschiede-
nen Sensitivitatsanalysen in Abbildung 99 mit dx;/0x; gegeniiber den Sensitivitatsana-
lysen in Abbildung 100 mit 07;/0n; bzw. or;/0z; in der Bedeutungsinterpretation noch
sehr viel tiefer. Dies beruht darauf, daf’ in Abbildung 99 die Ableitungen 0z;/0x; nach
konventioneller Vorgehensweise dimensionsbehatftet sind, wahrend in Abbildung 100 rein
dimensionslose Bewertungskriterien or;/0m; oder auch gemischt dimensionslose und di-
mensionsbehaftete Variablen 0r;/0x; gegeneinander abgeleitet werden.

Aus der Bewertungshypothese folgt, dal? dimensionsbehaftete GréRen Beschreibungs-
grofRen sind, wahrend dimensionslose GrofRen Bewertungsgrof3en darstellen. Dimensi-
onslose BewertungsgroRen tragen daher immer Klassenaussagen in sich, die flr eine
ganze Klasse von vollahnlichen Objekten zutreffen. Eine dimensionsbehaftete Zahl de-
finiert dagegen lediglich den Wert einer einzigen physikalischen Grol3e. Abbildung 100
mit den Ableitungen der dimensionslosen Bewertungskriterien or;/0m; oder der Ablei-
tung Om;/0x; einer dimensionslosen BewertungsgrofRe nach einer dimensionsbehafteten
Beschreibungsgrofle stellt damit die Abhangigkeit des Klassenbewertungskriteriums
von dem Klassenbewertungskriterium 7; bzw. von der Beschreibungsgrofie z; dar.
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Bezuglich einer ganz konkreten Bedeutungsinterpretation der Abbildungen 99 und 100
als Sensitivitatsstudie einer Gasturbine heif3t das, daf3 in Abbildung 100 mit 9rn/dc der
EinfluR des Teilbewertungskriteriums ¢ = p,/p; (Verdichtungsverhaltnis) auf die Gesamt-
bewertung n =1, /Q, (Wirkungsgrad) dargestellt wird und dieser EinfluR fiir alle Gastur-
binen mit den unterschiedlichsten Beschreibungsgrof3en p, und p, gilt, da diese Beschrei-
bungsgrofien bereits in den Klassenbegriff ¢ zusammengefald3t wurden. Entsprechend
stellt 9n/0m den Einflul des Massenflusses 7 auf die Gesamtbewertung 7 dar.
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Abbildung 100: Automatisch generierte Sensitivitdtsanalysen dn/dc und 0n/0m [26]

Die hier streng unterschiedene Trennung in Beschreibung und Bewertung mag zunéchst
etwas kleinlich oder gar dogmatisch erscheinen, zur Erstellung einer softwaregestitzten
Entwurfsbewertungslésung ist die systematische Umsetzung einer Bewertungstheorie
jedoch unabdingbare Voraussetzung fir den Erfolg. Bisherige ,Bewertungsverfahren®
(siehe dazu auch Abbildung 25), die diese saubere Trennung in Bewertung und Be-
schreibung nicht aufweisen, kdénnen keine giltigen Klassenaussagen erzeugen, die zur
vorhandenen physikalischen Eigenschaftbeschreibung konsistent sind. Dies gelingt nur
durch Transformation in den dimensionslosen Raum, der durch das Pi-Theorem mit der
Bewertungshypothese bereits fir diesen Zweck genutzt wird.

Es mag das Bewul3tsein und der derzeitige Ausbildungsstand der Ingenieure diese for-
male Trennung von Beschreibung und Bewertung nicht wiederspiegeln und viele Inge-
nieure an das ,Bewerten* mit dimensionsbehafteten Gré3en gewdhnt sein, dies ficht
jedoch die durch die Bewertungshypothese [183] untermauerte Existenz dimensionslo-
ser BewertungsgréRen nicht an. In Fallen, in denen noch dimensionsbehaftet ,bewertet*
wird, kann dem Bewerter durch beliebige Einheitentransformation den von ihm unaus-
gesprochen durchgefuihrten Bezug auf Erfahrungsgrof3en bewul3t gemacht und so die
Bewertung in eine formal korrekte dimensionslose Bewertungsgrof3e tberfuhrt werden.

Erfolgreicher Ingenieurentwurf bedeutet Erzielung hervorragender Entwurfsgite (und da-
mit der Entwurfsbewertung) unter vorgegebenen Randbedingungen (und damit unter di-
mensionsbehafteten Beschreibungsgrofien). Entwurfsbewertungsverfahren missen die-
se Bedingungen notwendigerweise physikalisch korrekt abbilden, um zu hervorragenden
Ergebnissen kommen zu konnen. Die Ahnlichkeitstheorie sieht deshalb in dieser Hinsicht
zukinftig neuen wissenschaftlichen Anwendungen in der Bewertung entgegen.



130 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

4.7.4 Ausblick Entwurfssprachen

Wie in der Analyse des derzeitigen Standes der Entwurfsmethodik auf Seite 98 aufge-
zeigt wurde, stellt die ganzheitliche Erfassung des Ingenieurentwurfs fur eine erfolgrei-
che softwaretechnische Unterstitzung die Anforderung, daf} das Darstellungsproblem in
den drei verschiedenen Begriffsgebieten des Glaubens, Kénnens und Wissens, als auch
das Ubergangsproblem an den Randern zweier aneinander anstoRenden Begriffsgebiete
sinngerecht gelost wird. Diese Problematik wird als die Erstellung eines Weltmodells be-
zeichnet und stellt in jeder zukunftigen erfolgreichen Entwicklung von Softwarelésungen
zur ,computergestitzten Exploration von EntwurfsrAumen® einen der Kernpunkte dar.

Die in den Entwicklungs- und Konstruktionsabteilungen bekannten und derzeit einge-
setzten Entwurfssyntheseverfahren sowie die fur die Entwurfsanalyse und die daran an-
schlieRende Variantenselektion verwendeten Entwurfsbewertungsverfahren reichen fur
die hierfur erforderliche Weiterentwicklung der Konstruktionsmethodik bei weitem nicht
aus. So wurde dazu auf Seite 102 begrundet, wie mit Hilfe einer evolutiondr gesteuerten
(Vorwarts-)Variation der Entwurfsbeschreibung in einer nach der Theorie der formalen
Sprachen konzipierten Entwurfssprache die fehlende Kompatibilitdt und Umkehrbarkeit
von Ingenieurmodellen durch die quantitative Abschéatzung der erzielbaren Topologie-
und Parametereinflisse hinreichend handhabbar gemacht werden kann.

Zu der dieser Problematik zugrundeliegenden Ursache der teilweisen Unvertraglichkeit
und Einteilung der im Entwurfsprozel gleichzeitig anzutreffenden Modellbeschreibungen
in topologisch und parametrisch getrennte Losungsklassen und deren unterschiedlichen
verbalen, symbolischen, analytischen und numerischen Teildarstellungen kommt noch
ein weiteres, bisher noch nicht behandeltes Darstellungsproblem hinzu. Der ebenfalls
grundlegende Charakter dieses Darstellungsproblems kann damit begriindet werden,
daf3 bisher in der klassischen Entwurfsmethodik die Funktionalitat eines Entwurfs in die
drei Flisse von Stoff, Energie und Information unterschieden wurde [167].

Wahrend nun im Ingenieurwesen fur Stoff und Energie bereits bewéhrte Modellvorstel-
lungen zur Verfligung stehen, fur die algorithmische Berechnungsverfahren der verschie-
densten Detalllierungsklassen bekannt sind, hat sich fir einen weiter gefal3ten Informa-
tionsbegriff noch keine allgemein anerkannte Modellvorstellung durchgesetzt. Bei moder-
nen Produkten gewinnt jedoch gerade der Informationsflu3 zunehmend an Bedeutung,
da wesentliche Teile bisher rein mechanisch realisierter Produktfunktionen zunehmend
haufiger durch Software- und Mikroelektronikkomponenten geldst werden.

Durch diesen technologischen Wandel stehen die Konstrukteure in der Entwurfsaufgabe
im Maschinenbau und in der Luft- und Raumfahrt einer stéandig wachsenden Komple-
xitat von Anforderungen gegenuber, da sich die Funktionalitat des Produkts aus einer
Kombination von Hardware- und Softwarekomponenten ergibt, derzeit jedoch weder eine
den Informationsbegriff umfassende Entwurfstheorie (Synthese), noch eine beweisbare
Konstruktionsbewertung (Analyse) fur die gemeinsame Behandlung von Hardware- und
Softwarekomponenten bekannt oder verfligbar ist.

Aus dieser unbefriedigenden Situation heraus ergibt sich die dringende Notwendigkeit,
materielle, energetische und informationstechnische Aspekte in der Konstruktionsbewer-
tung einheitlich zu behandeln. Dies kann nur gelingen, wenn in einer Entwurfssprache
ganzheitliche Objektbeschreibungen zur Verfigung stehen, die lGber die Kenntnis ihrer
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eigenen physikalischen, geometrischen und informationstechnischen Eigenschaften ver-
fugen und damit zur schnellen Erzeugung von Simulationsmodellen mit anschliel3ender
automatisierter Bewertung des Gesamtsystems verwendet werden kénnen.

Gelingt die Erstellung eines dimensionshomogen formulierten Informationsbegriffs fur die
Zwecke und Anforderungen des Ingenieurentwurfs, so kann vom theoretischen Stand-
punkt her bereits heute sicher vorhergesagt werden, dal3 dann die Ableitung entspre-
chender dimensionsloser (Informations-)Kennzahlen zu Bewertungszwecken gelingen
wird. Da in den Naturwissenschaften desweiteren davon ausgegangen wird, dafl3 nicht
dimensionshomogene Modellvorstellungen prinzipiell nicht richtig sein kdnnen [76], sind
von dieser Seite her keine unliebsamen Uberraschungen zu erwarten.

Die in der Physik und der Elektrotechnik bisher fir die Information [70] auf dem Be-
griff der Entropie beruhenden und verwendeten Ersatzmodelle sind dimensionshomo-
gen. Auch die in der Regelungstechnik verwendeten Verfahren, bei denen in Ruckfuhr-
schleifen (Feedback Loops) zur Regelung aus physikalischen Grol3en zusammengesetze
Ausdricke verwendet werden, denen man durchaus einen gewissen ,Informationsgehalt®
unterstellen kdnnte, erflillen die Bedingung der Dimensionshomogenitat.

Die zukinftige Entwicklung wird daher zeigen, inwieweit es gelingen wird, die in einer Ent-
wurfssprache fur den Ingenieurentwurf relevanten Teilbeschreibungen in einem einheit-
lichen Datenformat zusammenzufassen. Da menschliche Entwerfer ihre Entwurfsideen
und andere wichtigen Uberlegungen in Form von Sprache formulieren und kommunizie-
ren kdnnen, erscheint die Entwicklung einer derartigen Entwurfssprache als plausibler
und gangbarer Weg. Die auf der Basis einer Graphengrammatik gezeigte Entwicklung
einer solchen Entwurfssprache hat jedenfalls bis jetzt keine uniberwindbaren theoreti-
schen Grenzen dieses Ansatzes erbracht oder erkennen lassen.

Die Entwicklung einer solchen Entwurfssprache beruht auf der Definition einer Entwurfs-
grammatik und eines dafiir geeigneten Ubersetzers, fiir dessen Bau erprobte Techniken
aus dem Compilerbau eingesetzt werden kénnen. Zu den zentralen Eigenschaften einer
solchen zukinftigen Entwurfssprache zahlen: Die

[0 Syntax der Entwurfssprache zur Erstellung der Sprachibersetzer zur Entwurfs-
erzeugung (design assembler) aus einer Entwurfsbeschreibung, dadurch werden
auch zulassige von unzulassigen Entwurfsbeschreibungen unterschieden, die

[0 Semantik der Sprachelemente, die die geometrische, physikalische und alle fir den
Entwurf relevanten Beschreibungselemente, generische Bedeutung, Begriindung
(design disassembler) und Dokumentation des Entwurfs beinhalten, und die

(0 Pragmatik der Sprache, mit der die generisch formulierten Ingenieurmodelle in ei-
nem konkreten Entwurfskontext zur Bewertung (design projector) der Entwurfsvari-
anten herangezogen werden kdnnen und damit einer Optimierung zugénglich sind.

Trotz der Betonung formaler Sprachkonzepte ist zu beachten, dal3 die Entwurfssprache
nur eine Schale darstellt, deren Inhalte aus der multidisziplinaren Physik der Entwurfs-
beschreibungen bestehen und die durch dimensionslose Kennzahlen bewertet werden
konnen. Die Ahnlichkeitstheorie nimmt daher in der Entwurfsbewertung einen zentralen
Platz in Entwurfssprachen ein und wird diesbezuglich z.B. auch mit den klassischen An-
wendungen der Ahnlichkeitstheorie in der Baureihenentwicklung verschmelzen, die die
Entwurfssprachen bereits auf natirliche Art und Weise unterstutzen.



132 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

5 Zusammenfassung

In zahlreichen Gebieten der Wissenschaft werden standig neue Methoden und Verfahren
entwickelt, um drangende neue Probleme zu |6sen oder existierende Losungen weiter
zu verbessern. Ist man sich der Leistungsfahigkeit der Ahnlichkeitstheorie bewuRt, so
kann in allen Fallen, in denen eine reellwertige und dimensionsbehaftete Beschreibung
vorliegt, die Ahnlichkeitstheorie mit in die Losung einbezogen werden.

Fur die Problemlosung bedeutet dies, dald in der Suche nach neuen Ldosungsverfahren
die Klasse aller reellwertigen und dimensionsbehafteten Problembeschreibungen immer
einer ahnlichkeitsmechanischen Betrachtung zuganglich ist und sich in dieser Hinsicht
prinzipiell von vielen anderen Problembeschreibungen unterscheidet. Auch in den Fallen
reellwertiger, vorgeblich ,dimensionsloser Probleme®, wie dies traditionell in der Muster-
erkennung in Kapitel 4.4 angenommen wird, muf3 dies nicht unbedingt daher riihren, daf?
dieses Gebiet keine Dimensionsbegriffe besal3e. Dies bedeutet lediglich, dafd dort bisher
keine Dimensionsbegriffe bekannt oder benutzt worden sind.

Da die Bemuhungen der Wissenschaft bisher nur auf die Kenntnis der 7 klassischen
physikalischen Dimensionsbegriffe des SI-Systems gefiuihrt haben, kbnnte man versucht
sein, der Ahnlichkeitstheorie nur eine Nebenrolle in der zukiinftigen Entwicklung der Wis-
senschaft zuzubilligen. Da jedoch der Begriff der Dimension Uber seine korrespondieren-
den MalReinheiten direkt an den Vorgang des Messens und damit auch mit der Existenz
von Sensoren einhergeht, ergeben sich Dimensionsbetrachtungen ganz zwangslaufig
auch in der MelRwertverarbeitung in jedweder Art von sensorgestitzten Systemen.

Lernfahigkeit Transformationsgruppen
Erkennen Pi-Theorem
Biologie Physik
ZTn
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Kunstliche Inteligenz Ingenieurwesen
Fallbasis Ahnlichkeitsfunktionen

Schliel3verfahren Optimierung fir jede GroR3e

Abbildung 101: Interdisziplinare Interpretation formaler Ahnlichkeitsbeziehungen

Nach Abbildung 101 bedeutet dies, dal3 sich fur die Modellerstellung in den verschie-
denen Gebieten der Biologie, der Kinstlichen Intelligenz, des Ingenieurwesens und der
Physik Giber die mit Sensorsignalen automatisch einhergehenden Maf3einheiten und de-
ren zugehdrigen bzw. aquivalenten vektoriellen Dimensionsbegriffen eine interdiszipli-
nare Modellbildungschance auf der Basis dimensionsloser Gruppen ergibt.
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In Abbildung 101 erdffnen dimensionslose Betrachtungen somit Chancen hinsichtlich ei-
ner interdisziplindren Modellbildung fiir Prozesse, die in der Biologie, der Kinstlichen
Intelligenz, dem Ingenieurwesen und der Physik von grof3em Interesse sind. So sind die
Eigenschaften der Lernfahigkeit, die Wiederverwendung von Erfahrungswissen, sowie
die Optimierung auf jede GroRRe usw. fur die Entwicklung zukinftiger intelligenter Losun-
gen und Systeme wichtige und wiinschenswerte Eigenschatften.

Im Ingenieurwesen bietet in Kapitel 4.1 die Betrachtung von Vorgangen in Form von Ahn-
lichkeitsfunktionen die Moglichkeit, Prozesse (z.B. der Energieumwandlung) und deren
EinfluRgréRRen groRenunabhangig darzustellen und durch die Ricktransformation der di-
mensionslosen Kennzahlen in dimensionsbehaftete Gro3en die dimensionslose (Bewer-
tungs-)Aussage (z.B. den Wirkungsgrad 1 =W, /Q, = const in Abbildung 100) beizube-
halten und damit eine Optimierung auf jede GréRenauspragung W, zu erzielen.

So kann die Lernfahigkeit in neuronalen Netzen in Kapitel 4.2 nach Vorbildern aus der
Biologie in der formalen Abstraktion als Funktionsapproximationsproblem der Sensorsi-
gnale dargestellt werden. Da physikalische Sensorsignale immanent dimensionsbehaftet
sind, ergeben sich im Aufbau der inneren Knotenstruktur neuronaler Netze dimensions-
lose Kennzahlen, deren Verschaltung und interne Gewichtung nach abgeschlossenem
Lernvorgang eine beweisbare Generalisierung und verbesserte Interpretation des zu-
grundeliegenden Vorgangs als dimensionslose Ahnlichkeitsfunktion ermoglichen.

Fur die Wiederverwendung von Erfahrungswissen bietet in der Kinstlichen Intelligenz in
Kapitel 4.3 der Aufbau eines fallbasierten Expertensystems durch die Darstellung des
Fallwissens als vollstdndige Pramissen-Konklusionsbeziehung beim Vorliegen von reell-
wertigen und dimensionsbehafteten Fallattributen die Moglichkeit der Verallgemeinerung
in dimensionslose Pramissen-Konklusionsbeziehungen. Dadurch kdnnen aufgrund des
verwendeten Ahnlichkeitsbegriffs innerhalb der Modellvorstellung konsistente fallbasierte
Aussagen fir die ganze Ahnlichkeitsklasse erzeugt werden [222].

Die Physik stellt hierfir durch das Pi-Theorem flr physikalische Dimensionen und da-
zu &quivalenten vektoriellen Dimensionsbegriffen die Beweisgrundlagen und mathemati-
schen Methoden zur Verfiigung. Es wird dabei natlrlich nicht moglich sein, alle Probleme
allein mit Ahnlichkeitstheorie zu I6sen. Die Ahnlichkeitstheorie kann jedoch im Sinne oft
gesuchter Modellbildungsgleichungen in Form von Gleichung (142) immer dazu einge-
setzt werden, die Anzahl der betrachteten Variablen auf m=n—r zu reduzieren und dabei
alle unendlich vielen vollahnlichen Falle auf eine einzige Punktprobe der entsprechenden
Ahnlichkeitsfunktion F in Gleichung (143) zusammenzufassen.

Tn = [T, ,%00) (142)
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Die Ahnlichkeitstheorie ist daher ein hervorragendes Werkzeug zur weiteren Verschar-
fung von Aussagen, da z.B. die Kenntnis von weiteren Zusatzbedingungen bei gleichzeiti-
ger Reduktion der freien Variablen die Anzahl der dann noch verbleibenden Freiheitsgra-
de weiter einschrankt. Zusatzlich ergeben sich durch die Kennzahlen in Gleichung (143)
z.B. mit 7; =const nutzliche Validierungskriterien.
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5.1 Ergebnisse

Als Vorgehensweise lassen sich in der Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen mehrere
aufeinander aufbauende thematische Teilschritte festhalten, aus denen sich dann die di-
mensionslosen Variablen m, ..., m,, aus dem Pi-Theorem von Buckingham ergeben. So
besteht der erste Schritt aus der Festlegung der sogenannten Relevanzliste, die einen
wesentlichen Schritt in der Festlegung des dem unbekannten Objekt oder Vorgang unter-
stellten Verhaltens bedeutet. Im zweiten Schritt ist dann die Dimensionsmatrix aus den
zugehorigen Dimensionsexponenten der Dimensionsdarstellungen zu erstellen, wobei
die genaue Analyse der dem Problem eventuell zugrundeliegenden weiteren Zwangsbe-
dingungen die Benutzung vektorieller Dimensionsbegriffe erméglichen kann.

Erganzend zu diesen beiden Schritten der klassischen Ahnlichkeitstheorie stellt der ab
Seite 34 dargestellte Einbettungssatz den formalen Rahmen dar, der bei einer Ubertra-
gung der Ahnlichkeitstheorie auf neue Anwendungsgebiete beachtet werden muR. Dar-
uber hinaus stellt der Einbettungssatz eine generelle Vorgehensweise fiir die Ubertra-
gung des physikalischen Ahnlichkeitsbegriffs dar, fiir den die Ubertragungsergebnisse
hier nochmals aufgezahlt sind, die aber auch als Ausgangsbasis fiir zukiinftige Ubertra-
gungen verwendet werden konnen.

Im folgenden sind die Ergebnisse der Ahnlichkeitsbetrachtungen dargestellt, die sich
durch die Ubertragung in die einzelnen Gebiete des Ingenieurwesens, der Informatik
und der Kunstlichen Intelligenz erzielen lassen:

e Entwurfsbewertungsverfahren (siehe Kapitel 4.1). Aus der Bewertungshypothese
.~Jede im Sinne des Pi-Theorems minimale Beschreibung ist eine Bewertung® folgt
ein Bewertungsverfahren, das als Bewertungsgrof3en stets objektive physikalische
Kennzahlen verwendet. Aus diesem Grund kann die fir eine ,gerechte Bewertung*
zentrale Frage nach der Menge aller gleich bewerteten Objekte mit der Menge aller
vollahnlichen Objekte beantwortet werden.

Im Sinne der Bewertungshypothese ergibt sich damit die Gewinnung der dimen-
sionslosen Bewertungskriterien (d.h. der Kennzahlenbegriffe m, ..., r,,) samt de-
ren Quantifizierung (d.h. die Gewinnung numerischer Zahlenwerte fur die Bewer-
tungsmalfdstdbe m, ..., ,) sowie die Erstellung einer Aggregationsfunktion F' zur
Aggregation der Teilbewertungen m, . .., m,,_1 zur Gesamtbewertung ,, als fur jede
dimensionsbehaftete Beschreibung mégliche dimensionslose Bewertung, die stets
konsistent zur Beschreibung ist.

Durch die Bewertungshypothese wird daher im Gegensatz zu anderen Bewertungs-
verfahren nicht eine von auf3en durch den Menschen erdachte bzw. vorgegebene
Menge an Bewertungskriterien Uber eine sich moglicherweise im Rahmen des Ent-
wurfs noch @ndernde Entwurfsbeschreibung gestilpt, sondern die Entwurfsbewer-
tung ergibt sich zu jedem Zeitpunkt durch die dimensionslosen Gruppen, d.h. die
dimensionslosen ,Eigenmal3stdbe“ der Beschreibung.

e Neuronale Netze (siehe Kapitel 4.2). Durch die Verwendung der Dimensionsinfor-
mation der Eingangs- und Ausgangsgrof3en in neuronalen Netzen ergibt sich eine
Reduktion aller kombinatorisch mdglichen inneren Netzverbindungen, da in Kennt-
nis des Prinzips der Dimensionshomogenitat das neuronale Netz nur dimensions-
homogene Beziehungen darstellen sollte. Dies wird durch die Transformation auf
dimensionslose Kennzahlen gewéhrleistet.
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Durch Trainingsdaten wird das neuronale Netz dann im Sinne des Pi-Theorems
an die noch verbleibende unbekannte Ahnlichkeitsfunktion adaptiert. Dies stellt
ein Topologieinterpretationsschema fir neuronale Netze dar, das auch im allge-
meinen Fall nicht-linearer Funktionen gilt und das Verstandnis der Netztopologie
erleichtert. Durch die Verwendung vollahnlich vervielfaltigter Daten im Lernprozel}
konnen desweiteren wéhrend des Lernverfahrens diejenigen neuronalen Netzeto-
pologien ausgewahlt werden, die besonders gut generalisieren und damit ein zu
den Daten passendes Skalierungsverhalten aufweisen.

e Fallbasiertes Schliel3en (siehe Kapitel 4.3). Die mathematische Unterlegung des

fallbasierten Schliel3ens mit Hilfe dimensionsloser Kennzahlen in reellwertigen und
dimensionsbehafteten Doméanen zeigt die Gultigkeit der Denkweise des fallbasier-
ten SchlieBens und ermdglicht erstmalig eine exakte Definition des Vorgehens, des
zu verwendenden Ahnlichkeitsbegriffs, sowie darauf aufbauend die Ableitung eines
Beweises fir korrektes fallbasiertes Schliel3en.
Der Vergleich des neu eingefiihrten physikalischen Ahnlichkeitsbegriffs mit den bis-
her im fallbasierten SchlieRen haufig eingesetzten sonstigen ,AhnlichkeitsmaRen*
zeigt, dalR die Wahl des Ahnlichkeitsbegriffs nie willkiirlich von auRen, sondern
in allen reellwertigen und dimensionsbehafteten Domanen auf den physikalischen
Ahnlichkeitsbegriff beschrankt ist und daher mit den ansonsten verwendeten klas-
sischen Distanzmal3en nicht richtig approximiert werden kann.

e Mustererkennung (siehe Kapitel 4.4). Die Berlicksichtigung der Bildausdehnung in
x-, y- und z-Richtung bzw. von Helligkeits- und Farbwerten usw. als vektorielle Di-
mensionen fuhren Uber die Verwendung hdherer Momente als Bildreprasentation
auf dimensionslose Bildmerkmale 7,,,, die Uber m,,. =const sofort als Ahnlichkeits-
postulat in der Bildklassifikation verwendet werden kdnnen. Dies garantiert auch,
daf alle vollahnlichen Bilder gleich klassifiziert werden, da deren dimensionslose
Bildmerkmale fur den nachgeschalteten Klassifikator ununterscheidbar sind.
Neben den analytisch beweisbaren Eigenschaften der dimensionslosen Bildmerk-
male ergibt sich eine beliebige Verallgemeinerungsfahigkeit der Merkmalsgewin-
nung auf n physikalische Dimensionen, sowie durch die prinzipiell mégliche Ruck-
transformation eine Visualisierungsmadglichkeit fur die sich im Klassifikator im Rah-
men eines beispielbasierten Lernverfahrens einstellenden Klassengrenzen.

e Gerauschklassifikation (siehe Kapitel 4.5). Die Geréuschklassifikation hat mit der

bereits besprochenen Mustererkennung zahlreiche Verfahrensgemeinsamkeiten,
da das Gerausch (d.h. die Zeitreihe als Ursignal) mittels einer parametrisierten In-
tergaltransformation in ein Falschfarbenbild umgesetzt wird und daduch direkt im
Anschlul3 die gesamte bereits bekannte Verfahrensweise der Merkmalsgewinnung,
-extraktion und Klassifikation aus der Mustererkennung angewendet werden kann.
Die Parametrisierung der Integraltransformation erlaubt hierbei eine Adaptierung
der Vorverarbeitung an die spezielle Gerauschart.
Der Ursprung des Farbbilds als eine Zeitreihe ist flr diese Vorgehensweise in der
Klassifikation nur insofern von Bedeutung, als daR ein geometrisch motivierter Ahn-
lichkeitsbegriff Uber eine Integraltransformation in die Akustik Gbertragen wird und
somit dort ein objektiver Ahnlichkeitsbegriff zur Klassifikation zur Verfuigung steht.
Dadurch konnte die Vorstellung ,akustischer Ahnlichkeit* erstmals formal anhand
zweier Gerauschklassen analytisch validiert werden.
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e Data Mining (siehe Kapitel 4.6). Der Einbau der Ahnlichkeitstheorie in den Pro-

zeld der Wissensentdeckung ermaglicht es, eine bewahrte Modellvorstellung zur
Verdichtung der Daten anzuwenden, d.h. zu einer Reduktion der Rohdaten auf di-
mensionslose Kennzahlen bzw. ,Informationsbegriffen* zu kommen, deren verblei-
bender funktionaler Zusammenhang in Form einer Ahnlichkeitsfunktion dann als
~Wissen“ Uber das Objekt oder den Vorgang bezeichnet werden kann.
Die Ubertragung, die auf der Anwendbarkeit des Pi-Theorems beruht, zeigt die
Bedeutung des Ursache-Wirkung-Prinzips der jeweiligen Problemdoméane sowie
weiterer inherenter Doméaneneigenschaften auf, die die erforderliche Rohdatenvor-
verarbeitung wesentlich beeinflussen und fur eine problemangepal3te Auswahl der
einzelnen Datenvorverarbeitungsschritte wichtig sind.

e Computergestitzter Ingenieurentwurf (siehe Kapitel 4.7). Zur computergestitzten
Exploration von Suchrdumen im Ingenieurentwurf werden Entwurfssprachen zur
automatisierten Generierung von Physik und Geometrie, sowie weiterer erforder-
licher Eigenschaften eines Entwurfsobjekts verwendet. Durch evolutionare Muta-
tion dieser Entwurfssprache ist es dann moglich, eine Vielzahl von Entwirfen zu
generieren, die dann im Hinblick auf die Zielvorgaben bewertet werden mussen.
Aufgrund der hier sehr grof3en Anzahl an Entwirfen muf3 die Bewertung vollstandig
in ein Softwareprogramm abgebildet werden, daher kbnnen nur automatisierbare
Bewertungsverfahren zum Einsatz kommen.

In der Erstellung derartiger automatisierbarer Bewertungsmodelle mul3 es deshalb
moglich sein, sowohl die Physik als auch die Geometrie (sowie evt. weitere vorhan-
dene Entwurfseigenschaften) zu bewerten, was durch die gezeigten Verfahren zur
Mustererkennung fur die Bewertung der Geometrie, sowie fur die Bewertung der
Physik durch die Bewertungshypothese erfolgreich gezeigt wurde. Fir den Ausbau
der Bewertungsmethode auf zukiinftige Entwurfseigenschaften sind damit lediglich
dimensionshomogene Beschreibungen erforderlich.

Die (Entwurfs-)Bewertung mit dimensionslosen Kennzahlen erfillt die Forderung,
Gutekriterien in Form von dimensionslosen Kennzahlen aus den sich wahrend der
Generierung erst bildenden Beschreibungen durch Transformation automatisch zu
ermitteln und damit einer objektiven Bewertung zuganglich zu machen. Durch die
Eigenschaften dimensionsloser Kennzahlen kann damit leicht gezeigt werden, daf3
die abgeleiteten Gutekriterien fur die Entwurfsoptimierung skaleninvariant sind und
daher alle vollahnlichen Objekte gleich bewertet werden.

Die Ahnlichkeitstheorie nimmt somit durch die Formulierung dimensionsloser Gii-
tekriterien in der Optimierung von Physik und Geometrie zukinftiger Entwurfsob-
jekte in der Informationsverarbeitung von Entwurfssprachen eine zentrale Rolle ein,
deren Wichtigkeit im Rahmen einer ersten Anwendung auf Hochspannungmasten
exemplarisch aufgezeigt werden konnte.

Durch die gezeigten Ubertragungen der Ahnlichkeitstheorie in den Kapiteln 4.1 bis 4.7
in zahlreiche Gebiete des Ingenieurwesens, der Informatik und der Kunstlichen Intelli-
genz ergibt sich Uber diese Ergebnisse erstmals die Perspektive, Uber eine einheitliche
mathematische Basis die Algorithmen der Kinstlichen Intelligenz mit bewéhrten ahn-
lichkeitsmechanischen Methoden des Ingenieurwesens konsistent miteinander zu ver-
binden. Daraus ergibt sich ein neuer Forschungsansatz, der aufgrund seiner breiten
mathematischen Grundlagen sehr trag- und ausbauféhig ist.
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5.2 Ausblick

Unter Verwendung der bildlichen Darstellung in Abbildung 11 kann der formale Rahmen
zur Definition einer beweisbaren Analogie noch erweitert werden. Die Definition von
Analogie ist insofern von besonderem Interesse, da die Analogiebeziehung formal ab-
geleitet werden kann. Grundsatzlich ergibt sich daraus die hier noch kurz dargestellte
interessante Mdglichkeit der systematischen mathematischen Suche nach neuen, bis-
lang unbekannten Analogiebeziehungen.

Die Existenz einer Analogie beruht darauf, daf? die in den Doméanen D, und D, verwen-
deten Gleichungen in dimensionsloser Form zusammenfallen, d.h. durch die neutrale
Transformation 7 =7 ! =7 trivialerweise aufeinander abgebildet werden. Entsprechend
Abbildung 102 ist es daher madglich, die Abbildung 7 z.B. durch die weit weniger strenge
Voraussetzung 7 ! o T =7 auf die Klasse der umkehrbaren Transformationen zu erwei-
tern. Dies kann in Abbildung 102 auf die Existenz weiterer Analogien fiihren, die auch
als erweiterte Analogie bezeichnet werden.

DGL2 (1‘1, N ,l‘n)

DGL1 (71'1, e ,7Tm)

DGL2 7T1,...,7Tm)

DGL, (21, ...,7n) T e

Fl(ﬂ'l,..., 7rm):0

F2(7Tl,...,ﬂ'm):0

fl(ZEl,...,ZUn)ZO

Abbildung 102: Erweiterte Analogie

In der Mathematik werden die sich je nach Gleichungsart von f bzw. der DGL(z) aus der
Frage nach der Existenz und Konstruktion solcher Transformationen 7 ergebenden und
noch offenen mathematischen Grundlagenfragen entsprechend Abbildung 102 bzw. nach
Gleichung (1) mit der Theorie der LIE-Gruppen untersucht [54, 107, 179].

In der Kinstlichen Intelligenz kommt das Interesse an Analogien von der Vorstellung, dai3
z.B. vom Standpunkt des fallbasierten SchlieRens aus mittels solcher erweiterter Trans-
formationen 7 ein auf einer Domane D, erprobter Schluf3folgerungsmechanismus formal
auf eine weitere Doméane D, ubertragen werden kann [94, 121]. Daraus konnte sich die
Moglichkeit ergeben, ,universell glltige* Schluf3folgerungsmechanismen auf einer Meta-
Ebene abstrakt zu formulieren und durch lernfahige Transformationen 7 an die jeweilige
konkrete Anwendungsdomane anzupassen.

Im Ingenieurwesen konnte neben derartigen Analogiebetrachtungen und weiteren Uber-
tragungen von Ahnlichkeitsbegriffen auch die klassische Ahnlichkeit in Modellversuchen
durch den Einsatz von Rapid-Prototyping-Verfahren [48, 234], in denen z.B. durch Auf-
tragen von Material virtuelle Prototypen reale Gestalt annehmen, noch wichtiger werden.
Gelange es, durch neue Werkstoffentwicklungen in Rapid-Prototyping-Verfahren hinrei-
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chend vollahnliche Material- und Modelleigenschaften mit der Originalausfihrung zu er-
reichen, konnten im Rechner konzipierte virtuelle Prototypen aus dem CAD-System ent-
sprechend ahnlichkeitsmechanisch skaliert und anschlieRend vollautomatisch hergestellt
werden. Die Problematik der bisher noch weitgehend manuellen und deshalb sehr teu-
ren und zeitaufwendigen Herstellung detailgetreuer (Modell-)Versuchsmodelle ware mit
einem derartigen Rapid-Prototyping-Verfahren durch die bereits vorhandene Anbindung
an die existierende CAD/CAE-Prozel3kette elegant gelost.

Gelange es daruber hinaus, in das Rapid-Prototyping-Verfahren die fur die elektronische
Datenerfassung der Modellversuche notwendige Mel3technik (Sensoren, Signalverstar-
ker, A/D-Wandler, Funkibertragung, etc.) bereits wahrend des Herstellungsprozesses
in den Schichtaufbau des Modellwerkstoffs mit zu integrieren, wirde dies die praktische
Handhabbarkeit der Mef3technik zuséatzlich erleichtern.

Desweiteren kann die Ahnlichkeitstheorie die Ubertragung bewahrter Prinziplésungen
auf miniaturisierte Systeme, die durch die Entwicklung moderner Fertigungsmoglichkei-
ten in der Mikro- und Nanotechnologie erméglicht werden, sinnvoll unterstiitzen. Dieses
Potential der Ahnlichkeitstheorie im Entwurf solcher nano- und mikromechanischer Sy-
steme zeigen bereits mehrere Arbeiten [69, 96] auf.

Da nicht nur in der Luft- und Raumfahrtindustrie (z.B. im Windkanal [93, 211]), sondern
auch in der Automobilindustrie (z.B. im Crash [12, 50]), der verfahrenstechnischen In-
dustrie (z.B. beim Ruhren [170, 241, 242, 243, 244]) bis hin zur Biologie [19, 87, 201]
komplexe physikalische Vorgange neben der Rechnersimulation erganzend in Modell-
versuchen experimentell untersucht werden, ergibt sich hier ein weites zukinftiges und
fruchtbares Betatigungsfeld fir die Ahnlichkeitstheorie.

Die aufgezeigten und zukunftigen Moglichkeiten der theoretischen Weiterentwicklungen
und praktischen Anwendungen der Ahnlichkeitstheorie stellen sicher, daR heute, rund
100 Jahre nach den ersten Veroffentlichungen und Beweisversuchen des Pi-Theorems
fur dimensionshomogene Funktionen durch VASCHY (1899) und BUCKINGHAM (1914),
das Potential der Ahnlichkeitstheorie mit dem bisher bekannten Wissen und erprobten
Vorgehensweisen noch in keinster Weise erschopft ist, sondern eine Vielzahl weiterer
und faszinierender Forschungsthemen in sich birgt, aus deren Umsetzung fir die Zukunft
des Ingenieurwesens wichtige Innovationsimpulse gewonnen werden kdnnen.



Anhang 139

A Anhang



140 Ubertragung von Ahnlichkeitsbegriffen

A.1 Herleitung Produkt-Theorem

Beweisgedanke [22, 33, 39]. Unter der Voraussetzung der Invarianzeigenschaft von
Verhaltnissen der Basisgro3en unter Skalentransformationen leitet man einen allgemei-
nen Funktionsansatz nach diesen Grol3en ab und fuhrt dies auf eine Funktionalgleichung
zuriick, deren einzige Losungen Beziehungen der zu beweisenden Form darstellen.

Herleitung . Physikalischen Grol3en werden in die zwei Klassen der priméren und der se-
kundéaren GroRen unterschieden. Die primaren Grol3en x4, ...z, sind dabei nach BRIDG-
MAN durch ihre ,grundsatzliche und nicht weiter zu vervollkommnende Einfachheit” (fun-
damental and of irreducible simplicity [33]) gekennzeichnet.

Die primare GroRen sind somit durch Anderung des EinheitenmaRstabs skalierbar, da-
her gilt fiir die zwei Zahlenwerte z; und y; einer PrimargroRe bei Anderung des i-ten
Einheitenmalstabes von 1 auf 1/); mit \; # 0

yé AilYi (145)

und der daraus gebildete Quotient ist damit invariant unter Einheitentransformationen

/ .
;= ";— (146)

Die Eigenschaft (146) wird nach BRIDGMAN auch als ,die absolute Bedeutung relativer
GrolRen” (absolute significance of relative magnitude [33]) bezeichnet. Sekundare Gro-
3en sind von den primaren Grol3en Uber Beziehungen der Form

flz1, 29, ..., 2y) (147)

abgeleitet. Unter Voraussetzung der Invarianz unter Skalentransformationen gilt auch fur
Verhéltnisse sekundarer Grél3en

f()\lflfl,)\glvg,...,)\nxn) . f(ZUl,{L'Q,...,ZUn)

FOuyr Ay, s Aayn)  F(W1, 92,5 Yn) (148)
fur alle \; # 0. Umstellen der Faktoren liefert

T R (149)
Partielles Ableiten nach )\, liefert

:Ul@f(x’l,xg, coxh) _ ylaf(yi,yé, cooxh) flrr, e, . ) (150)

o' oy vz, -5 Yn)
und anschlielende Wahl von \;, = \, = ... = 1 fihrt auf
X Of (z1,x9,...,2y,) _ U Of (Y1, Y2y -« s Yn) (151)

f(xlax%"'axn) aZEI f(ylayQJ"'ayn) ayl
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und, wenn man die rechte Seite konstant halt und nur z; auf der linken Seite variiert, zu

T af($1,l‘2,...,l‘n)
= const 152
flry, 2o, ..., 1) oxy (152)
was auch als
0
%8—1{1 = const (153)

geschrieben werden kann. Dies kann auf die CAucHY’sche Funktionalgleichung zurtck-
gefuhrt werden, deren einzige Losung die Form (const # 0,const # —1)

fo= Cua NSt (154)

besitzt. Die Erfullung dieser Behauptung kann durch Ableiten der Gleichung zumindest
kontrolliert werden, in dem

ﬁ = const-i (155)

83:1 x

ebenfalls auf die Form (154) gebracht wird. Dabei kann die Konstante | noch eine Funk-
tion der restlichen z,, z3, .. ., z,, sein. Die Wiederholung des gesamten Beweisgangs ab
Gleichung (150) bis (154) fur diese noch verbleibenden z; fihrt damit auf die zu zeigende
Form

f = Oz Mg, *2...q,%n (156)

wobei fur festesn > 1, n € Nistund C, a1, as, ...,a, € R reelle Konstanten sind.
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A.2 Herleitung Pi-Theorem

Beweisgedanke [57]. In Analogie zur Rangbestimmung von Matrizen mit dem Algo-
rithmus nach Gauss wird durch sukzessives Pivotieren und Eliminieren diese Grundidee
der Beweisfuihrung auf eine beliebige vollstandige dimensionshomogene Beziehung zwi-
schen n physikalischen Grof3en angewandt und dann unter Zuhilfenahme des Produkt-
Theorems die Reduktion auf eine Beziehung von genau m = n—r dimensionslosen Po-
tenzprodukten bewiesen.

Herleitung . Zunéchst wird aus den in der Beziehung f(z, ..., z,) = 0 enthaltenen z; die
in Abbildung 103 links dargestellte Dimensionsmatrix gebildet. Diese Dimensionsmatrix
ist rechteckig und besitzt n Zeilen zur Aufnahme der z; bis z,, und hat bis zu k Spalten,
die die physikalische Dimension des verwendeten Einheitensystems darstellen.

Die Matrixelemente a;; sind in der Darstellung eines z; in Abbildung 103 links die Ex-
ponenten in der j-ten Dimension. Anschlie3end werden alle Nullspalten gestrichen und
die Dimensionsmatrix durch rangerhaltende Spaltenumformungen auf eine obere Dia-

! ! !
Dy Dy . .. .. D, Dy Dy . D,
T ‘ 1|1
T2 T2 1
r I
jj n I
Ty 1
T )/
. m . ]i
T LL Trym

Abbildung 103: Dimensionsmatrix mit rangerhaltenden Umformungen

gonalform gebracht, siehe Abbildung 103 rechts. Dies bedeutet, dal} die Menge der
physikalischen GroRen X,, = {z1,...,z,} in der Relevanzliste der Beziehung

f(X,) = 0 n>2 (157)

in die zwei Mengen X; = {z1,...,x,} der primaren und damit linear unabhangigen Ba-
sisgroBen und in die Menge X; = {z4,...,x,} der sekundaren und damit abhéangigen
physikalischen Gro3en in der Beziehung

m=n-—r
f(XZ,XJ) =0 izl,...,T (158)
j=1,...,m
aufgeteilt werden kann. Die Indizierung von X; wurde von r + 1,...,n auf 1,...,m ge-

andert, siehe Abbildung 103 rechts. Jede der beiden Mengen X; und X; hat dabei min-
destens ein Element, da die Menge X,, aufgrund der Dimensionshomogenitat von Glei-
chung (157) garantiert, da? weder die Menge X; noch die Menge X; eine leere Menge
sein kann.
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Skaliert man die Einheiten )\; aller primaren Gro3en z; € X, entsprechend der Skalie-
rungseigenschatft physikalischer Grof3en nach Gleichung (144) von z; auf A;z;, SO werden
wegen des Produkt-Theorems alle sekundaren GroRen z; € X; entsprechend ihrer Ex-
ponentendarstellung in der Dimensionsmatrix mitskaliert, was fir jede einzelne Grolie
auf Transformationen der Form

j=1,...,m

f()\zl‘z;x]H)\za]l) — 0 { Z:].,-.-,T (159)
i=1

fuhrt. Wahlt man die Skalierungsfaktoren so, dal3 \;z; = 1 gilt, fUhrt umformen mit \; =
1/x; schlieBlich auf

f(l,xij;aﬁ) =0 bzw.
=1
f,) =0 m=n-—r (160)
wobei mit IT,,, = {my, ..., 7, } die Menge aller dimensionslosen Variablen der Form
m o= a;[[ar ji=1,....m (161)
i=1

mit m=n—r erklart ist.

Hinweis : In der Formulierung der m=n—r dimensionslosen Variablen des Pi-Theorems
ist zu betonen, dal3 sich » aus dem Rang und nicht der Dimension der Dimensionsma-
trix berechnet. Es kann in Aufgabenstellungen der Dimensionsanalyse, wie z.B. in der
Dimensionsmatrix in Tabelle 23 auf Seite 153 durchaus zu Rangabfallen kommen. Dies
ist genau dann der Fall, wenn ein kleineres BasisgroRensystem als das SI-System zur
Beschreibung der in der problemabhéngigen Relevanzliste enthaltenen physikalischen
Grol3en ausreichend waére.

Altere Herleitung des Pi-Theorems

Diskussion . Die nachfolgende Darstellung eines funktionentheoretischen Beweises des
Pi-Theorems nach BRIDGMAN [33] wurde in der geschichtlichen Entwicklung von dem in
Abschnitt A.2 bereits dargestellten moderneren, rein algebraischen Beweis abgelost, der
ohne die Voraussetzung der C"'-Stetigkeit der Funktion f auskommt [76] und sich in der
gezeigten Darstellung stark an der Beweisfiihrung in [57] orientiert.

Beweisgedanke [33, 22]. Die Exponenten der Einheitendarstellungen physikalischer
GrofRen bilden in der Dimensionsmatrix wegen der Dimensionshomogenitat physikali-
scher Gleichungen ein homogenes lineares Gleichungssytem. Fr lineare homogene
Gleichungssysteme bewiesenen Eigenschaften tber Losbarbeit, Austauschbarkeit von
Basen usw., konnen mithilfe des Produkt-Theorems zur Herleitung einer Beziehung von
genau m=n—r dimensionslosen Potenzprodukten verwendet werden.
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Herleitung. Sekundare GroRen skalieren sich bei Anderungen der MaReiheiten ) ge-
mald dem Produkt-Theorem zu

IIJ; = $j)\1aj1A2aj2...)\rajr

= 2 [N ji=1,....n (162)
=1

und damit folgt fur die spater noch notwendigen partiellen Ableitungen

J

)Y A

!

(163)

Die Beziehung f(xy,xs,...,x,) = 0 soll auch fur nach Gleichung (162) einheitentransfor-
mierte Grof3en gelten, daraus folgt der Ansatz

flah,oh, ... xl) = 0 bzw.
Flog MONM2 gy N Q200,22 g, MO\, Me2 ) = (164)

Nach dem Mal3stabsfaktor A\, abgeleitet und wegen der vorausgesetzten Invarianz erhalt
man sofort 0f/0\; = 0, also

of  Of 3x’1+ df ox, df oxl,
"\ Of 07
= 165

was nach dem Einsetzen der Ableitungen (163) und der Wahl von )\, = 1 auf
"L 0
0 = Y (5 (166)

fuhrt. Eine zweite Variablentransformation mit :c’j, aj; # 0 fur den ,Pivotschritt® mit

_ 1/
af = It (167)

und den daraus folgenden spéater ebenfalls benétigten partiellen Ableitungen

on _ 4 (168)
ﬁx;. aﬂx;-

ergibt dann fir die Darstellung in Gleichung (165) und der Wahl von X, =1

of z”:(af 0] 0z

o\ = ax;' ﬁx; o\
. af "
0= ) I (169)

j=1 777
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Mit der dritten Variablensubstitution mit =/, # 0 fir den ,Eliminationsschritt* mit

& = ol ol und damit (170)
gn =1

und den daraus folgenden ebenfalls wichtigen Ableitungen

o0& 1/l fur j#mn

oxll { 0 fir j=n (171)
kann fir die erneut umgeschriebene Identitét f(xy,zs,...,2,) = f(§&1%n,&Tn, -\ Tp)
durch Ableiten und Verwendung von Beziehung (165) gezeigt werden, dal

=0 172)

ox]

ist und f somit nur eine Funktion von n — 1 Variablen darstellt, was auch als

9(61, &, &n1) = 0 (173)

geschrieben werden kann. Die & sind dabei in der ersten Dimension dimensionslos, was
durch Einsetzen aller Variablen zur Ricksubstitution bestétigt wird:

~

’ xlll/ajl

8
.

~
<

_ Yy
§ = - 1/
:I’Jn/ nl

(25 M XN 92 N, Y)Y
(xn )\lanl)\QanQ L )\Tanr)l/anl
(25 X %92 ..\, )/

= (174)

(In )\2an2 . )\ranr)l/anl

8
3

Beginnend mit Gleichung (173) kann der Beweisgang von Gleichung (164) bis (173) so-
lange wiederholt werden, wie noch » — 1 (linear unabhéngige) Dimensionen in den §
vorhanden sind. Dies fuhrt damit auf die zu zeigende Form

F(myy.omm) = 0 (175)
mit m = n — r, wobei r den Rang der durch die z; gebildeten Dimensionsmatrix darstellt

und die & nach Gleichung (174) damit jeweils dimensionslose Potenzprodukte 7, in der
Form

ﬂ'j = fL'ijL'i_aji (176)
i=1

ergeben. Die Funktion F(m,...,m,) = 0 heit Ahnlichkeitsfunktion oder auch charak-
teristische Kennzahlenfunktion. Sie wird in der Regel aus experimentellen Daten als
Approximationsfunktion bestimmit.
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A.3 Entwurfsbewertungsbeispiel Gasturbine

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen der thermodynamischen Modellbildung ei-
ner idealisierten Gasturbine bereitgestellt. Die Modellierung erfolgt dabei nacheinander
auf zwei unterschiedlichen Verfeinerungsstufen, der globalen Systemsichtweise und der
in die einzelnen Systemkomponenten aufgeldésten Komponentensichtweise.

Die Gleichungen der Gasturbine werden dann an mehreren verschiedenen Stellen wie
z.B. in Abschnitt 4.1.3 zur lllustration der Bewertungsmethode nach dem Pi-Theorem,
in Abschnitt 4.3.4 zur Berechnung von physikalisch beweisbaren AhnlichkeitsmaRen im
fallbasierten Schlief3en und in Abschnitt 4.7.3 zur Darstellung der Leistungsfahigkeit des
Lésungspfadgenerators verwendet.

Systemsichtweise.  Die Modellierung der Gasturbine [65] als Gesamtsystem erfolgt
gemald dem Blockschema in Abbildung 104. Dazu sind nach der Theorie der Erhal-
tungssatze alle thermodynamischen Grof3en zu erfassen, die die in der Modellierung
festgelegten Systemgrenzen uberschreiten. Dies sind die in Form von Treibstoff zuge-
fuhrte (Warme-)Leistung Q,, die (Wellen-)Leistung 17, und die (Abwarme-)Leistung Q..
W

Qb R S
— Gasturbine

>

Qa
Abbildung 104: Systemschema Gasturbine [65]

In der Gasturbine wird im Sinne der klassischen Thermodynamik die Warme Q, teils in
die Leistung W,, gewandelt und teils auch als die Warme @, abgegeben. Mit dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik [65] in der Form > .(W;+Q;) =0 ergibt sich

Wn = Qb_Qa (177)

Gleichung (177) reicht zur Beschreibung einer Gasturbine auf Systemebene durchaus
aus, da sich die drei beteiligten Grol3en Wn, Qb und Qa ohne weitere Kenntnis der Pro-
zel¥fuhrung experimentell bestimmen lassen und daher einfach zu ermitteln sind. Mehr
mul3 fur eine erste Beschreibung des Gesamtsystems Gasturbine nicht bekannt sein, die
damit zunachst abgeschlossen ist.

Bewertung . Zur Bewertung des Gesamtsystems kann nach der Bewertungshypothese
in Abschnitt 4.1.3 vorgegangen werden. Dazu ist aus der Relevanzliste (Wn, Qb Qa) der
Systembeschreibung die Dimensionsmatrix links in Tabelle 19 zu erstellen.

‘ Variable H Dy Dy D3 ‘

@1 2 3] _[2
1
1

Q. ll 1 2 -3
Tabelle 19: Dimensionsmatrix der Gasturbine

W, 1 2 -3

Durch rangerhaltende Spaltenumformungen kann daraus die Normalform der Dimensi-
onsmatrix rechts in Tabelle 19 mit Dimension n=3 und Rang »=1 gewonnen werden.
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Entsprechend Abbildung 8 mit m=n — r lassen sich die Bildungsgesetze flur zwei dimen-
sionslose Potenzprodukte 7  und 7, ¢ in Gleichungen (178) und (179) ablesen:

e = Qu/Q 178)
ma = WalQy (179)

Aus der Beschreibungsgleichung (177) des Gesamtsystems Gasturbine folgt durch einfa-
ches Umformen und Einsetzen der Bewertungskriterien m  und 72 ; die dimensionslose
Bewertungsfunktion (180) des Gesamtsystems Gasturbine zu

T = 1l—mg (180)

Fir eine Bewertung der Gasturbine reicht daher die Messung von I, und @, aus, um die
MaRzahl 7, zur Bewertung der Leistungsumsetzung n =W, /@, zu erhalten. Der Wir-
kungsgrad n, dessen klassische Wirkungsgraddefinition als ,Ergebnis durch Aufwand*
auf eine lange Tradition im Ingenieurwesen verweisen kann, stellt sich hier als dimensi-
onsloses Potenzprodukt heraus, das sich ganz zwanglos aus der systematischen Vorge-
hensweise der Bewertungshypothese ergibt.

Hinweis: Gleichung (180) ist im linken Teil von Abbildung 38 eingefarbt dargestellt, um
alle entsprechenden Punkte mit m = const und m, ; = const auf der Zustandsflache im
rechten Teil von Abbildung 38 als gleichfarbig zu kennzeichnen.

Komponentensichtweise. In einer detaillierteren Beschreibung der Gasturbine [65]
ergibt sich deren Modellierung entsprechend Abbildung 105 in die Einzelkomponenten
Verdichter C, Brennkammer B und Turbine 7T'. Da fur die Bilanzierung die Gasturbine an
den Schnittstellen 1, 2,3 und 4 aufgeschnitten wird, riicken jetzt die thermodynamischen
Einzelprozesse der Komponenten in den Blickpunkt der Modellierung.

@ B

W,

4,Q.,

Abbildung 105: Komponentenschema Gasturbine [65]

Die angesaugte Luft (Zustand 1) wird im Verdichter C' komprimiert (Zustand 2), danach in
der Brennkammer B erhitzt (Zustand 3) und schlief3lich in der Turbine 7" entspannt (Zu-
stand 4). Die Prozel3fihrung als thermodynamischer Kreisprozel3 wird dabei idealisiert
als adiabat-reversible Kompression (1—2), isobare Erwarmung (2—3), adiabat-reversible
Expansion (3—4) sowie isobare Abkihlung (4—1) angenommen.

Den resultierenden thermodynamischen Kreisprozel3 zeigt Abbildung 106 in Form eines
(T, s)-Diagramms. Durch die Modellvorstellung des Kreisprozesses kdnnen die Kom-
ponenten der Gasturbine einzeln getrennt beschrieben und bewertet werden. Die Ge-
samtbewertung wird dann anschlieRend aus den Ahnlichkeitsfunktionen im Sinne einer
hierarchischen Aggregation der einzelnen Teilbewertungen ermittelt. Daher folgen hier
zunachst die einzelnen verfeinerten Beschreibungen der Komponenten:
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S

Abbildung 106: Idealisierter Kreisprozel? der Gasturbine im (7', s)-Diagramm [65]

0 Verdichter . Fur den Verdichter C' in Abbildung 105 gentigen zur Modellierung der

Massenstrom 7, die spezifische Warmekapazitat c,, die Eintrittstemperatur 7}, die
Wellenleistung W, und die Austrittstemperatur 7. Mit T, /T; = (p,/p)"~"/7 als Be-
ziehung fur die reversible Adiabate [65] sowie den Definitionen der zwei thermody-
namischen Identitaten R=c,—c, und v=c¢,/c, ergibt sich die Verdichterwellenarbeit
W, unter Annahme idealen Gases [65] zu

~

W, = WZDmRﬂ(<%)7—4>::m%ﬂ<<%)—g (181)

Brennkammer . Fur die Brennkammer B in Abbildung 105 reichen zur Modellie-
rung als idealer Warmetauscher (unter Vernachlassigung der zugefuihrten Brenn-
stoffmasse rmp wegen mp < m) der Massenstrom ., die spezifische Warme-
kapazitat c,, die Eintrittstemperatur 75, die zugeflhrte Warmeleistung Q, und die
Austrittstemperatur 73 aus. Dabei ergibt sich die Temperaturerh6hung im isobaren
Verbrennungsprozeld unter Annahme idealen Gases [65] aus

Qy = 1, (Ts —Tp) (182)

Turbine . Fir die Turbine T in Abbildung 105 genligen zur Modellierung der Mas-
senstrom 7, die spezifische Warmekapazitat c,, die Eintrittstemperatur 73, die Aus-
trittstemperatur 7, und die Wellenarbeit 1#,. Unter Verwendung der Beziehung
Ty/Ts = (ps/p3)~ 1/ fur die reversible Adiabate ergibt sich die abgegebene Wel-
lenarbeit 1, unter Annahme idealen Gases [65] zu

Wi = (vL)mRT3<<%§>T‘1> = nen((z) 1) e

Kopplungen . Fr die sonstigen Kopplungen zwischen den Komponenten und zur
Berechnung des thermodynamischen Kreisprozesses gelten die folgenden Grund-
gleichungen und Annahmen sonstiger vorgegebenen Grol3en:

W, =W, — W, (184) P,=C-P, (187)
Wo=Qy— Qo (185) Py =P, (188)

Zur KreisprozeRberechnung sind damit nur noch die Umwelt (p, 77), die thermody-
namischen Grof3en (R, c,, k) und das Verdichtungsverhaltnis C' anzugeben.
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Fur die Komponenten in Abbildung 105 ergibt sich auf diese Weise das Gleichungssy-
stem (190), das den thermodynamischen Kreisprozel3 in Abbildung 106 beschreibt. Die
Gleichungen sind der Systematik der automatisierten Verarbeitung im Losungspfadgene-
rator in Kapitel 4.7.3 wegen von F; bis Fy; durchnumeriert und in impliziter Form angege-
ben, da die implizite Gleichungsdarstellung wegen ihrer Allgemeinheit fiir die maschinelle
Gleichungsmanipulation gut geeignet ist.

W, —W, —W.=0

W,—1-c,- (Ty—Th) =0

Qp—1m-cp- (Ts5—Ty) =0

W, —1i ¢, (T) —T5) =0

Qu+Qy+W, =0

P—p-R-Ty =0 (190)
(To/T1) — (P P) 5 = 0

rk—1

(T4/T3) — (P4/P3)( =) =0

e e e T N e N N
SRR

= PQ—PchO
(FwE Pg—PQZO
(FIIE P4—P1:0

Zu Gleichungen (190) kommen in einem konkreten Berechnungsfall des Kreisprozesses
die folgenden Zahlenangaben in Gleichungen (191) hinzu, die hier jedoch nur in Hinblick
auf die maschinelle Verarbeitung als vorgegebene Zahlenwerte anzunehmen sind. Sie
konnen im Bedarfsfall einfach an verdnderte Gegebenheiten angepalit werden.

T, = 298 [K]

ko= 1.402[1]

C = 4.0][1]

m = 1.4 [kg/s]

¢, = 1008.0 [J/kg K] (191)

T3 = 1280.0 [K]
p = 1.3002 [kg/m?]
R = 287.04 [J/kg K]

Hinweis: Die beiden Gleichungssysteme (191) und (190) werden in Tabelle 17 im Ab-
schnitt 4.7.3 Entwurfsbewertung zur Darstellung der maschinellen Informationsverarbei-
tung durch den Losungspfadgenerator verwendet und gelost.

Im folgenden wird von der jetzt abgeschlossenen Beschreibung zur noch offenen Bewer-
tung der Komponenten (Verdichter C, Brennkammer B und Turbine T') Ubergegangen.
Dabei sollen die bisher ab Seite 43 lediglich theoretisch dargestellten Eigenschaften der
systematischen Bewertungsmethodik nach dem Pi-Theorem wie z.B. der Hierarchie, der
Modularitat und der Konsistenz im Zuge der dargestellten Bewertungen der einzelnen
Komponenten der Gasturbine deutlich werden. Zuséatzliche Erlauterungen und weitere
Detaillierungsebenen der Beschreibung und Bewertung finden sich in [183].
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Bewertung. Zur Bewertung der Komponenten Verdichter C', Brennkammer B und Tur-
bine T" wird systematisch nach der Bewertungshypothese vorgegangen. Dabei kann fr
jede Komponente getrennt bewertet werden, die erhaltenen Einzelbewertungen werden
dann uber die Komponentenkopplungen zu einer Gesamtbewertung aggregiert.

O Verdichter . Aus der Relevanzliste (1, ¢, T7, WC,TQ) der in der Beschreibungsglei-
chung (181) enthaltenen Grof3en wird die Dimensionsmatrix in Tabelle 20 erstellt.

| Variable Einheit [ D, Dy, D3 Ds| |D{ Dy Di]
m  [kg/s] 1 -1 1
¢ [J/kgK] 2 -2 -1 1
T, [K] 1 1
T, [K] 1 1
W. [W] 1 2 -3 1 1 1

Tabelle 20: Dimensionsmatrix des Verdichters C

Mit Dimension n =5 und einem Rang von r = 3 folgt damit sofort wegen m =n—r
die Bestimmung von m =2 dimensionslosen Potenzprodukten m « und m, ¢ zu

T2 Wc

ﬁ; T2,c = (192)

™,c = -
’ mc, Th

Damit ergibt sich mit den zwei dimensionslosen Potenzprodukten die gesuchte Be-
wertungsfunktion Fe (7 ¢, m2,c) = 0 durch Umformung von Gleichung (181) zu

(193)

Toc = Tio—1

[0 Brennkammer . Aus der Relevanzliste (i, Cp,TQ,Qb,T3) der Beschreibungsglei-
chung (182) wird die Dimensionsmatrix in Tabelle 21 gebildet.

| Variable Einheit || Dy D, D3 Dy | | D! D), Dj|
m  [kg/ s] 1 -1 1
¢, [J/kgK] 2 -2 -1 1
T, [K] 1 1
T; [K] 1 1
Qv [W] 1 2 -3 1 1 1

Tabelle 21: Dimensionsmatrix der Brennkammer B

Mit Dimension n = 5 und Rang r = 3 folgt mit m =n—r die Bestimmung von m =2
dimensionslosen Potenzprodukten m g und 7 5 ZU

I3, _ @ (194)

™M,B = = o B = —
’ ’ mc, T

T,
Damit ergibt sich eine dimensionslose Bewertungsfunktion Fi (7 5, m,5) = 0 mit
zwei dimensionslosen Potenzprodukten unter Umformen von Gleichung (182) zu

Top = mip—1 (195)
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O Turbine . Aus der Relevanzliste (1, ¢,, 15, Wt,T4) der Beschreibungsfunktion (183)
wird die Dimensionsmatrix in Tabelle 22 erstellt.

| Variable Einheit [ D, D, D3 Ds| |[D; D) Di]
m kg /s] 1 -1 1
¢, [J/kgK] 2 -2 -1 N 1
T3 [K] 1 1
Ty [K] 1 1
W, [W] 1 2 -3 1 1 1

Tabelle 22: Dimensionsmatrix der Turbine T

Mit Dimension n=>5 und Rang r = 3 folgen wegen m =n—r wieder m =2 dimensi-
onslose Potenzprodukte m - und 7y 7 zu
T, W,
_ 14 — 196
™, T T, ) T2, T " c T, ( )
Damit ergibt sich die in den dimensionslosen Potenzprodukten umgeschriebene
Bewertungsfunktion Fr(m 1, m.r) = 0 unter Umformen von Gleichung (183) zu

Tor = 7Tl,T—1 (197)

[0 Aggregation . Fur die Aggregation der einzelnen Bewertungsfunktionen der Teil-
systeme wird die fir das Gesamtsystem Gasturbine ermittelte Bewertungsfunktion
aus Gleichung (180) herangezogen und unter Verwendung des Kreisprozesses in
Abbildung 106 unter Annahme idealen Gases [65] umgeformt:

7T2,G = 1- Trl,G
- 1—(@) _ Lot :1—(%)_
QZ T3 - T2 (%) -1
1 () (F)(F) -1 |- M e — 1 198
B e o TLE T (198)
7 1,B

Die mit Gleichung (198) festgelegte Aggregationsfunktion der Teilbewertungen 7 ,
m,5 Und 7 ¢ in eine Gesamtbewertung 7, ; ist damit konsistent zur bereits in der
Systemsichtweise bestimmten Gesamtbewertung m, ; in Gleichung (180). Neben
der Konsistenz sind auch die Eigenschaften der Modularitat und der Hierarchie der
Bewertungssystematik sichtbar, da die modular gewonnenen Einzelbewertungen
hierarchisch zu einer Gesamtbewertung aggregiert werden kénnen.

Erwdhnenswert ist noch in diesem Zusammenhang, daf sich die Form des aus den
Bewertungskriterien gebildeten Bewertungsgraphen bereits aus der Relevanzliste der
EinfluRgréRen ergibt [183]. Die genaue Kenntnis der Beschreibungsfunktion f ist dafir
nicht notwendig, sie muf} erst fur die Lésung des Aggregationsproblems F' bekannt sein.
Dartber hinaus lassen sich die Einzelkriterien im Experiment meist ohne Kenntnis der
funktionalen Zusammenhange bestimmen. Diese Eigenschaft macht die Bewertungs-
methode zu einem sehr flexiblen Werkzeug im Entwurfsprozel3, in dem vollstandiges
Wissen in Form von analytischen Gleichungen nicht immer gegeben ist, Relevanzlisten
der EinfluRgré3en jedoch immer den ersten Erkenntnisschritt darstellen.
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A.4 Dimensionsanalyse in Neuronalen Netzen

Es sei ein Biegebalken betrachtet, der an einer Seite fest eingespannt ist und am anderen
Ende unter einer Last P die Auslenkung « aufweist. Der Balken in Abbildung 107 besitze
die Lange [, ein Material mit dem Elastizitatsmodul E und habe das Tragheitsmoment /.

ﬁ LE T P
ﬁ ) ' u

Abbildung 107: Auslenkung eines Balkens

Da die lineare Biegetheorie fur diesen und weitere Standardfélle [17] geschlossene ana-
lytische Lésungen kennt, ist die im Sinne dieser linearen Theorie korrekte Losung [142,
224] mit f(l, E, P, 1,u)=0 hier fur Kontrollzwecke in expliziter Form angegeben:

1PP
= 377 (199)
Multipliziert man die Losung in Gleichung (199) mit einem Faktor in der Form (1/1), so
kann die Losung in Gleichung (199) durch Umordnen der einzelnen Faktoren auch als
Gleichung (200) geschrieben werden, was noch von Bedeutung sein wird.

- 1) )

Da hier in diesem Beispiel die analytische Lésung die sehr einfache Gestalt einer Pro-
duktfunktion? hat, ist die Berechnungssequenz innerhalb eines neuronalen Netzes in
Abbildung 108 sofort einsichtig. Das zur Berechnungssequenz von g sich ergebende

P

o wo P s (1)
1

Abbildung 108: Berechnungssequenz von g

kleinstmogliche neuronale Netz in Abbildung 109 besitzt finf Gewichte wy, wy, ws, w3 und
wy. Darin werden in der Eingangsschicht die logarithmierten EingangsgréRen P, [, E, I
mit wy, wy, w3, wy gewichtet in s aufsummiert und durch die Transferfunktion A (s) = e* mit
wo gewichtet auf den Ausgang u gegeben. Die korrekte Losung des Approximationspro-
blems ergibt sich durch Ablesen der Exponenten in Gleichung (199) zu den Gewichten
wy =1, wy =3, w3 = —1,wy = -1 und wy = ]_/3

IDiese Beschrankung wurde gewahlt, um die beispielbezogene Vorgehensweise ohne umfangreichere
Mathematik durchschaubar zu machen. Die zugrundeliegende Eigenschaft der Dimensionshomogenitat
hangt jedoch nicht am Charakter von f oder g als Produktfunktion, sondern ist 0.B.d.A. gultig.
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Abbildung 109: Neuronale Netztopologie flr g

Wird das neuronale Netz in Abbildung 109 zur Funktionsapproximation eingesetzt, so
wird dem Netz die Aufgabe gestellt, mit Hilfe eines noch geeignet zu wahlenden Lernver-
fahrens eine (n—1)-dimensionale Hyperflache g(x1,...,z,)=0 mit n = 5 bestméglich zu
approximieren. Hierzu werden in Ermangelung weiteren Wissens uber die unbekannte
Funktion ¢ die Gewichte wy, w, w, w3, wy Mit Zufallszahlen initialisiert und im Zuge des
benutzten Lernverfahrens iterativ nach einem bestimmten numerischen Fehlerkriterium
verandert.

Durch diese zufallige Initialisierung und die iterative Veranderung der inneren Netzge-
wichte werden durch das in seiner Berechnungsstruktur, d.h. seiner vorliegenden Netz-
topologie, an sich bereits ,richtige” neuronale Netz meist jedoch noch nicht-dimensions-
homogene Funktionen g(z,...,x,) =0 représentiert. Um diesen entscheidenden Um-
stand aufzuzeigen, ist im Vergleich dazu die Verwendung eines dimensionshomogenen
Ahnlichkeitsnetzes F(r,...,T,)=0 dargestellt.

Aus der Dimensionsinformation der physikalischen Grél3en [, E, P, I, u in der Relevanzli-
ste der gesuchten Lésungsfunktion f(I, E, P, I,u)=0 in Gleichung (199) kann sofort die
Dimensionsmatrix in Tabelle 23 links erstellt werden. Darin sind die Dimensionsexponen-
ten der beteiligten Grol3en im SI-System dargestellt. Durch rangerhaltende Spaltenope-
rationen wird die obere Diagonalform in Tabelle 23 rechts erreicht.

Variable SlI-Einheit || Dy Dy Ds D) D,
P [kgm/s?] 1 1 -2 1 0

I [m] 0o 1 o0 0o 1

E  [kg/m s?] 1 1 2|=]1 -2

I [mY 0 4 0 0 4

u  [m] 0O 1 O 0o 1

Tabelle 23: Dimensionsmatrix und rangerhaltende Umformungen

Da der Rang der Dimensionsmatrix » = 2 ist, kbnnen aus n = 5 dimensionsbehafteten
GrolRen m=n—r =3 dimensionslose Potenzprodukte

m = EP P (201)
T = Il* (202)
T3 = wul! (203)
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gebildet werden. Aus dem Vergleich mit der analytischen Lésung in Gleichung (200) ist
zu erkennen, daf} die dimensionslose Ldsungsfunktion F(m,m,,m3) = 0 unter Verwen-
dung der Transformationsgruppen in Gleichung (201), (202) und (203) durch Einsetzen
Zu

1
Ty = —mimyt (204)

bestimmt werden kann. Die Transformationsgruppen =; sind daher die notwendigen ,Bil-
dungselemente” der richtigen Losung f. Dies ist in allgemeingultiger Form durch das
Pi-Theorem in Form der Gleichungen (14), (15) und (16) gewahrleistet.

Aus der analytischen Losung in Form der dimensionslosen Gleichung (204) folgt, daf3
das solcherart modifizierte Approximationsproblem des neuronalen Netzes wéhrend der
Trainingsphase darin besteht, die (m—1)-dimensionale Hyperflache F(m, ..., m,) = 0 mit
nur noch m = 3 dimensionslosen Variablen korrekt zu approximieren. Dies ist in Abbil-
dung 110 dargestellt, das die modifizierte Berechnungssequenz innerhalb eines neuro-
nalen Netzes mit nur drei Gewichten vy, v; und v, zeigt.

P
[
| () = o — ) @

I

Abbildung 110: Modifizierte Berechnung von f tber F

Entsprechend den ablesbaren Exponenten in Gleichung (204) ist die korrekte Lésung
nach der Trainingsphase v; = —1,v, = —1 und vy = 1/3. Nur dann kann das neuronale
Netz im gesamten Definitionsbereich aller méglichen Muster richtig generalisieren, da
nur dann die richtige Funktion f bzw. F'im neuronalen Netz reprasentiert wird.

Die entsprechende Topologie zur Erfullung der Berechnungssequenz in Abbildung 110
in einem dimensionshomogenen neuronalen Netz ist in Abbildung 111 dargestellt.

Abbildung 111: Modifizierte Netztopologie von f Uber F

In diesem neuronalen Netz werden entsprechend der Definition von Gleichung (53) durch
die gewichtete Summation der logarithmierten Eingange die dimensionslosen Potenzpro-
dukte 7; und 7, in logarithmierter Form berechnet. Diese werden wieder gewichtet zur
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Summe 73 aufsummiert, die dann durch eine Exponentialfunktion h(s) = ¢ propagiert
und als Ausgang des neuronalen Netzes ausgegeben wird.

Soll demgegenuber ein klassisches neuronales Netz die (Losungs-)Funktion g erlernen,
ist hierflir eine bestimmte Menge von Trainingsdaten bereitzustellen, wie sie exempla-
risch in Tabelle 24 dargestellt sind. Typischerweise enthalt die Tabelle p Punktproben
(z1,...,z,), der unbekannten Funktion g(xi,...,z,) = 0, hier mit n = 5 in der Form
g(P,l,E,I,u)=0.

|Punktprobe p| P ! E T ul

1)/3000 0.50 125000.000 2 0.5000e-3
212875 0.75 96643.525 42 0.0996e-3
32750 1.00 68287.050 82 0.1637e-3
4112625 1.25 39930.575 122 0.3508e-3
52500 1.50 11574.100 162 1.5000e-3

Pl Tip Z2p T3p Tap L5,p

Tabelle 24: Urspriingliche Trainingsdaten

In bezug auf das urspriingliche Approximationsproblem der Funktion ¢ bedeutet dies,
daid die urspringlichen Punktproben in Tabelle 24 nach der Ermittlung der dimensions-
losen Transformationsgruppen in die Tabelle 25 umgerechnet werden. Dies bedeutet
zunachst nichts anderes, als daf} jedem Punkt (zy,...,z,), in Tabelle 25 sein Bildpunkt
(71, - .., Tm), zugeordnet wird.

| Punktprobe p|| ™ o s |
1/10.4167 32.0000 0.100e-2
21/18.9085 132.7407 0.133e-3
3(/24.8317 82.0000 0.164e-3
4(23.7682 49.9712 0.281e-3
5]/10.4167 32.0000 0.100e-2

p Ti,p T2,p T3,p

Tabelle 25: Transformierte Trainingsdaten

Tabelle 25 zeigt auch die Generalisierungseigenschaft der dimensionshomogenen Ahn-
lichkeitsnetze auf: Hat das Ahnlichkeitsnetz den Datenpunkt p=1 richtig gelernt (d.h. kor-
rekt approximiert), so ist auch damit automatisch die Menge aller dazu voll&hnlichen
Datenpunkte wie z.B. p =5 richtig gelernt (d.h. korrekt approximiert), da die Menge aller
vollahnlichen Punkte in ihrer dimensionslosen Reprasentation identisch zusammenfallen.

Diese beispielhaften Betrachtungen stellen nur exemplarisch dar, welche Konsequenzen
der allgemein formulierten Sichtweise dimensionshomogener Ahnlichkeitsnetze in den
Abbildungen 29 und 30 sich in konkreten Anwendungen ergeben.
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A.5 Topologieentwurf mit Genetischen Algorithmen

Der Einsatz von genetischen Algorithmen in der Generierung neuronaler Netze wurde
bereits von mehreren Autoren untersucht [202, 236]. In diesen Arbeiten wurden z.B. Fit-
nel3funktionen flr genetische Algorithmen zur Verbesserung der Approximationsergeb-
nisse neuronaler Netze eingesetzt, oder z.B. durch Bestrafung einer vordefinierten Kom-
plexitat von Aktivierungsfunktionen versucht, kleinstmogliche neuronale Netztopologien
zu erzielen [239]. Diese Arbeiten stellen jedoch durchweg praxisorientierte numerische
Untersuchungen dar, da sie keine theoretische Erklarungen fur die physikalische Inter-
pretation der sich einstellenden neuronalen Netzen entwickeln.

Dagegen liegt der dieser Arbeit zugrundeliegende Gedanke fir den Einsatz genetischer
Algorithmen in der Topologiegenerierung neuronaler Netze darin begriindet, dal3 sich
die Konstruktion neuronaler Ahnlichkeitsnetze nach dem Pi-Theorem in einer stochasti-
schen Suche in der zugrundeliegenden Modellvorstellung eigentlich zwangslaufig als die
bestgeneralisierenden neuronalen Netzindividuuen ergeben mufiten.

Um eine rein stochastische Suche zu ermdglichen, muf3 die Topologiebeschrankung fest
vorgegebener neuronaler Netztopologien aufgehoben werden und die Topologien mehre-
rer, in einer sogenannten Generation zusammengefal3ten Menge von neuronalen Netzen
in jeder Generation nach den im folgenden angegebenen Kriterien automatisch erzeugt,
verandert und selektiert werden.

Die hier verwendete programmtechnische Implementierung eines genetischen Algorith-
mus [82] verfligt Uber ein Topologiegenerierungsmodul fiir neuronale Netze, in dem die
maximale Anzahl der Schichten und Knoten wie in Abbildung 112 auf einem Gitter mit
den vorab fixierten Maximalabmessungen «a, b€ Nt festgelegt ist. Die Grof3e der maxima-
len Schichtanzahl « wurde in Simulationen entsprechend den zu Abbildung 30 gultigen

z1 — Tnp

S

Tn—1

a

Abbildung 112: Maximalgitter der Netztopologien [82]

Uberlegungen auf a < 5 begrenzt. Die GroRe der maximalen Knotenanzahl pro Schicht
b wurde in den Simulationen nicht groRer als die doppelte Anzahl der in einem physi-
kalischen ProzeR3 beteiligten n dimensionsbehafteten Gro3en (zy,...,z,) gewahlt. Auf
jedem Gitterpunkt kann sich hochstens ein Knoten mit einer der Aktivierungsfunktionen
hi(s) mit gewichtet aufsummierten Eingdnge nach Gleichung (205) befinden.

Innerhalb des Netzgitters kbnnen die einzelnen Netzknoten auch gewichtete Verbindun-
gen uber mehrere Schichten hinweg (information shortcuts) besitzen, solange die ge-
wichteten Verbindungen nur von links nach rechts gehen und somit das neuronale Netz
insgesamt riickkopplungsfrei bleibt. Fir die Aktivierungsfunktionen der Neuronen steht
die folgende Auswahl von 10 verschiedenen Aktivierungsfunktionen A (s),. . ., hio(s) nach
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Gleichung (205) durch den genetischen Algorithmus zur Verfigung, die bei Bedarf auch
softwaretechnisch an andere Anforderungen angepalf3t werden kénnen [185].

hi(s) = s
ha(s) = €°
h3(s) = In|s|
) = (14 /2040
5(s) = +e? +e?
he(s) = tanhs (205)
h7(s) = sins
hg(s) = cos 5
ho(s) = e *
hlo(S) = 1

Die Aktivierungsfunktionen h4(s) und hs(s) reprasentieren die sigmoidalen Aktivierungs-
funktionen klassischer neuronaler Netze, wahrend £, (s) in Form der Identitat eine Art
Neutralelement darstellt und hy,(s) die Kodierung eines Offsets w, nach Gleichung (53)
ermoglicht. Die anderen Operatoren hy, hs sowie hg, . .., hg sind durch die in funktionalen
Zusammenhangen physikalischer Formeln haufig auftretenden Beziehungen bestimmit,
um damit im Rahmen der stochastischen Mutation zu mdglichst kompakten, d.h. kleinen
neuronalen Netzen mit wenigen Gewichten zu kommen [82].

Der interne Ablauf des genetischen Algorithmus ist so gesteuert, dal3 in jeder Gene-
ration nach Abschlul3 der Topologieerzeugung bzw. der Topologiemodifikationen eine
Population von 100 neuronalen Netzen mit Standardlernverfahren trainiert wird. Von
den bekannten Lernverfahren sind hierfir der sogenannte Backpropagation- [180] und
der Threshhold-Accepting-Algorithmus [82] implementiert. Dies ist im Inneren der Abbil-
dung 113 dargestellt und entspricht genau der bisherigen Approximationsaufgabe neu-
ronaler Netze in Abbildung 28 ohne Beriicksichtigung der Dimensionshomogenitat.

o\ "F""""""""">"">"">">"¥>¥”>"/""”""”""”"™” ]
2 |
|
|
Tn—1 _ |
k=1 /N —
>' z1 \? X T o X (x ) |
_ — n _
xT9 T, T T9 Funktion | T, T p,k=1
: P : g ﬁ(xn)p,k*d < wn)p’k:2
Lernen Uber In)p k=3
xn—l p,k:=2 wn—l p,k_o ________ })J b,
I |
2 |
|
|

Abbildung 113: (p-k) FitneBmuster versus p Lernmuster

Nach jedem Generationsschritt von Topologiemodifikation und Training wird der Appro-
ximationsfehler jeden Individuums mit einer Fitnel3funktion bewertet. Dann werden die
besten Individuen durch die Mutationsoperatoren teilweise mutiert und neu rekombiniert.
Wahrend der genetische Algorithmus in seinem Aufbau seinen klassischen Vorgangern
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folgt [63, 178], ist die in Abbildung 113 verwendete Fitnel3funktion konzeptionell anders-
artig aufgebaut und genau so gewahlt, daf} die korrekte Skalierung der unbekannten,
als dimensionshomogen unterstellte Funktionsklasse f als Gutekriterium formuliert wird.
Dies bedeutet, dal3 jede der p vorhandenen Punktproben entsprechend Abbildung 114

(:Ul, Ce ,{L‘n)p’k:o
™ 71'71
(T1y v oy T )p = const
72
(‘Tl) SR xn)pa/ﬂ=1 (xla s axn)p,k:?)
(xla R al‘n)p,k:2

Abbildung 114: Datenvervielfaltigung mit £ voll&hnlichen Punkten [185]

mit vollahnlichen Datensatzen k-fach vervielfaltigt wird. Dazu halt man die Transformati-
onsgruppen 7; in der inversen Ahnlichkeitstransformation in Gleichung (64) konstant und
wahlt die Werte der r Basisvariablen z; mit einem Zufallszahlengenerator aus z; € R*.
Diese Vorgehensweise beruht auf einer prinzipiellen Eigenschaft aller dimensionshomo-
genen Funktionen f und kann ohne jegliche Kenntnis von f punktweise vorgenommen
werden. Der Faktor k£ zur Erzeugung vollahnlicher Datensatze wurde fir die nachfolgend
gezeigten Simulationen hier zu k=3 gewabhilt.

Die Fitnel3funktion bildet wie gewohnt die Summe aller relativen Fehler £, Gber die p-k
Musterpaare entsprechend Gleichung (206). Damit ergibt sich die Bewertung der Netzto-
pologien in jedem Selektionszyklus einer Generation aus der Beziehung fir den relativen
Fehler als die Differenz zwischen dem exakten Wert ¢, (von target) und dem tatsachli-
chen Ausgangswert des neuronalen Netzes o, (von output) bezogen auf den tatsachli-
chen Wert in Prozent zu

1 &P

3 | t_ %1100 (%) (206)

n

By =
k P n=1
Die an sich identische numerische Form der Fehlerdefinition Ej, zeigt deutlich die unter-
schiedliche Theorieauffassung sowie deren andersartige Ergebnisqualitat im Vergleich

zu anderen Arbeiten. Dies wird im folgenden Beispiel dargestellt.

Simulationsbeispiel Waremeleitungsproblem [185]. Als Grundlage flr die Simulation
des genetischen Algorithmus diene das Modell des Warmeflusses ¢ normal zur Rohr-
wand mit Inneradius r; und AuRenradius r,, deren Material eine Warmeleitzahl \ besitzt
und in der zwischen der Innenseite und der Aul3enseite der Rohrwand die Temperatur-
differenz 9=1T,—T; herrscht.

Fur den auf die Rohrlange bezogenen Warmestrom q':Q/L der fUr das neuronale Netz
zun&chst unbekannten Funktion f(\, 9, r,, 7, ¢) = 0 existiert eine geschlossene analyti-
sche Ldsung, die hier als Referenzlésung angegeben wird [104].

A\
in (2)

i=2nr (207)
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T, - i=Q/L

Abbildung 115: Warmeflul3 durch Rohrwand [82, 185]

Aus der physikalischen Dimensionsinformation der Relevanzliste (¢, 9, A, r,, r;) der Funk-
tion kann die Dimensionsmatrix in Abbildung 26 aufgestellt werden. Der Rang der Di-

Variable Einheiten | Dy D, D3 Dy | | D D) Dj|
A WimK 1 1 -3 -1 1
r;, m 1 1
9 K 1| = 1
re M 1 1
g W/m 1 1 -3 1 1

Tabelle 26: Dimensionsmatrix und Spaltenumformungen

mensionsmatrix ist =3, damit kdnnen fur n=>5 dimensionsbehafteten Grof3en durch die
Uberfiihrung der Dimensionsmatrix in Tabelle 26 in die Normalform rechts m=n—r =2
dimensionslose Potenzprodukte gebildet werden.

o= (208)
T
q
_ a4 2
2 o (209)

Unter Verwendung dieser dimensionslosen Transformationsgruppen in Gleichung (208)
und (209) folgt nach dem Pi-Theorem damit eine dimensionslose Ahnlichkeitsfunktion
F(m,m) =0 fur den spéteren Ergebnisvergleich mit der Simulation in der Form

T = 2m/Inm. (210)

Fur die hier dargestellte Simulation wurde mit den folgenden Annahmen Uber die einzel-
nen numerischen Wertebereiche der Variablen

v = T,-T, = [1,...,100]-10? (211)
A = [L,...,50]-507" (212)
Te,r; = [0.1,...,1.1]-1.1°1

mit der Nebenbedingung r, > r; folgt
(—) = [16,...,9] (213)
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ein Trainingsdatenset von p = 20 Datenpunkten fur den genetischen Algorithmus gene-
riert, fur die Uber Gleichung (207) die korrekte Losung ¢, bestimmt wurde. Natlrlich
konnten diese p Musterstichproben des physikalischen Phdnomens aber auch aus Ex-
perimenten gewonnen sein.

Aus der Vielzahl der in zahlreichen Laufen des genetischen Algorithmus gefundenen
Losungstopologien sind zwei typische Losungen in Abbildungen 31 und 32 exemplarisch
herausgegriffen und in Abschnitt 4.2.4 zusammenfassend diskutiert.

Dimensionshomogene neuronale Netze lassen sich Uber die gezeigten Anwendungen in
der Approximation zeitinvarianter Funktionen hinaus auch in regelungstechnischen Auf-
gabenstellungen einsetzen. Dort kdnnen sie insbesondere Aufgaben der Systemidentifi-
kation und adaptiven Regelung wahrnehmen [37, 38, 74, 86].

A.6  Winkeldefinitionen

Fur den in Gleichung (77) eingefiihrten Drehwinkel ¢ fur die Drehung eines Objektes in
die z,-Achse seines Hauptachsensystems gelten mit der Abklrzung e = MQOP“J die fol-
genden Vorzeichenregeln nach Tabelle 27 entsprechend der in Abbildung 43 festgelegten
Drehrichtung der Hauptachsen x, v, siehe [58].

H20 — Ho2 | H11 ¥

Null Null 0

Null Positiv +45°

Null Negativ —45°

Positiv Null 0

Negativ | Null —90°

Positiv | Positiv 1/2tan"'e (0 < ¢ < 45°)
Positiv | Negativ 1/2tan"'e (—45° < ¢ <0)
Negativ | Positiv | 1/2tan"te +90° (45° < ¢ < 90°)
Negativ | Negativ | 1/2tan"'e —90° (—90° < p < —45°)

Tabelle 27: Berechnung des Drehwinkels eines Hauptachsensystem (aus [58])
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