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Wiederholung

Grundkonzepte

Jede Optimierung basiert auf drei grundsätzlichen Konzepten:

Ziel (aka ”Objective”)

Repräsentation

Evaluierungsfunktion
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Wiederholung

Drei berühmte Standardprobleme

Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT, von satisfiability)

Nonlinear programming problem (NLP)

Traveling salesman problem (TSP)

Viele Optimierungsaufgaben lassen sich auf (diese) Standardprobleme
reduzieren oder zumindest gut annähern.

Diese Standardprobleme bilden die Basis unserer Betrachtungen. Weitere
Probleme werden nach Bedarf betrachtet.
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Wiederholung

Nomenklatur

Das Ziel ist, was wir wirklich haben wollen.

Eine Repräsentation modelliert das Problem auf Basis von Variablen.

Die Anzahl der Variablen ist die Dimension des Problems.

Eine Lösung ist ein Set an Werten - ein Wert für jede Variable des
Problems.

Eine Lösung ist zulässig, wenn sie gegen keine Zwangsbedingungen
verstösst (fortan ”(hard) Constraints” genannt).

Der Suchraum S ist der Raum aller Lösungen, alle zulässigen
Lösungen bilden den Unterraum F (feasible).
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Wiederholung

Nomenklatur

Ein Kriterium ist eine Grösse, die sich auf die Güte bzw. die Fitness
auswirkt.

Die Evaluierungsfunktion F (x) (auch Fitnessfunktion genannt)
bildet eine Lösung auf einen spezifischen Wert ab.

Dieser Wert ist die Fitness einer Lösung und quantifiziert deren Güte.

Die Fitnesslandschaft ist die (Hyper-)Fläche der Fitnesswerte.
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Wiederholung

Ausblick

Die wichtigsten nächsten Schritte

Constraints

Distanz

Nachbarschaft
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Wiederholung

Nomenklatur

Die Distanz basiert auf der Repräsentation und legt den Abstand
zwischen zwei Lösungen fest.

Die Nachbarschaft einer Lösung x besteht aus allen Lösungen, die
sich innerhalb einer gewissen Distanz von x befinden.

Ein lokales Optimum ist eine zulässige Lösung, deren benachbarten,
zulässigen Lösungen alle schlechter sind.

Das globale Optimum ist die bestmögliche, zulässige Lösung des
Problems.
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Constraints

Constraints

Hard Constraints müssen erfüllt werden. Diese nehmen wir als default
(Constraints =̂ hard Constraints).

Das NLP hat beispielsweise Constraints, in Form von Ungleichungen.

Einerseits verringern Constraints die Menge der Lösungen die wir in
Betracht ziehen müssen, andererseits machen Constraints die Suche oft
schwieriger, weil wir uns in F bewegen wollen.

Colin W. Glass MSO II 07.05.2014 8 / 48



Constraints

Beispiel: Constraints

Es soll ein Stundenplan für die Uni erstellt werden. Es ergeben sich
folgende Constraints:

Jeder Saal darf nur einfach belegt werden.

Jede Vorlesung muss in einem hinreichend grossen Saal stattfinden.

Studenten können verschiedene Vorlesungen nicht zeitgleich hören.

Dozenten können verschiedene Vorlesungen nicht zeitgleich halten.

Nun ist es nicht leicht, zulässige Lösungen zu finden. Die Schwierigkeit
hängt vom spezifischen Szenario ab.
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Constraints

Beispiel: Constraints

Zusätzlich gibt es ”soft” Constraints. Diese sollen möglichst gut erfüllt
werden:

Studenten sollten hinreichend viel Zeit haben, um den Vorlesungssaal
zu wechseln.

Dozenten sollten hinreichend viel Zeit haben, um den Vorlesungssaal
zu wechseln.

Aufeinanderfolgende Vorlesungen sollten in möglichst nah
beieinanderliegenden Sälen stattfinden.

Vorlesungen die mehrmals die Woche stattfinden sollten möglichst
regelmässig auf die Woche verteilt sein (z.B. Di und Fr)

. . .

Hier zeigt sich sofort die Schwierigkeit, gute Evaluierungsfunktionen
(Modelle) zu erzeugen.
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Constraints

Umgang mit Constraints

In erster Linie gibt es drei Möglichkeiten, was bei unzulässigen Lösungen
geschehen soll:

Sehr schlechte Fitness geben.

Auf die naheliegendste zulässige Lösung verschieben (”flicken”).

Maß an Unzulässigkeit in F (x) berücksichtigen.
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Constraints

Umgang mit Constraints

Sehr schlechte Fitness geben.

Dies ist die einfachste Herangehensweise. Sie ist dann vernünftig, wenn die
unzulässigen Gebiete klein sind und wir erwarten, dass sich die gesuchte,
optimale Lösung weit entfernt davon befinden wird.

Ausserdem ist diese Herangehensweise immer möglich.
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Constraints

Umgang mit Constraints

Auf die naheliegendste zulässige Lösung verschieben.

Dies ist bei zulässigen Wertebereichen pro Dimension (z.B. 0 ≤ xi ≤ 10)
sehr leicht und dann sehr sinnvoll, wenn die gesuchte optimale Lösung
nahe oder auf der Grenze zum unzulässigen Gebiet liegen könnte.

Es gibt wiederum zwei Möglichkeiten:

Die Lösung x durch die naheliegendste Zulässige ersetzen.

Anstelle von x die naheliegendste Zulässige evaluieren.
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Constraints

Umgang mit Constraints

Maß an Unzulässigkeit in F (x) berücksichtigen.

Dies erfordert eine Quantifizierung der Unzulässigkeit, was schwierig sein
kann.

Es erlaubt uns jedoch auch in unzulässigen Gebieten eine zielgerichtete
Suche durchzuführen.
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Constraints

Umgang mit Constraints

F (x) wird auf schlechten,
konstanten Wert gesetzt

vebotener
Bereich

Ein z.B. linear ansteigender
Penalty-Term wird zu F (x)
addiert

vebotener
Bereich
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Distanz

Distanz

Das Distanzmaß hängt stark von der Repräsentation ab.

Die Distanz legt den Abstand zwischen zwei Lösungen fest. Sie soll also
quantifizieren, wie ähnlich zwei Lösungen sind.

Folglich haben wir es hier mit einem Modell zu tun, welches ”Ähnlichkeit”
quantifizieren soll.
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Distanz

Distanz: NLP

Für das NLP ist die euklidische Distanz eine intuitive Wahl:

dist(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi )2

Eine Alternative wäre z.B.:

dist(x, y) =
n∑

i=1

|(xi − yi )|

P.s.: Diese beiden Distanzmaße verhalten sich unterschiedlich, obschon sie
beide auf (xi − yi ) aufbauen.
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Distanz

Distanz: SAT

Bei boolschen Repräsentationen (SAT) ist die Anzahl ungleicher Bits eine
sinnvolle Distanz. Für ein SAT hat jede Lösung genau n Nachbarn mit
Distanz 1.

Z.B. x mit n = 10:
0110010010

Hat innerhalb Distanz 1 die Nachbarn:

1110010010 (erstes Bit geflipt)
0010010010 (zweites Bit geflipt)
. . .
0110010011 (letztes Bit geflipt)
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Distanz

Distanz: SAT

Vorsicht: wenn wir das SAT Problem als Integer [0,2n − 1] repräsentieren
(und dann vor der Auswertung erst umrechnen) und die Distanz von 1
anschauen (Differenz der Integer =̂ Distanz), verhält sich diese ganz
anders:

Z.B. für n = 6:

Lösung 31 =̂ 011111
Lösung 32 =̂ 100000

Mit dem vorherigen Distanzmaß entspricht dies einer Distanz von 6.
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Distanz

Distanz: TSP

Beim TSP kann ein Distanzmass z.B. ein Zwei-Städte-Tausch sein. Die
Distanz 1 entspricht dann dem Vertauschen von zwei Städten. Für ein
TSP hat jede Lösung genau n(n − 1)/2 Nachbarn mit Distanz 1.

Z.B. x mit n = 10:
4 - 9 - 10 - 5 - 2 - 1 - 6 - 8 - 7 - 3

Hat innerhalb Distanz 1 die Nachbarn:
4 - 2 - 10 - 5 - 9 - 1 - 6 - 8 - 7 - 3 (Stadt 2 und 9 vertauschen)
4 - 9 - 10 - 6 - 2 - 1 - 5 - 8 - 7 - 3 (Stadt 5 und 6 vertauschen)
7 - 9 - 10 - 5 - 2 - 1 - 6 - 8 - 4 - 3 (Stadt 4 und 7 vertauschen)
. . .

Distanz 2 wäre 2 Mal zwei Städte vertauschen:
7 - 9 - 10 - 5 - 2 - 6 - 1 - 8 - 4 - 3 (Stadt 4 und 7 vertauschen, danach
Stadt 1 und 6 vertauschen)
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Distanz

Distanz: TSP

Bei diesem Distanzmaß sei zu beachten, dass es schwierig ist, die Distanz
zwischen weit auseinanderliegenden Lösungen zu bestimmen.

Selbst wenn ausgehend von einer Lösung k Mal zwei Städte vertauscht
werden und kein Tausch wiederholt werden darf, ist unklar, ob die
resultierende Lösung Distanz k hat.

Ausgehend von zwei beliebigen Lösungen ist die Distanzbestimmung i.A.
sehr schwer, da es zahlreiche verschiedene Wege gibt und der Kürzeste die
Distanz bestimmt.

Colin W. Glass MSO II 07.05.2014 21 / 48



Distanz

Distanz: Gebiete einfärben

Betrachten wir folgendes Optimierungsproblem:

Gebieten sollen Farben zugeordnet werden.

Es sollen keine angrenzenden Gebiete die selbe Farbe haben.

Es sollen möglichst wenige Farben verwendet werden.

Die Repräsentation sei:

Die Gebiete werden durchnummeriert.

Eine Lösung: Ein Vektor mit Integern.

Die Position der Elemente im Vektor entspricht der Nummer i des
Gebiets.

Die Integer werden auf Farben abgebildet.
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Distanz

Distanz: Gebiete einfärben

Z.B. Grün =̂1, Blau =̂2, Gelb =̂3, Rot =̂4 . . .

Was ist ein sinnvolles Distanzmaß?

In zwei Lösungen kann das gleiche Gebiet:

Die gleiche Farbe haben.

Zwei unterschiedliche Farben haben.

D.h., für xi − yi hat nur = 0 und 6= 0 Bedeutung.
Ob xi − yi z.B. = 3 oder = 2 ist, macht im Sinne einer Distanz keinen
Unterschied.

Folglich: Ein sinnvolles Distanzmaß ist die Anzahl ungleich gefärbter
Gebiete.
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Distanz

Kristallstrukturen: Beispiel für schwierige
Distanzbestimmung

Repräsentation: Einheitszelle
Colin W. Glass MSO II 07.05.2014 24 / 48



Distanz

Schwierige Distanzbestimmung: Kristallstrukturen
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Distanz
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Distanz
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Distanz

Schwierige Distanzbestimmung: Kristallstrukturen
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Distanz
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Distanz

Schwierige Distanzbestimmung: Kristallstrukturen
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Distanz

Richtung

Die Distanz quantifiziert den absoluten Abstand. Manchmal lässt sich
auch eine sinnvolle Richtung bestimmen.

Beispielsweise ein Parametrisierungsproblem (Maschine, Verfahren, . . . )
hat meist eine sinnvolle Richtung: wird Parameter xi um +1 verändert, so
ist dies eine andere Richtung als xj +1 oder auch xi −1.

Wird eine Lösung x verändert und dadurch besser, kann die Richtung
beibehalten werden oder von einer Lösung y kann in die selbe Richtung
gesucht werden.
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Distanz

Richtung

Gewisse Optimierungsverfahren können/sollten nur dann verwendet
werden, wenn eine sinnvolle Richtung feststellbar ist.

Optimierungsverfahren die mit Ableitungen von F (x) arbeiten.

Evolutionärer Algorithmus (EA) dessen Vererbungsoperator auf
(gewichteten) Mittelwerten basiert.

Schwarmalgorithmus

CMA-ES

. . .
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Distanz

Richtung

Beim NLP kann man sich unter der Richtung direkt etwas vorstellen.

Beim SAT gibt es nur zwei Zustände pro Dimension (0 und 1). Folglich
kann z.B. eine 1D Richtung auf eine andere Lösung z.T. übertragen
werden, aber es kann nicht zwei Mal hintereinander in die selbe Richtung
gegangen werden.

Beim TSP hat ein 2-Städte-Tausch keine eindeutige Richtung.

Colin W. Glass MSO II 07.05.2014 29 / 48



Distanz

Nachbarschaft

Gegeben sei ein Suchraum S. Die Nachbarschaft N einer Lösung x ist
definiert als alle Lösungen, die sich innerhalb einer gewissen Distanz (ε)
von x befinden.

N (x) = {y ∈ S : dist(x, y) ≤ ε}
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Lokale Optimierung

Lokales Optimum

Eine Lösung ist dann ein lokales Optimum, wenn sie zulässig ist und sich
innerhalb der Nachbarschaft keine bessere zulässige Lösung befindet.

Das heisst x ∈ F , so dass gilt:

F (x) ≤ F (y) ∀y ∈ N (x) ∩ F
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Lokale Optimierung

Hillclimber

Der Hillclimber (Name geht von einer Maximierung aus) ist das
Paradebeispiel für lokale Optimierung: er sucht in seiner Nachbarschaft
nach einer besseren Lösung, bewegt sich da hin, sucht eine bessere
Lösung, bewegt sich da hin . . .

Oft wiederholen:

Wähle neue Lösung xneu ∈ N (x)

if (F (xneu) ≥ F (x)) then (x = xneu)
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Lokale Optimierung

Hillclimber

Grundsätzlich kann ein Hillclimber pro Iteration:

Eine zufällige Lösung ∈ N (x) generieren und übernehmen, wenn diese
besser ist.

Alle Lösungen ∈ N (x) generieren und die Beste übernehmen.

Die erste Option kommt i.d.R. schneller vorwärts, bei der Zweiten wird
immer der bestmögliche Schritt gemacht und es ist sofort klar wann ein
(lokales) Optimum erreicht wurde.

Wir gehen im folgenden von der ersten Option aus.

P.s: Natürlich sind dies die beiden Extreme – es können auch k Lösungen
generiert werden.
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Lokale Optimierung

Hillclimber

Der Hillclimber besticht durch seine Schlichtheit - notwendig ist:

Eine Methode um, ausgehend von einer Lösung x, eine (zufällige)
Lösung xneu ∈ N (x) zu generieren.

Dadurch kann der Hillclimber schnell (und hoffentlich fehlerfrei)
implementiert werden.

P.s.: Diese Methode fällt in die Klasse der Operatoren. Sie ist
unabhängig vom Hillclimber und kann z.B. für einen EA direkt
übernommen werden (Mutation).
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Lokale Optimierung

Problem der lokalen Optimierung:

Viele lokale Optima!
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Lokalen Optima entkommen

Lokalen Optima entkommen

Eine offensichtliche Erweiterung eines lokalen Optimierungsverfahrens ist
die Fähigkeit, lokalen Optima zu entkommen.
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Lokalen Optima entkommen

Stochastic Hillclimber

Um dem Hillclimber die Möglichkeit zu geben, einem lokalen Optimum zu
entkommen, bedarf es:

einer gewissen Wahrscheinlichkeit, eine schlechtere Lösung zu wählen.

Dies hat relevante Auswirkungen.
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Lokalen Optima entkommen

Stochastic Hillclimber

Die Wahrscheinlichkeit sieht so aus (Maximierungsproblem):

p =
1

1 + e
F (x)−F (xneu )

T

T ist ein neuer Parameter (”Temperatur”).

e0 = 1 → p = 0.5, das heisst wenn F (x) = F (xneu) haben beide die
gleiche Wahrscheinlichkeit.

Je besser xneu (vs. x), desto eher wird es übernommen. Je schlechter,
desto eher bleibt man bei x.
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Lokalen Optima entkommen

Stochastic Hillclimber

Wie soll T gewählt werden?

Für T → 0 liegt ein Hillclimber vor (besser =̂ nehmen, schlechter =̂
verwerfen).

Für T →∞ geht p → 0.5, egal ob xneu besser oder schlechter ist als x.
Also: Große T führen zu einem ”Random Walk”.
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Lokalen Optima entkommen

Stochastic Hillclimber

Folglich brauchen wir für den Stochastic Hillclimber:

Eine quantitativ sinnvolle Evaluierungsfunktion.

Dies ist überhaupt nicht selbstverständlich!

Und es stellen sich die Fragen, wie groß T sein soll und wann die
Optimierung abgebrochen werden soll.
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing

Simulated Annealing basiert auf dem Stochastic Hillclimber, nur werden
noch zwei Dinge getan:

Bessere Lösungen werden immer genommen!

T wird im Verlaufe der Optimierung gesenkt.

Anschaulich bedeutet dies:

Am Anfang (große T ) können schlechtere Lösungen trotzdem
genommen zu werden (p ≈ 0.5 ).

Gegen Ende (kleine T ) verhält sich Simulated Annealing genau wie
der Hillclimber (nur bessere Lösungen.)
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing

Für Simulated Annealing ergibt sich folglich noch eine weitere Frage, die
es zu beantworten gilt:

Wie schnell sollen wir T ”runterkühlen”?
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing

Sehr problematisch: Relative Güte von lokalen Optima gering, Barrieren
hoch. Guter Bereich schwer zu identifizieren, Barrieren schwer zu
überwinden.
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing

Besser: Relative Güte ausgeprägter, aber die Barrieren sind noch immer
sehr hoch. Probleme beim Überwinden.
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing

Diese Landschaft ist z.B. viel besser geeignet für Simulated Annealing.
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Lokalen Optima entkommen

Simulated Annealing
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Lokalen Optima entkommen

Globale vs. lokale Optimierung

Bei einer lokalen Optimierung wird, ausgehend von einer Lösung, ein
umliegendes lokales Optimum gesucht (je nach Fitnesslandschaft und
Nachbarschaft können das mehrere sein). Üblicherweise werden dabei nur
Lösungen aus der Nachbarschaft der bisher besuchten Lösungen
betrachtet.

Bei einer globalen Optimierung wird nach der besten, zulässigen Lösung
gesucht – dem globalen Optimum (wie bereits als ”Optimierungsproblem”
dargestellt). Globale Optimierung sei der Default von Optimierung.
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Ausblick

Ausblick

Es geht weiter mit (lokaler) Optimierung basierend auf Ableitungen:

Ableitungen von F (x)

Newtonverfahren

Gradientenverfahren

Konjugierte Gradienten

Colin W. Glass MSO II 07.05.2014 48 / 48


	Wiederholung
	Constraints
	Distanz
	Lokale Optimierung
	Lokalen Optima entkommen
	Ausblick

	0.0: 
	0.1: 
	0.2: 
	0.3: 
	0.4: 
	0.5: 
	0.6: 
	0.7: 
	0.8: 
	0.9: 
	0.10: 
	0.11: 
	0.12: 
	0.13: 
	0.14: 
	0.15: 
	0.16: 
	0.17: 
	0.18: 
	0.19: 
	0.20: 
	0.21: 
	0.22: 
	0.23: 
	0.24: 
	0.25: 
	0.26: 
	0.27: 
	0.28: 
	0.29: 
	0.30: 
	0.31: 
	0.32: 
	0.33: 
	0.34: 
	0.35: 
	0.36: 
	0.37: 
	0.38: 
	0.39: 
	0.40: 
	0.41: 
	0.42: 
	0.43: 
	0.44: 
	0.45: 
	0.46: 
	0.47: 
	0.48: 
	0.49: 
	0.50: 
	0.51: 
	0.52: 
	0.53: 
	0.54: 
	0.55: 
	0.56: 
	0.57: 
	0.58: 
	0.59: 
	0.60: 
	0.61: 
	0.62: 
	0.63: 
	0.64: 
	0.65: 
	0.66: 
	0.67: 
	0.68: 
	0.69: 
	0.70: 
	0.71: 
	0.72: 
	0.73: 
	0.74: 
	0.75: 
	0.76: 
	0.77: 
	0.78: 
	0.79: 
	0.80: 
	0.81: 
	0.82: 
	0.83: 
	0.84: 
	0.85: 
	0.86: 
	0.87: 
	0.88: 
	0.89: 
	0.90: 
	0.91: 
	0.92: 
	0.93: 
	0.94: 
	0.95: 
	0.96: 
	0.97: 
	0.98: 
	0.99: 
	0.100: 
	0.101: 
	0.102: 
	0.103: 
	0.104: 
	0.105: 
	0.106: 
	0.107: 
	0.108: 
	0.109: 
	0.110: 
	0.111: 
	0.112: 
	0.113: 
	0.114: 
	0.115: 
	0.116: 
	0.117: 
	0.118: 
	0.119: 
	0.120: 
	0.121: 
	0.122: 
	0.123: 
	0.124: 
	0.125: 
	0.126: 
	0.127: 
	0.128: 
	0.129: 
	0.130: 
	0.131: 
	0.132: 
	0.133: 
	0.134: 
	0.135: 
	0.136: 
	0.137: 
	0.138: 
	0.139: 
	0.140: 
	0.141: 
	0.142: 
	0.143: 
	0.144: 
	0.145: 
	0.146: 
	0.147: 
	0.148: 
	0.149: 
	0.150: 
	0.151: 
	0.152: 
	0.153: 
	0.154: 
	0.155: 
	0.156: 
	0.157: 
	0.158: 
	0.159: 
	0.160: 
	0.161: 
	0.162: 
	0.163: 
	0.164: 
	0.165: 
	0.166: 
	0.167: 
	0.168: 
	0.169: 
	0.170: 
	0.171: 
	0.172: 
	0.173: 
	0.174: 
	0.175: 
	0.176: 
	0.177: 
	0.178: 
	0.179: 
	0.180: 
	0.181: 
	0.182: 
	0.183: 
	0.184: 
	0.185: 
	0.186: 
	0.187: 
	0.188: 
	0.189: 
	0.190: 
	0.191: 
	0.192: 
	0.193: 
	0.194: 
	0.195: 
	0.196: 
	0.197: 
	0.198: 
	0.199: 
	0.200: 
	0.201: 
	0.202: 
	0.203: 
	0.204: 
	0.205: 
	0.206: 
	0.207: 
	0.208: 
	0.209: 
	0.210: 
	0.211: 
	0.212: 
	0.213: 
	0.214: 
	0.215: 
	0.216: 
	0.217: 
	0.218: 
	0.219: 
	0.220: 
	0.221: 
	0.222: 
	0.223: 
	0.224: 
	0.225: 
	0.226: 
	0.227: 
	0.228: 
	0.229: 
	0.230: 
	0.231: 
	0.232: 
	0.233: 
	0.234: 
	0.235: 
	0.236: 
	0.237: 
	0.238: 
	0.239: 
	0.240: 
	0.241: 
	0.242: 
	0.243: 
	0.244: 
	0.245: 
	0.246: 
	0.247: 
	0.248: 
	0.249: 
	0.250: 
	0.251: 
	0.252: 
	0.253: 
	0.254: 
	0.255: 
	0.256: 
	0.257: 
	0.258: 
	0.259: 
	0.260: 
	0.261: 
	0.262: 
	0.263: 
	0.264: 
	0.265: 
	0.266: 
	0.267: 
	0.268: 
	0.269: 
	0.270: 
	0.271: 
	0.272: 
	0.273: 
	0.274: 
	anm0: 


