48 Quadratische Formen und positiv definite Ma-

trizen

48.1 Motivation

e Wir wollen eine wichtige Klasse symmetrischer Matrizen charakterisieren,
die vielfiltige Anwendungen in Computergrafik, aber auch Physik und an-
deren Gebieten besitzt.

e Wir wollen das Verhalten quadratischer Funktionen in mehreren Variablen
untersuchen.

e Wir werden wichtige Klassen geometrischer Kurven und Fldchen kennen
lernen.

48.2 Definition: Quadratische Formen, Quadriken

Es sei z = (z1,...,7,)T € R" und A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann
heiflt

n
2T Az = E AT, %;

ij=1
quadratische Form.

Ferner seien b € R"™ und ¢ € R. Dann heif$t
qz) =z Az + bz + ¢
quadratisches Polynom in zy,...,x,.
Die Menge aller Punkte, die die quadratische Gleichung
q(x) =2 Az +b"r +c=0

erfiillen, heifit Quadrik.

48.3 Beispiele

a) Der Ausdruck

7x% + 6x§ + 5x§ —4x129 + 22923
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= 7x% + 6x§ + 5x§ — 2X129 — 2X9%1 + XT3 + T3To

7T =2 0 T
:(ZL‘l T l‘g) —2 6 1 i)
0 1 5) I3

ist eine quadratische Form.
b) q(x) = 5x% — 323 + w129 — To + 3 ist ein quadratisches Polynom.

c) Die Ellipsengleichung

2 2
Ty | Ta
¥+b_2_120

beschreibt eine Quadrik mit n = 2.

Bemerkung: Quadriken mit n = 2 kénnen allgemein als Kegelschnitte (Krei-

se, Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln) interpretiert werden. Fiir n = 3 ergeben
sich Kugeln, Ellipsoide, Hyperboloide, Paraboloide. (Vgl. nichste Vorle-

sung. )

48.4 Definition: definite, semidefinite, indefinite Matrizen

Es sei A € R™" symmetrisch, und \,..., A, seien die Eigenwerte von A. Dann

heifit A

e positiv definit, falls \; > 0 fir alle 4,
e positiv semidefinit, falls \; > 0 fiir alle 4,
e negativ definit, falls \; < 0 fiir alle 1,
e negativ semidefinit, falls \; < 0 fur alle 7,

e indefinit, falls es A\;, \; mit \;\; < 0 gibt.
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Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen positiver Definitheit, quadratischen
Formen und Determinanten von Untermatrizen.

48.5 Satz: Positiv definite Matrizen und quadratische For-
men

Es sei A = (a;;) € R"" symmetrisch. Dann ist A positiv definit genau dann,

wenn
#TAz >0 fir alle z € R™, « # 0.

Beweis: ,=“: Es sei {vy,...,v,} eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren von

A mit zugehorigen Eigenwerten Ay, ..., A,. Dann gilt fir z = > z;0; (x # 0):
i=1
n T n
xT Az = (Z xivi) A (Z :Ejvj)
i=1 j=1

n T n
= iVi  Av;

n
= E )\Z.’EZ.TJ ’UZT’UJ'
I M~~~
=1 —0 fir i #j

n
= Z)\ZIZQ ‘Uz'|2 > 0.
i=1

<"1 Ist umgekehrt A nicht positiv definit, so existiert ein Eigenwert A < 0 von
A mit zugehorigem Eigenvektor v # 0. Damit ist

VTAv =0T o= X 0Tu <0
NG

<0 >0

im Widerspruch zu 2T Az > 0 fiir alle  # 0. O

Bemerkung: Analog ist A positiv semidefinit genau dann, wenn zTAx >
0 fiir alle x # 0. Mit < oder < erhélt man Kriterien fiir negative Definit-
heit/Semidefinitheit.
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Der Zusammenhang zwischen positiver Definitheit und Determinanten von Un-
termatrizen ist Gegenstand des folgenden Satzes. Er stellt ein wichtiges Kriterium
zum Uberpriifen der positiven Definitheit ohne Eigenwertberechnung dar.

48.6 Satz: Hauptminorenkriterium

Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R"*" ist genau dann positiv definit, wenn
ihre Hauptminoren
ay ... Qig

A1 ... Qg

fir kK =1,...,n positiv sind.

Bemerkung: Ein dhnliches Kriterium fiir Semidefinitheit anzugeben ist nicht
so einfach: Man muss dann nédmlich alle quadratischen Untermatrizen (und nicht
nur die Hauptminoren) einbeziehen.

48.7 Beispiel

2 -1 -3
Gegebensei A= | -1 2 4. Ist A positiv definit?
-3 4 9

Die Hauptminoren sind

det(2) =2 >0
2 —1
=4-1=3>0
’—1 2 ~
2 -1 -3
2 4 -1 -3 -1 -3
12 4::2’ ’—(—1)’ ’+(—3)’
49 4 9 2 4
-3 4 9

=2(18 = 16) + (=9 + 12) — 3(—4 +6)
=4+3-6=1>0.

Also ist A positiv definit.
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Analog zu Quadratwurzeln aus nichtnegativen reellen Zahlen lassen sich auch
, Wurzeln“ aus positiv semidefiniten Matrizen definieren. (Das entspricht der An-
wendung der Wurzelfunktion auf Matrizen, vgl. 46.6; jedoch ist die Wurzelfunk-
tion nicht auf ganz R definiert und analytisch.)

48.8 Satz: Wurzel einer positiv semidefiniten Matrix

Es sei A € R™" symmetrisch und positiv semidefinit. Dann existiert eine sym-
metrische, positiv semidefinite Matrix B € R™*" mit B2 = A. Man schreibt auch
AY? .= B.

Beweis: Es seien Aq,...,\, die Eigenwerte von A und vy, ..., v, die zugehori-
gen normierten Eigenvektoren. Dann gilt mit @ := (vy|...|v,) und A :=
diag(A1, ..., \n), dass A = QAQT (Satz 46.4).

Wir setzen
Va0 ... 0
AYV? = 0 R : und B = QAY2QT .
: 0
0 ... 0 VA,
Dann ist

BQ _ QAl/Q QTQ Al/QQT _ QAl/QAl/QQT _ QAQT — A
=I

n

Positiv und negativ definite Matrizen spielen eine wichtige Rolle beim Nachweis
von Minima und Maxima von Funktionen mehrerer Variabler (vgl. MfI 3).

Gibt es obere und untere Schranken fiir Werte quadratischer Formen?

48.9 Definition: Rayleigh-Quotient

Es seien A € R™" symmetrisch und z € R" mit x # 0. Dann nennt man
T
x Ax

Ty

Ra(z) :=R(x) :=
den Rayleigh-Quotienten.
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Der Rayleigh-Quotient léasst sich durch die Eigenwerte von A abschétzen.

48.10 Satz: Rayleigh-Prinzip

Es sei A € R™" symmetrisch mit den Eigenwerten A\; > ... > )\, und zugehori-
gen orthonormalen Eigenvektoren vy, ..., v,. Dann gilt:

a) A, < R(z) < A\ fiir alle z € R",  # 0.

b) Diese Grenzen werden tatséichlich angenommen:

A1 = max R(z) An = min R(x)
xeR™ zeR™
x#£0 x#£0

n n
Beweis: zu (a): Aus z = > z;v; folgt 7z = Y 22; analog zum Beweis von
i=1 i=1
Satz 48.5 ist auBlerdem .
et Ax = Z s
i=1

Daraus ergibt sich

3
IA
1
I
e

1

N
v

1

N

I

>
3

zu (b) Setzt man z = vy, so folgt

T T
R( )_vavk_vk)\kvk_A
Vi) = T = T = Ak .

Insbesondere ist R(vy) = A1, R(v,) = A,. O
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