1. Stablitdt im Sinne von Lyapunov

I. Stablitat im Sinne von Lyapunov

Wir betrachten im Folgenden Differentialgleichungen der Form

Dabei sei f : U C R® — R" ein einmal stetig differenzierbares Vektorfeld (kurz: f € C1(U,R")).
Ein Punkt z* heift Ruhelage(RL) von & = f(x) wenn f(z*) = 0. Ohne Einschrinkung kann man
annehmen dass z* = 0. Zeigen!(HA)

Definition 1:
Sei x* eine Ruhelage von © = f(x) und bezeichne s(t,xo) die Losung von
& = f(x) mit Anfangswert xg.
x* heifst stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn es fir jedes € > 0 ein o(e) > 0
gibt so dass gilt:

|zo| < 6(€) =Vt > |s(t,m0)| <€ (0.2)

Eine Ruhelage die nicht stabil im Sinne von Lyapunov ist, heifit instabil.

Die Ruhelage z* heifit attraktiv (anziehend), wenn es ein n > 0 gibt,
so dass gilt:
|zol < m = lim s(t,x0) =0 (0.3)
t—o0

Eine Ruhelage heift asymptotisch stabil, wenn sie stabil und attraktiv ist.

Die Ruhelage heifit exponentiell stabil, falls es Konstanten c,k,a > 0

at

gibt, so dass fir alle |zo| < ¢ gilt |s(t,zo)| < k|zole™

Abbildung 0.1.: Phasenpotrait

Stabilitdt und Attraktivitdt sind zwei unterschiedliche Konzepte. Genauer ein Ruhelage kann
attraktiv und gleichzeitig instabil sein.



Beispiel 2(Vinograd)

Sei r = y/x2 + y2. Betrachte

Cly—2)+ty vy —20)
r2(14r%) r2(1 4 r4)

Man kann zeigen:
e Jede Losung konvergiert in den Ursprung (d.h. 0)

e Fiir e = 1 > 0 gilt: fiir jedes § > 0 gibt es ein g € B;(0) = {x € R?||z| <} so dass
5(t,zo) die Menge By (0) verldsst. (Dh die Ruhelage ist nicht stabil)

Beispiel 3(Harmonischer Oszillator)
Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators ist gegeben durch

i+ wir=0 (0.4)

Die Eigenwerte der charakteristischen Gleichung (A\? + w?) = 0 sind 4-iw. D.h. die Lésung der
Differentialgleichung ist gegeben durch

x(t) = ay cos(wot) + ag sin(wot) (0.5)

Mit z(0) = zp und #(0) = vy ergibt sich unmittelbar a; = xy und ay = :T?) D.h. in der
x— & — Ebene sind die Lésungen konzentrische Kreis. Startet man in e-Entfernung vom Ursprung,
bleibt man immer e entfernt. Somit ist die Ruhelage 0 mit § = € stabil. Der Ursprung ist aber
nicht attraktiv.

Sei & = f(x) eine Differentialgleichung mit einer asymptotisch stabilen Linearisierung um die
Ruhelage x*. Zuerst schreiben wir die Differentialgleichung um.

Setze A = Df(z*) (: Jf(xo) = ﬂ‘ *), g(x) == f(zr) — A(z — 2*) und y = © — 2*, dann gilt:

Ox |
=

y=Ay+g(y) (0.6)

Weil f stetig diffbar ist, gilt wegen des Satzes von Taylor, dass fiir jedes v > 0 ein §(y) > 0
existiert, so dass |y| < d(y) = |g(y)| < ~v|y|. Mit Hilfe der Variation der Konstanten erhalten wir:

y(t) = ehyo + / =4y (s))ds ()

Weil Re();) < 0 fiir alle EW \; gilt 3o > 0:
Re(A\) < —a <0
Des weiteren gilt, fiir jedes v € R™ gibt es ein K > 0 so dass gilt:

let o] < Ke™“u|fuert > 0 *

k
Es gilt et = >"72 (t‘,?!) sei v ein Eigenvektor, dh Av = Av, dann folgt (*) sofort durch einsetzen.

Falls y < 4 ist, gilt mit ? und (*) aus (L) folgt

t

W(®)] < Keyo| + Ky / ey (s)|ds (0.7)
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Setze £(t) = e~ *1¥®. Dann gilt

£(t) < K8+ Ky /0 (s)ds

Lemma 4(Gronwall)
Sei g,k : [0,a] — R stetig und es gelte a > 0 k(t) > 0.
Angenommen

t
ot) <ct [ k)g()ds
0
fiir alle 0 < t < a. Dann gilt fiir alle ¢ € [0, a

g(t) < Cefff k(s)ds

Beweis:

G(t) == c+ fot k(s)g(s)ds g, kstetig = Gstetig diffbar, G(0) = ¢ Es gilt: £G(t) = k(t)g(t)

k(t)G(t) d.h. G — kG <0
Multiplikation mit e~ Jo k(s)ds gibt:

e KO (& kG) = % (e i +e) <o

Integration liefert: G(t) < ceJo K($)ds el g(t) < G(¢) gilt die Behauptung.
Wir verwenden Lemma 4 um (**) abzuschétzen:

t
£(t) < Ko + Ky / £(s)ds = £(t) < KSeK7 = [y(t)] < e~ (k!
0

(**)

IN

(0.10)

(0.11)

D.h. solange v < ¢, gilt |y(t)| — O fiir £ — oo und y(t) bleibt durch £§ beschrénkt fiir alle ¢ > 0.

Ist |yo| < d, dann gilt |y(t)] < Ko =: €

Satz 5:

Sei f einmal stetig differenzierbar und bezeichne A die Matrix der Linearisie-
rung um z*. Angenommen die Realteile der Eigenwerte von A sind negativ,

dann ist x* asymptotisch stabil.



Il. Direkte Methode von Lyapunov

Beispiel 6()
Gegeben sei der folgende Schaltkreis Die zugehorigen Differentialgleichungen sind:

Ry l
Uc
v C

(29
-

Abbildung 0.2.: Schaltung

d . )

7dtZL = %(711,0 — Ryiyp) (0.12)
d . w

dtuL = %(Z o Rz) (013)

Das System hat eine Ruhelage in (0,0).
Die Eigenwerte sind:

~L—CRy £ /(L +CRy)?> —4CLRy(1 + Ry Ry)
2C LR,

A2 = (0.14)
Man sieht nach kurzer Rechnung"dass das System fiir alle positiven Parameter R;, Ro, L asym-
ptotisch stabil ist. Energiebetrachtung

Sei V = %Lz% + %Cugc die Energie die in der Kapazitdt und der Induktivitat gespeichert ist. Es
gilt:

d_ .. Ny
%V(ZL(t),uC(t)) = LZL%ZL + C’uc%uc (0.15)
=L - 5500} (0.16)
R 1
< -2 — 14 0.17
< max< 7 7R2C> ( )
=a(>0)
= —2aV (0.18)



II. Direkte Methode von Lyapunov

Es folgt direkt:

V(t) < ce” 2t mit ¢ = ‘( féig&%) ‘ (0.19)

buc

Viip,uc) =c¢

N
N

Abbildung 0.3.: 77?7

Definition 7: S
ei U C R™ eine offene Umgebung von O. Fine Funktion V : U — R heif§it
lokal positiv definit wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) V ist stetig diffbar, als V € C1(U,R)

i) V(0) =0
ii() V(z) >0 firz e U\ {0}
V' heifit lokal positiv semidefinit wenn statt i) gilt:
iii’) V(xz) >0 firz e U\ {0}

Ist U = R* so sprechen wir von positiv definiten bzw. positiv semidefiniten Funktionen. Negativ
definit und negativ semidefinit werden analog definiert.

Ist V weder positiv noch negativ semidefinit, dann heiftt V indefinit. (321, 22V (1) > 0 und V(z2) <
0)

Beispiel 8(Energiefunktion)

Im elektrischen Schaltkreis haben wir die Anderung der Energiefunktion V mit der Zeit betrach-
tet. Das konnen wir weiter formalisieren.

Sei also @ = f(z) mit f € CL(U,R¥) U C R* und V eine stetig diffbare Funktion V : U — R.
Ist s(t;x0) eine Losung von & = f(x) dann gilt:

D=Lt 0) = I f(s(t,20)) e

ox
(Ableitung von V entlang dem Vektorfeld von )
Wir definieren die Lie-Ableitung von V in Richtung f durch

ov
LV = f (0.20)

d
%V(S(t, xo



Bemerkung 9:
Man schreibt wegen (*) auch oft V statt LV

Beweis:

Satz 10: S

el * = 0 eine Ruhelage von & = f(z) und D eine offene Umgebung von O.
Gibt es ein auf D positiv definites V : D — R so dass LV negativ semidefinit
auf D ist dann ist ™ = 0 stabil. Ist LV auf D negativ definit, dann ist * = 0
asymptotisch stabil.

Mittels Widerspruch, Details in NL-Control.

o A Hoéhenlinien von V : R? - R

Abbildung 0.4.: 777

Beispiel 11(S)
eiV:R* - R V€ CYR"R) und V(0) =0 V(z) > 0 fiir x # 0 Betrachte i = % d.h.
VT Weil V stetig diffbar ist und ein globales Minimum in & = 0 hat, d.h. z* = 0 ist

f(a) = -

ox

Ruhelage der Differentialgleichung. Untersuche die Stabilitat von z*
Wir untersuchen die Stabilitdt von z* = 0 mit V

T
Lyv = L_%V = ?TZ (_%)

— |2
ox
Es gilt:
o _ (v ov oV
85E - \ Oz, Oxo Oxy,
Somit gilt:
VLV~ (VN (5o (V)
ox or _kzl axk - 1 axk

Damit ist LV lokal negativ definit und damit ist * = 0 asymptotisch stabil.

(0.21)

(0.22)

(0.23)



III. Die indirekte Methode von Lyapunov

I1l. Die indirekte Methode von Lyapunov

Satz 12:
Sei 2* = 0 eine Ruhelage von & = f(x) und f € C'(D,R"). Setze
a=Y
O r=0=x*
Es gilt:

1. Ist der Realteil aller EW A, von A negativ Re(A : k) < 0, dann ist die
Ruhelage asymptotisch stabil.

2. Gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil positiv ist Re(Ag) > 0,
dann ist die Ruhelage instabil.

Bemerkung 13:

Sei 2* = 0 eine Ruhelage von & = f(z) und sei die Linearisierung um z* gegeben durch § = Ay.
Gibt es einen EW von A, dessen Realteil gleich Null ist, so kann mittels der Linearisierung keine
Aussage iiber die Stabilitdt der Ruhelage gemacht werden.




IV. Einzugsbereich

Bis jetzt konnen wir die Stabilitit einer Ruhelage feststellen. Allerdings wissen wir nur das die
Auslenkungen (oder r Storungen) der Losungen um die Ruhelage «* klein sein miissen. Um dies
besser zu quantifizieren definieren wir:

Definition 14: Einzugsbereich
Sei x* eine asymptotisch stabile Ruhelage von & = f(x). Dann heifit die

Menge
R ={z9 € M| lim s(t,zp) = z*} (0.25)
t—o0

der Einzugsbereich von x*. Gilt R = R™ dann heifit * global asymptotisch
stabil.



V. Invarianzprinzip

V. Invarianzprinzip



V1. Instabilitatssatz nach Chetaer

Bisher kénnen wir nur die Stabilitdt einer Ruhelage iiberpriifen. In manchen Fillen m&chte man
die Stablitéit einer Ruhelage ausschliefen.

Satz 15:
Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(z), f: U; — R™. Weiterhin sei V : Uy —
R mit Uy C U; eine Funktion und W := {z € Us|V(z) > 0} so dass gilt:

o 0 € OW (OW heifit Rand von W)
e IV ist in einem hinreichend kleinen Ball um x* = 0 enthalten
o L;V>0firzecW

Dann ist * = 0 instabil.

W:V>0,V>0

ow

Abbildung 0.5.: Instabilitétssatz nach Chetaer

Beispiel 16()
Gegeben ist das System

¥ =23+ 2dn (0.26)
By = —a3 + w91} (0.27)

Sei V(z1,22) = 32% — 123 Es gilt V > 0, wenn 27 > 23, also ist

W= {(2) e R\ {0}|zy > 20 > xl} (0.28)
Es gilt 0 € OW und W ist in einem Ball um die Null enthalten.

LV = xy0) — xoy = ] + 2303 + x5 — 2507 = x] + 25 (0.29)

Also ist LyV (z) > 0 fiir z € W und somit ist ™ = 0 instabil.

10



VI. Instabilitatssatz nach Chetaer

Beispiel 17(LaSalle)

Li?l = X2
iy = —g(x1) — h(x2)
g,h:(a,a) >R,g(0) = 0, z g(xz)>0fir z € (—a,a)\ {0}

h(0) = 0, z h(z) >0 fiir z € (—a,a)\ {0}
Setze D = {(x1,22) € R?| —a <z <a, —a<mzy<a}

A

Abbildung 0.6.: 777

Fiir eine Ruhelage muss gelten x2 = 0 und damit wegen g(x1) = —h(z2) auch z; = 0.

e Untersuche die Stabilitéit der Ruhelage (0,0)

e Verwende als Kandidat fiir die Lyapunovfunktion V', definiert durch

T x%
Vi) = [ glayda+ 3
0

V = LfV g(l‘l)ﬂ'il = l‘2j72
g(x1)z2 + 22(—g(21) — h(22))

= —IEQh(LI?Q)

Weil —zoh(x2) negativ fiir x4 # 0 fiir V negativ semidefinit. Somit ist

E={zecR*|V=0} = {z¢€D|h(zs)zs =0}
= {xeDl|xy =0}

11



Eine Losung die identisch in F verlduft erfiillt als z5(¢t) = 0. Damit gilt auch d5(t) = 0, also

—g(z1(t)) — h(z2(t)) = —g(z1(t)) = 0.
Somit muss auch z(t) = 0 gelten. Damit ist (0,0) asymptotisch stabil.

12



VII. Lyapunovtheorie und Lineare Systeme

VIl. Lyapunovtheorie und Lineare Systeme

Wir wollen die Erkenntnisse der Lyapunovtheorie auf lineare Systeme anwenden. Sei also im
Folgenden die DGL
y = Ay mit A € R"*"

gegeben.

Definition 18:
Eine symmetrische Mariz A € R"*" heifit positiv definit wenn xT Az > 0 fiir
alle x € R™\ {0} gilt. Ist 27 Az > 0, so nennt man A positiv semidefinit.

HA zu zeigen: die Diagonalelemente positiv definiter Matrizen sind positiv

Sei nun V(z) = 27 Px wobei P eine positiv definite Matrix ist.
V(z) = LaxV =27 (PA+ ATP)z

Angenommen die Ruhelage 0 ist asymptotisch stabil, dann gilt L4 xV ist negativ definit. Das
heit PA + AT P ist negativ definit. Das wiederum heift es gibt ein positiv definites @ so dass

T (PA+ ATP)z = —27Qu

gilt. Wir wollen die Beobachtung fiir ein neues Stabilitdstskriterium fiir lineare Systeme verwen-
den.

Definition 19:
Eine Matriz A heifst Hurwitzmatriz, wenn fir alle Eigenwerte A\, von A gilt
Re(/\k) <0

Satz 20:
Eine Matrix A ist genau dann eine Hurwitzmatrix wenn die Gleichung

ATP+PA+Q=0

fiir jedes positiv definite @ eine eindeutige positiv definite Losung P besitzt.

Beweis:

Wenn fiir jedes positiv definite @) eine eindeutige, positiv definite Losung P existiert, dann ist
nach der direkten Methode von Lyapunov II die Ruhelage x* = 0 asymptotisch stabil. Dann sind
aber auch die Realteile der Eigenwerte von A negativ.

Sei umgekehrt A eine Hurwitzmatrix. Seien A\, die Eigenwerte von A. Weil A Hurwitz ist, gilt
Re(\i) < 0. Die Eintriige von et und eA sind von der Form ¢™~1e*t. Dann existieren fiir ein
positiv definites @@ die Matrix P wie folgt.

P = / ATt Qe dt
0
Ist @ positiv definit, dann auch P. Denn aus
2T Pr = / 2T A"t Qe xdt
0
folgt 2T Pz > 0 fiir x € R™ \ {0}.

Weiterhin gilt:

13



ATP L PA = / AT At QeAtdt + / ATt QeA Adt

0 0
& T
= — (e tQeM)dt
/0 dt
. T
— tli{goeA thAt_Q:_Q

Somit muss noch die Eindeutigkeit von P gezeigt werden.

Sei also barP positiv definit und ATP + PA+ Q = 0.

Sei F': R — R™" X s XTPX — XTPX = XT(P — P)X. Fiir eine beliebige Losung
s(t,z9) von X = AX gilt

d
LyF = £F(s(t, x0))

das heifst mit

F(z) = XT(P-P)X+XT(P-P)X

XT(A(P-P)+(P-P)AX

XT(ATP+ PA—(ATP+ PA))X =0
=Q =Q

Das heifit F'(x) bleibt konstant entlang von Lésungen von X = AX. Nun ist eAf eine Losung
von X = AX, das heift fiir alle ¢ gilt F(e/?) = const.. Weiterhin ist F(I) = P — P.
Weil F stetig ist gilt
: Aty _ S —

A Fe™) = F(tgnolo) =FO)=0
Damit folgt direkt F'(I) = F(0) = P — P =0 also P = P.
Bemerkung 21:
Somit gilt, ist £ = Ax asymptotisch Stabil, dann gibt es auch eine quadratische Lyapunovfunk-

tion, also ein positiv definites P mit V(z) = 27 Px.
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