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Robuste Regelung

Bevor wir uns der Reglersynthese zuwenden, miissen wir kldren, welche Eigenschaften vom ge-
schlossenen Kreis erwartet werden. In diesem Kapitel werden wir diese gewiinschten Eigenschaften
an den Kreis definieren und in mathematischer Form quantitativ formulieren, wobei Kapitel und
bis eine Wiederholung des Stoffes aus der Vorlesung Einfiihrung in die Regelungstechnik darstellt.
Dazu betrachten wir in Abb. [1|den Standardregelkreis mit der Strecke G(s) und dem Regler K (s).

Dabei sind:  y ... Regelgrofie y' ... Streckenausgang
u ... StellgroBe u' ... Reglerausgang
r ... Fihrungsgrofle z1 ... Ausgangsstorung
1 ... Messrauschen Zo ... Eingangsstorung.

Alle Signale sollen skalare Groflen sein. Die Grofie

e=r—y )

wird als Regelfehler bezeichnet. Dieser Standardregelkreis kann durch unterschiedliche Erweite-
rungen erginzt werden, z.B.

e Fiihrungsgrofe vorfiltern (,, Two-degree-of-freedom design*)

e Storgroflen beeinflussen die Regel- bzw. Stellgrofie nicht additiv, sondern werden durch so-
genannte Storiibertragungsfunktionen auf die Regelgrofie geschaltet.

e Storungen konnen unter Umstdnden gemessen werden. Durch geeignetes Aufschalten auf

die StellgroBe (StorgroBenaufschaltung) lassen sich so verbesserte Eigenschaften erreichen
(feed-forward).

Wir stellen drei Hauptforderungen an den geschlossenen Kreis, die in den folgenden Kapiteln néaher
erldutert werden:

1. Stabilitét
2. gutes Regelverhalten

3. Robustheit der Stabilitét

z2

Regler K(s) Strecke G(s)

Abbildung 1: Standardregelkreis.



Abbildung 2: Regelkreis fiir Small-Gain-Theorem.

Nominelle Stabilitat

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass das Modell der Regelstrecke G(s) mit der wirk-
lichen Regelstrecke iibereinstimmt und wir untersuchen die Stabilitdt des geschlossenen Kreises.
Dieser Fall wird als nominelle Stabilitdt bezeichnet, im Unterschied zur robusten Stabilitdt, die in
Kapitel IV.3 behandelt wird.

An mehreren Stellen wird voraussetzt, dass G(s) streng proper und K (s) proper sind. Diese An-
nahmen stellen in der Praxis keine grofle Einschrinkung dar.

Zusétzlich zum bereits bekannten Nyquistkriterium wollen wir hier ein weiteres wichtiges Stabi-
litdtskriterium behandeln, ndmlich das sogenannte Small-Gain- Theorem. Der grofie Vorteil dieses
Stabilitétstests ist seine sehr allgemeine Formulierung, die sogar auf nichtlineare Systeme {ibert-
ragen werden kann.

Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung [2| und setzen voraus, dass der offene Kreis QQ = GK
stabil ist.

Satz 1 ((Small-Gain-Theorem)). Der geschlossene Kreis ist dann asymptotisch stabil, wenn

1QGwW)llina <1 Vw. (2)

Man beachte, dass das Small-Gain-Theorem lediglich ein hinreichendes, aber nicht notwendiges
Kriterium darstellt.

| - ||ina kann jede induzierte Norm sein. Wenn speziell die £o-induzierte Norm gewihlt wird, ent-
spricht Gl. der Forderung, dass die maximale Energie-Verstirkung des offenen Kreises kleiner
als eins sein muss, also alle Signale abklingen miissen.

sectionRegelgiite Die zweite wichtige Anforderung an den Regelkreis betrifft die Regelgiite. Wir
betrachten wieder den Standardregelkreis in Abbildung[I]und bestimmen den Einfluss von Stérun-
gen z1 bzw. z9, Messrauschen n und der Fithrungsgréfie r auf den Regelfehler

e=r—uy.
Aus dem Blockdiagramm lesen wir direkt ab
y=2+G(z=+K@r-n—y)
woraus
y=(1+GK) {2 + Gz +GKr — GKn}
folgt. Damit ergibt sich als Ubertragungsverhalten des geschlossenen Kreises:

e=r—y
=r—(1+GK) 'GKr —(1+GK) 21 - (1+ GK) 'Gz + (1+ GK)"'GKn
=—(1+GK) ' +(1+GK)'r —(1+GK) 'Gzx + (1 +GK) 'GKn.
N———— N—————

=:5 =T

(3)



Definition 1. Die Ubertragungsfunktion
S=(1+GK)™!
heifit Sensitivitit.

Definition 2. Die Ubertragungsfunktion
T=(1+GK)'GK =GK(1+GK)™* (4)
heif$t komplementdre Sensitivitit.

Die Sensitivitdt S gibt die ,,Empfindlichkeit des Regelkreises® auf Ausgangsstorungen bzw. Soll-
wertdnderungen an. Die komplementére Sensitivitiat T' beschreibt den Einfluss von Messrauschen
auf den Regelfehler.

Wie man bereits aus der obigen Gleichung sieht, ergeben sich fiir das Fithrungsverhalten (bzgl. r)
und fir die Unterdriickung von Messrauschen (bzgl. n) unterschiedliche Anforderungen fiir die
Auslegung des geschlossenen Kreises.

In den folgenden Abschnitten sollen nun nacheinander die verschiedenen Anteile der obigen Glei-
chung genauer untersucht werden. Wir fiihren dazu folgende Abkiirzungen ein:

e=—-Sz1+ Sr +-SGz+ Tn . (5)
— ~ Y—— =~
Fithrungsverhalten
Nach Gleichung gilt:
er(jw) = S(jw)r(jw). (6)

Wir wollen, dass der Einfluss von Sollwertdnderungen auf den Regelfehler gering ist. Somit soll
die Ubertragungsfunktion S , klein“ sein.
Im SISO-Fall gilt

ler (jw)| = [S(jw)r(jw)| = [S(jw)|[r(jw)] (7)
D.h. die Amplitudenverstirkung |S(jw)| der Sensitivitét muss klein sein, um gutes Fiithrungsver-
halten zu erzielen.
Somit 148t sich diese Forderung wie folgt quantifizieren: Soll im Frequenzbereich [0, w,] gutes
Fiihrungsverhalten erreicht werden, so muss gelten:

S €1 0<w<w, .

Soll speziell nach einer sprungférmigen Anderung der FithrungsgroBe die bleibende Regelabwei-
chung verschwinden, so folgt aus dem Grenzwertsatz der Laplacetransformation

: . . 11
tlggo e(t) = il_I)I(l) se(s) = igl}) sS(s)g =0 9)
was nur erfiillt ist, wenn:
1S(0)| =0 (10)
Storverhalten
Nach Gleichung gilt:
e (jw) = =S(jw)z1 (jw). (11)



Abbildung 3: Regelkreis mit StérUbertragungsfunktion G..

Somit enthilt die Forderung nach gutem Storverhalten bzgl. Ausgangsstérungen im Frequenzbe-
reich [0, w,]:

!
|S(jw)|<1 0<w<w,. (12)

Natiirlich ist nicht nur das Ubertragungsve{halten von Ausgangsstorungen z; auf den Regelfehler
interessant. Genauso wichtig ist z.B. das Ubertragungsverhalten von Eingangsstorungen zo auf
den Regelfehler

e=—5SGz (13)
oder der Einfluss von Stérungen auf die Stellgréfie
u=—KSz (14)
bzw.  u=(1+KG) 2. (15)
Daraus ergeben sich analoge Forderungen an die Ubertragungsmatrizen des geschlossenes Kreises:

|SG|l< 1 fir0 <w<w, (16)
bzw. |KS|< 1 fiir 0 < w < w,. (17)

Oft wirkt die Stérung auch nicht unmittelbar auf die Regelgrofle, sondern wird durch eine Stor-
iibertragungsmatrix G, gefiltert (Abbildung . Mit

e=-5G.z (18)
folgt damit als Forderung an den geschlossenen Kreis
|SG.| < 1. (19)

Dies ist nicht identisch mit der Forderung |S(jw)| < 1 fiir w € [0,w,] , da hier S fiir diejenigen
Frequenzen ,,grofl“ sein darf, fiir die G, ,klein“ ist. Es ist dadurch meist ein besserer Kompromiss
zwischen Anforderungen an S bzw. T moglich.

Unterdriickung von Messrauschen

Nach Gleichung gilt:
en(jw) = T(jw)n(jw). (20)

Messrauschen im Frequenzbereich |w,, oo] wird unterdriickt, falls gilt:

!
|T(jw)| < 1 fiir wy, < w < oco. (21)
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Abbildung 4: Asymptotischer ,, Wunschverlauf*“ fiir die maximale Amplitude von S.

Widerspriichliche Anforderungen

Normalerweise wollen wir gleichzeitig gutes Stérverhalten und gute Rauschunterdriickung. Es sol-
len also sowohl die Sensitivitat S wie auch die komplementére Sensitivitét 1 klein sein fiir moglichst
grofle Frequenzbereiche. Beide Anforderungen lassen sich jedoch nicht gleichzeitig realisieren.

Satz 2. Fir alle Frequenzen w gilt:
S(jw) + T (jw) =1 Y w. (22)
Beweis.
S+T=(1+GK)'+(1+GK)"'GK =(1+GK)'(1+GK) =1.
O

Daraus folgt direkt das Fundamentale Dilemma der Regelungstechnik:
Fiir eine feste Frequenz w weist der Standardregelkreis entweder gutes Fiithrungs- und Stérverhalten

IS(jw) <1 (23)
oder weitgehende Unterdriickung des Messrauschens
IT(jw)l < 1 (24)

auf, aber nie beides.

Dieses Dilemma ist in der Praxis oft kein uniiberwindbares Hindernis, da Fithrungs- und Stoérgrofien
in der Regel niederfrequent sind, Messrauschen hingegen hochfrequent ist. D.h. die Anforderungen
an S bzw. T gelten fiir unterschiedliche Frequenzbereiche.

Quantisierung der Anforderungen

Die bisher behandelten Anforderungen wie |S(jw)| < 1 fiir w < w,., sind vorwiegend qualitativer
Natur. Oft kénnen wir genauer angeben, was wir erreichen wollen. Abbildung [ gibt beispielhaft
einen moglichen ,, Wunschverlauf“ fiir den Amplitudengang der Sensitivitit an. Ein SISO-System
Sw dessen Amplitudengang den Wunschverlauf hat lisst sich leicht finden:

T.,s+1
Tps+1

Sw =K (25)

Dabei bestimmt |Sy (0)] = |K| die maximal erlaubte bleibende Regelabweichung. |Sy (c0)| =

|K %\ gibt die groftmogliche (schlimmste) Verstéirkung einer Stérung an. Die Zeitkonstante T,
P

(zusammen mit K) bestimmt die Frequenz wg, die eng mit der Bandbreite wp zusammenhéngt.

Diese Grofie gibt die Schnelligkeit des geschlossenen Kreises an. Mit ihr wird der Kompromif3
zwischen Fiihrungs-/Stérverhalten und Rauschunterdriickung geschlossen.



Wir wollen erreichen, dass die Sensitivitét S des geschlossenen Kreises unterhalb des vorgegebenen
gewiinschten Verlaufes liegt

1S(jw)| < [Sw(jw)| Vw. (26)
Daraus folgt mit W,(s) = S}, ()
(Wp(jw)SGw)l <1 Vw (27)
beziehungsweise
[WpSlee <1, (28)

wobei W,,(s) und S(s) hier als stabile Systeme angenommen Werderﬂ Das System W,(s), das
dem inversen Wunschverlauf fiir die Amplitude von S entspricht, wird als Performancegewicht
bezeichnet.

Wenn wir also iiberpriifen wollen, ob ein Regler K(s) die Strecke G(s) zufriedenstellend regelt,
miissen wir folgendermafien vorgehen:

e Festlegen einer tolerierbaren bleibenden Regelabweichung, einer maximaler Storverstarkung
und einer gewiinschter Bandbreite. Daraus ergibt sich der Wunschverlauf |Sy (jw)| fiir

1S(Gw)l-
e Uberpriifen, ob |S(jw)| < |Sw (jw)| fiir alle Frequenzen gilt.

Alternativ konnen wir auch aus |Sw (jw)| das Performancegewicht W), berechnen und miissen dann
iiberpriifen, ob

[[WpSlee < 1. (29)

Von der zweiten Vorgehensweise machen wir in Verbindung mit dem H..-Reglerentwurf Gebrauch.
In analoger Weise konnen Anforderungen an andere Kenngrofien des geschlossenen oder offenen
Kreises (z.B. an T, SG, oder GK) ebenfalls quantisiert werden. Wenn mehrere Anforderungen
gleichzeitig erfiillt werden sollen, fiihrt dies zum Beispiel zum sogenannten Mized-Sensivity-Design.

Robustheit

Bei unseren seitherigen Betrachtungen sind wir davon ausgegangen, dass das Modell G(s) die
wirkliche Regelstrecke exakt beschreibt. Wenn wir diese Annahme fallen lassen, werden die in
den vorangegangenen Kapiteln behandelten Untersuchungen zu Stabilitdt und Regelgiite nicht
mehr aussagekriftig sein. Eine kleine Verdnderung in G(s) kann zu Instabilitit oder zu signifikant
anderen Verldufen von z.B. | S| fithren. Im folgenden wollen wir annehmen, dass G(s) die wirkliche
Regelstrecke Gieal(s) nur fehlerhaft wiedergibt und wollen Bedingungen herleiten, unter denen
Stabilitdt und gutes Regelverhalten auch fiir das reale System garantiert werden konnen, wenn
der Regler auf der Basis des nominellen Systems G(s) entworfen wurde.

Dazu definieren wir den Begriff der Robustheit.

Definition 3. Fine systemtheoretische Figenschaft E des geschlossenen Kreises heifit robust ge-
geniiber einem bestimmten Modellfehler F, wenn diese Figenschaft trotz des Fehlers erhalten bleibt.

Beispiel 1. Robustheit der Eigenschaft Stabilitit gegeniiber einer falschen Streckenzeitkonstanten.

Beispiel 2. Robustheit der Stabilitit gegeniiber Ausfillen in Informationskandilen (Messgliedaus-
fall: eine Zeile der Matriz C' ist nur mit Nullen besetzt; Stellgliedausfall: eine Spalte der Matriz B
ist nur mit Nullen besetzt). Diese Eigenschaft bezeichnet man auch als Integritét.

IEs sei hier darauf hingewiesen, dass nur fiir stabile SISO-Systeme die Hoo-Norm ||G||cc dem Supremum des
Amplitudengangs G(jw) entspricht.
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Abbildung 5: System mit additiver Modellunsicherheit.

Beschreibung von Modellunsicherheiten

Das wahre Grea ist unbekannt (wenn es bekannt wire, kénnten wir natiirlich Gyea als Modell
fiir unsere Regelkreisuntersuchung und fiir den Reglerentwurf zugrunde legen). Ublicherweise geht
man davon aus, dass der Unterschied zwischen nominellen Modell G(s) und realer Strecke Gieal
nicht beliebig grofl sein wird. Das kann man mathematisch so ausdriicken, dass die unsichere reale
Strecke ein Element aus einer Klasse von mogliche Streckenbeschreibungen ist. Durch unterschied-
liche Festlegung dieser Modellklassen werden nun unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen
definiert. Ein typisches Beispiel sind Parameterunsicherheiten.

Beispiel 3. Das Modell eines beladenen Fahrzeugs kann sehr einfach durch folgende Gleichung
modelliert werden:
mi =Y F;.

Dabei sei die exakte Gesamtmasse m des Fahrzeugs nicht bekannt. Man kann nur eine obere bzw.
untere Schranke angeben: m, < m < m,.

Allgemein gibt man bei derartigen Fehlern Parameterintervalle fiir den unsicheren Parameter a;
an: a; € [aiy , Giol-

Je grofler die Modellklasse ist, desto schwieriger ist i.a. Robustheit zu erreichen.

Eine sehr wichtige Klasse von Modellunsicherheiten sind sogenannte unstrukturierte Unsicher-
heitsbeschreibungen im Frequenzbereich. Dabei geht man davon aus, dass sich die reale Strecke aus
einem nominellen Modell G(s) und einem Fehlerterm A(s) zusammensetzt. Die Unsicherheit A(s)
kann ein dynamisches System beliebiger Ordnung sein. Wir nehmen nur eine obere Schranke fiir
die ,,Grofle dieses Fehlers an, die durch die Amplitude von A(s) iiber die Frequenz ausgedriickt
wird:

AGw)| < @) V. (30)

Anhand der strukturellen Abhéingigkeit der realen Strecke vom Fehler unterscheidet man innerhalb
dieser unstrukturierten Unsicherheiten weitere Unterklassen:

e Additive Fehler: Die Unsicherheit ist parallel zum nominellen Modell G(s) geschaltet (Ab-
bildung . Die reale Strecke ist also ein (unbekanntes) Element der folgenden Modellklasse:

Greal€ {G* 1 G*(s) = G(s) + Aa(s) mit Aa(s) € F}

F={As(s): |[Aa(jw)] <la(w)Vw}. (81)

e Multiplikative Ausgangsfehler: Die reale Strecke ist eine Hintereinanderschaltung des
nominellen Modells und eines Fehlerterms (Abbildung @:

Greal€{G" : G"(jw) = (1 + Ay (Jw))G(jw) mit |Ap(jw)| < Ipr(w) YV w}. (32)
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Abbildung 7: System mit multiplikativer Eingangsunsicherheit.

e Multiplikative Eingangsfehler: Mehrgroiensysteme sind in der Regel nicht kommutativ.
Deshalb ergibt sich eine weitere Fehlerklasse, wenn wir die multiplikative Unsicherheit am
Eingang der Strecke annehmen (Abbildung [7)):

Greal€{G" : G"(jw) = G(jw)(1 + Ap(jw)) mit |Ag(jw)| < lp(w) ¥V w}. (33)

Fiir die hier betrachteten Eingroéfiensysteme sind die Klassen der multiplikativen Ein- und
Ausgangsfehler dquivalent.

Dies sind die gebrauchlichsten Unsicherheitsbeschreibungen. Wie wir sehen werden, kénnen dafiir
relativ einfach hinreichende und notwendige Kriterien fiir die Robustheit der Eigenschaft Stabilitéit
hergeleitet werden.

Die beschriebenen Fehler heiflen unstrukturiert, da nur eine ,Quelle“ fiir die Unsicherheit an-
genommen wird und diese Unsicherheit ein beliebiges normbeschrinktes System von passender
Dimension sein kann.

Ublicherweise wird durch unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen die Klasse der moglichen
Streckenbeschreibungen unnétig vergrofert. Es sind also Systembeschreibungen in dieser Klasse,
die nicht auftreten koénnen. Deshalb werden die Robustheitsaussagen {ibervorsichtig sein. Man
spricht dann von konservativen Robustheitsaussagen. Regler, die fiir diese zu grofie Klasse von
Systemen Stabilitdt bzw. Regelgiite garantieren, werden als “konservativ” bezeichnet.
Betrachten wir im folgenden beispielhaft die Beschreibung durch multiplikative Ausgangsfehler,
die auch hiufig relative Fehler genannt werden, etwas genauer. Ein in der Praxis typisches Apy(s)
ist in Abbildung [§ angegeben.

Fiir niedrige Frequenzen kennen wir das dynamische Verhalten héufig verhaltnisméafig genau, d.h.
der relative Fehler ist klein. Fiir hohe Frequenzen wird der relative Fehler zunehmend grofler
und iiberschreitet meist sogar den Wert Eins. D.h. der Einfluss des Fehlerterms A(s) kann dann
sogar grofler sein als der Beitrag des nominellen Systems. Das dynamische Verhalten ist damit
“vollstandig” unsicher.

Zur Veranschaulichung dieses Sachverhaltes betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4. FEine SISO-Regelstrecke sei durch folgendes Modell exakt wiedergegeben:

1 1
Tis+1 (Tys+1)2

Ghreal = T, =1, T, =0.1. (34)
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Abbildung 8: Typischer Verlauf der Schranke I;(w) einer multiplikativen Modellunsicherheit.

Wenn wir als nominelles Modell

1
G:
T18+1

(35)

wdbhlen, konnen wir explizit den relativen Fehler zwischen nominellem und realem System berech-
nen und plotten. Ublicherweise ist das reale Modell nicht bekannt, so dass eine solche Untersu-

Amplitude in dB
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Abbildung 9: Amplitudengang von realer Strecke (gestrichelt) und nominellem Modell (durchge-
zogen).

chung natiirlich nicht méglich ist. Abbildung[9 zeigt den Amplitudengang von realer Strecke und
nominellem Modell. Aus

Greal = (1 + AM)G (36)

lafst sich der Fehler Ay formal berechnen:

(37)

Der Verlauf des Amplitudengangs des Fehlers ist in Abbildung [10 dargestellt. Man sieht, dass der
relative Fehler fiir Frequenzen oberhalb w =~ 10 rad/sec ungefihr eins wird, obwohl der absolute
Fehler wie aus Bild[9 ersichtlich, sehr klein ist.
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Abbildung 10: Amplitudengang des Fehlers.
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Abbildung 11: M-A-Struktur.

Die M-A-Struktur

Wir wollen Robustheitskriterien fiir unterschiedliche Unsicherheitsklassen herleiten. Es sollen aber
verallgemeinerte Betrachtungen bleiben, die nicht von einer speziellen unstrukturierten Unsicher-
heitsbeschreibung abhéngen.

Dazu formen wir den Regelkreis mit Strecke, Unsicherheit und Regler mit der einen, unstruk-
turierten Unsicherheit so um, dass er die in Abbildung dargestellte Form hat, wobei A der
jeweilige Unsicherheitsterm ist und M eine zu berechnende Ubertragungsfunktion darstellt, die
keine Unsicherheiten mehr enthalten soll.

Beispiel 5. Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung (multiplikative Ausgangsunsicherheit).
Zur Berechnung von M miissen wir das Ubertragungsverhalten zwischen |© und 1@ betrachten.

©, ®

Z92 21

AW

— K G . —

Abbildung 12: Geschlossener Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit.
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Abbildung 13: Aufspaltung der Unsicherheit A in Unsicherheitsgewicht W,, und normierter Unsi-
cherheit A.

A

W, M

Abbildung 14: M-A-Struktur mit Unsicherheit A.

Mit den HilfsgrofSen z1 und zo erhdlt man:

29 = —GK(Zl +22)
= ~GK(1+GK)™ z. (38)

M

In diesem Fall entspricht M also der negativen komplementdren Sensitivitit.

Entsprechend verlaufen die Umformungen fiir andere Systembeschreibungen. Diese Struktur wird
M -A-Struktur genannt.

Wir wollen noch weiter verallgemeinern bzw. normalisieren. Bei den bisherigen Betrachtungen sind
wir davon ausgegangen, dass die Grofie des Fehlers eine frequenzabhingige obere Schranke besitzt:

AGw)] < 1w) ¥ w. (39)

Wir koénnen die Unsicherheit noch weiter normalisieren und damit erreichen, dass diese Schranke
fiir alle Frequenzen gleich eins wird:

Alw) = AWw)l(w) mit |[A(jw)| <1 Vw (40)

Wir konnen l(w) als dynamisches Gewicht interpretieren, wenn wir ein stabiles und nichtmi-
nimalphasiges dynamisches SISO-System W, (jw) finden, das l(w) als Amplitudengang besitzt:
W, (jw)| = l(w). Die Unsicherheit A hat also die in Abbildung 13| gezeigte Struktur. Das Un-
sicherheitsgewicht W,,(s) ist bekannt. Deshalb kénnen wir es mit der Ubertragungsfunktion M
zusammenfassen

M =W,M (41)

und konnen dann annehmen, dass die verbleibende Unsicherheit auf den Betrag eins beschrankt
ist, also |A(jw)| < 1V w gilt (Abbildung . Im Weiteren wollen wir die betreffenden Matrizen
M und A (nicht M bzw. A) nennen, aber in Zukunft annehmen, dass W, in M enthalten ist und
1A]loe < 1 gilt.

Fiir diese allgemeine M-A-Struktur kénnen wir Aussagen iiber die Robustheit der Stabilitdt ma-
chen.

11
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Abbildung 15: M-A-Struktur resultierend aus einer multiplikativen Ausgangsunsicherheit.

Satz 3 ((Robuste Stabilitit, unstrukturierte Unsicherheiten)). Unter der Annahme, dass M und
A stabil sind und | Ao < 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust asymptotisch stabil,
wenn gilt

M| <1 Vw (42)

oder dquivalent
||M]]o < 1. (43)

Bemerkung 1: Satz 3| gilt auch bei vertauschten Annahmen zu M und A. Also unter der Annah-
me, dass M und A stabil sind und [|Al|o < 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust
asymptotisch stabil, wenn gilt

M| <1 Vw (44)

oder dquivalent
|M]]oo < 1. (45)

Bemerkung 2: Die Annahme, dass A stabil sein soll, ist eigentlich zu restriktiv. Der Satz gilt
auch, wenn das nominelle und das unsichere System die gleiche Anzahl instabiler Pole haben (A
darf auch instabil sein). Man kann sogar zeigen, dass die Zahl der instabilen Pole unterschiedlich
sein darf, wenn die instabilen Pole durch ,, Uberqueren® der imaginéiren Achse entstehen und nicht
durch Pol/Nullstellen-Uberdeckung.

Der hinreichende Teil von Satz [3] folgt direkt aus dem Small-Gain Theorem. Der Beweis der
Notwendigkeit kann zum Beispiel nachgelesen werden in MORARI, M. ; ZAFIRIOU, E.: ROBUST
PrOCESS CONTROL. PRENTICE HALL, 1989.

Der Satz gibt hinreichende und notwendige Bedingungen fiir robuste Stabilitdt an. D.h. wenn z.B.
[|M||oo > 1, dann existiert ein A mit |A] < 1, so dass der Kreis instabil wird. Man sagt dann auch,
dass dieses Robustheitskriterium nicht konservativ ist, d.h. nicht iibervorsichtig.

Jetzt wollen wir diesen Satz auf die unterschiedlichen Unsicherheitsbeschreibungen anwenden, die
wir seither kennengelernt haben. Fiir den Spezialfall der multiplikativen Ausgangsunsicherheit gilt:

Greal = (1 + An)G,  |An| < 1y (w). (46)

Weiter oben wurde gezeigt, wie die Matrix M der M-A-Struktur (Abbildung berechnet wird
wobei |Ap| < lp(w) V w gilt.
Um den Robustheitssatz anwenden zu koénnen, miissen wir die Unsicherheit normalisieren,

Ay (jw) = AGw)Wa(jw)  mit [Wy(jw)| =l (w). (47)

wobei nun |A(jw)| <1V w (Abbildung [16).
Die Anwendung des Robustheitssatzes (3 liefert nun als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir robuste Stabilitéit die folgende Aussage:

Corollar 1. Der geschlossene Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit nach Abb. [ ist
genau dann asymptotisch stabil fiir alle Unsicherheiten A mit ||Alloo < 1, wenn gilt

IW.GK(1+GK) oo < 1. (48)
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Abbildung 16: M-A-Struktur mit normalisierter Unsicherheit A fiir multiplikative Ausgangsunsi-
cherheit.

Mit I (w)] = |Wy(jw)| kann man diese Bedingung noch umformen:

1

IGK(1+GK) 'yl <1 Yo < [T@Hw)| <
ZM((.L))

Y w. (49)

Wenn wir also robuste Stabilitéit beziiglich multiplikativer Ausgangsfehler fordern und Iy, (w) als
obere Grenze fiir den Fehler bekannt ist, miissen wir nur den Amplitudengang der komplementéren
Sensitivitdt des nominellen Kreises aufplotten und schauen, ob dieser kleiner als m fiir alle

Frequenzen ist. Also gibt es eine weitere Grenze fiir |T|, analog zur Rauschunterdriickung.
Fiir hohe Frequenzen, fiir die auch [, i.a. grof} ist, gilt:

w>wp : IGK(1+GK) ' = |1+ GK)(GK)™ 7! = (GK)™ ' +1]7*
~ |[(GK)™! ™ = |GK]

1
= |GK| < ™ fiir grofie w. (50)
M

D.h. wenn die Unsicherheit grof§ ist, muss die Verstarkung klein sein. Man muss also ,,vorsichtig*
regeln. Wenn die Unsicherheit klein ist, dann kann man auch die Verstarkung grofl wihlen.

Unsicherheitsbeschreibung Robustheitskriterium

multiplikative Grear = (14+AM)G | |[GK(1+GK)™ Y =1T| < m YV w
Ausgangsunsicherheit | |Apy| <lp Vw

multiplikative | ¢ CGreat = G(1+Ap) | [KGA+KG) <y Vo oo
Eingangsunsicherheit | |Ag| <lp Vw

additive Greal =G+ AA ‘K(l + GK)_l‘ = |KS| < lA%W) Y

Unsicherheit [Aa| <y Vw

Tabelle 1: Robustheitskriterien fiir unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen.

Das Auffinden von Robustheitskriterien fiir andere Unsicherheitsbeschreibungen erfolgt ganz ana-
log. Hier soll nur das Ergebnis angegeben werden (Tab.

Es gibt noch weitere unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen in der Literatur, die aber oft
nur fiir Spezialfiille interessant sind: z.B. inverse multiplikative Ausgangsunsicherheit oder additiv
riickwirkende Unsicherheit. Mit dem allgemeinen Satz kann man leicht die Robustheitskriterien
fiir die entsprechenden Félle herleiten.



