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Positiv Definite Matrizen

Definition 1. Fine Matriz P € R™*"™ heif§t positiv semi-definit wenn P symmetrisch
ist und &' Px > 0 fir alle z € R™.

Definition 2. Fine Matrix P € R™™™ heifit positiv definit wenn P symmetrisch ist
und " Pz > 0 fiir alle z € R™"\{0}.

Bemerkung. Wir beschrénken uns hier auf die positive Definitheit von symmetrischen
Matrizen, aufgrund folgender Tatsache. Sei A € R™ ™. Dann ldsst sich A als Summe
einer schief-symmetrischen und symmetrischen Matrix schreiben:

A=Y a—ary slagan.
2 —— 2 ——

schief-symmetrisch symmetrisch

AuBerdem ist 27 Az = J2T(A— AT)z+ 32T (A+ AT )z = Lo (A+ AT)z. Somit spielt
nur der symmetrische Anteil eine Rolle.

Bemerkung. Sei P € R™ " positiv semi-definit. Die Matrix P ist genau dann po-
sitiv definit, wenn P invertierbar ist.

Im Folgenden werden einige Ergebnisse gezeigt, mit deren Hilfe man die positive De-
finitheit von Matrizen {iberpriifen kann.

Satz 3 (Seite 1 in [1]). Sei P € R™ ™ symmetrisch, dann sind folgende Aussagen sind
daquivalent:

e P ist positiv (semi-) definit.
o Alle Figenwerte von P sind (nichtnegativ) positiv.
e Alle Hauptminoren der Matrix P sind (nichtnegativ) positiv.

Die Hauptminoren k-ter Ordnung einer symmetrischen Matrix

P11 P12 P13
P12 P22 D23

P = b1z D23 P33

sind definiert als die Determinanten der k x k-Matrizen, die durch Wegstreichen von
n — k Zeilen und Spalten entsteht.
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Die Hauptminoren erster Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen
Hyy=2, Hi2=0, Hy3=0.

Die Hauptminoren zweiter Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen

20 2 1 0 0
H2,1=[0 0]7H2,2={ ]’HQ’?’:[O 0]

Der Hauptminor dritter Ordnung von P ist die Determinante der Matrix P selbst. Da
Det(H>2) < 0 gilt mit Satz 3, dass P nicht (semi-)definit ist. Die Eigenwerte von P sind

AMP) ={0,1++2,1—-+2}.

Satz 4 (Satz 7.2.5 in [4]). Eine Matrix P € R™*" ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre fiihrenden Hauptminoren positiv sind.

Die fithrenden Hauptminoren der Matrix P aus (1) sind definiert als:

DIl Pio P11 P12 P13
hi = Det(p11), ha = Det ([pm p22]> , hg=Det | |p12 p22 p23| |,
P13 P23 P33

Bemerkung. Fiir positv semi-definite Matrizen gilt nur eine Richtung des Satzes 4!
Das heifit, wenn P positiv semi-definit ist, sind alle ihre fiihrenden Hauptminoren nicht-
negativ, aber nicht umgekert. Dies siecht man an dem oben gezeigten Beispiel. Man
kann leicht nachrechnen, dass hy = Det(Hi1) = 2 > 0, ho = Det(Hz1) = 0 > 0,
hs = Det(P) = 0 > 0, allerdings ist, wie schon gezeigt, P indefinit.

Satz 5. Eine Matriz P € R™*" ist genau dann positiv semi-definit, wenn sie geschrieben
werden kann als P = B' B mit B € R™*". Ferner ist P genau dann positiv definit, wenn
B nichtsingulir (also auch quadratisch, m = n) ist.

Satz 6 (Seite 398 in [4]). Sei P € R™*"™. Wenn P positiv (semi-) definit ist, dann sind
die FEintrige auf ihrer Hauptdiagonalen (nichinegativ) positiv. Ferner ist die Spur und
die Determinante von P (nichtnegativ) positiv.

Bemerkung. Demnach gilt, wenn die Hauptdiagonale von P mindestens einen negati-
ven Eintrag enthilt, dann ist die Matrix nicht positiv (semi-) definit .

Bemerkung. Aquivalent zur positiven Definitheit von Matrizen kann man auch die

negative Definitheit von Matrizen definieren. Eine Matrix P ist genau dann negativ

(semi-) definit, wenn — P positiv (semi-) definit ist.

Niitzliches

Satz 7. Fir jede reelle, symmetrische Matrix A € R™ ™ gilt fiir alle x € R™
Amin(A)[|2]* < 27 Az < Amax(A) 2] (2)

wobei Amin(A) der kleinste Eigenwert und Apax(A) der grifite Eigenwert von A sind.

Satz 8 (Beweis folgt aus Satz 1.2.12 in [4]). Sei A € R**2. Die Eigenwerte von A sind
genau dann positiv wenn Spur(A) > 0 und Det(A) > 0.

Bemerkung. Dieser Satz gilt im Allgemeinen nur fiir 2 x 2-Matrizen!



Satz 9 (S. 39in [4]). Sei A € R™™"™ eine beliebige obere oder untere Dreiecksmatriz, d.h.
A (oder AT) ist von der Form

A1k %
0 AQ *
A=10 0 X
dann sind die Fintrdige auf der Diagonalen Aq,..., A\, auch die Eigenwerte von A.

Satz 10 (S. 62 in [4]). Sei A € R™*" (oder AT ) ist von der Form

A A
=13 4]

dann sind die Figenwerte von A, die Vereinigung der Eigenwerte der Matrizen A1y und

A22 .
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