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Ruhelagen und Lésungen

Sei f: U CR™ — R” ein einmal stetig differenzierbares
(kurz f € CY(U,R™)) Vektorfeld. Wir betrachten im Folgenden
Differentialgleichungen der Form
= f(x).
x* heiBt Ruhelage (RL) von & = f(x) wenn f(z*) = 0.
Ohne Einschrakung gilt z* = 0.

Eine Losung von & = f(z) mit Anfangswert o wird mit
t — x(t;xo) bezeichnet.
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Stabilitat im Sinne von Lyapunov

Definition
Sei z* =0 RL von & = f(z). * = 0 heiBt stabil (im Sinne von
Lyapunov), wenn fiir jedes £ > 0 ein §(g) > 0 existiert, so dass gilt

|zo| < d(e) =Vt > 0 :|z(t; z0)| < e.

Eine RL die nicht stabil ist heiBt instabil (i.5.v. Lyapunov).
Die RL x* = 0 heiBt anziehend (attraktiv), wenn es ein i > 0 gibt,
so dass gilt
|zo| < m = lim z(¢;z0) = 0.
t—o0

Ist die RL z* = 0 stabil und attraktiv, dann heiBt sie asymptotisch
stabil. Die RL x* = 0 heiBt exponentiell stabil, falls es ¢, k,a > 0
gibt so dass fiir alle |z9| < c und alle t > 0 gilt

|z (t; z0)| < Kk |xo] et
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Beispiel nach Vinograd (1957)

Sei r = /a2 + y?. Betrachte

?(y—x) +9°
r2(1+r4)

2 (y — 2)

r2(14rd)"

z* = 0 ist die einzige Ruhelage.
Man kann zeigen (Meiss, Differential Dynamical Systems, p.120):
o Jede Losung konvergiert in den Ursprung.
e Fire= % > 0 gilt: fiir jedes § > 0 gibt es
zo € Bs(0) = {x € R?|||z|| < §} so dass t — z(t,z¢) die
Menge B1(0) verlasst.
2

Details, sieche Hahn, Stability of Motion, §40, p.191ff.

RL z* = 0 is attraktiv aber instabil.
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Beispiel nach Vinograd (1957)

—_—— >
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Stabilitat der Linearisierung ?

Indirekte Methode von Lyapunov.

Sei #* = 0 eine Ruhelage von @ = f(x) und f € C'(U,R"). Setzte

A= <8f"' ) .
6[17]‘ r=x*/ ij

Dann gelten folgende Aussagen:
@ Ist der Realteil aller Eigenwerte \; von A negativ, dann ist die
Ruhelage z* = 0 asymptotisch stabil.

@ Gibt es einen Eigenwert \; von A dessen Realteil positiv ist,
dann ist die Ruhelage instabil.
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Stabilitat der Linearisierung — Plausibilisierung 1 ?

Weil f stetig differenzierbar ist, gilt wegen des Satzes von Taylor
und wegen des Mittelwertsatzes, dass fiir jedes a > 0 ein k(a) > 0
gibt mit

lyl < a = lg(y)| < k(a) |yl*. (1)

Weil der Realteil aller Eigenwerte der Linearisierung kleiner als Null
ist, gibt es ein A > 0 so dass fiir alle Eigenwerte o gilt

Re(o) < =A< 0.
Des Weiteren gilt, fiir jedes v € R™ gibt es C' > 1 so dass
‘etAv‘ < Clvje ™ (2)

fir t > 0 ist. Sei nun § > 0 fest, so dass 6 < a und Cké — A < 0
gilt. Definiere a = A — CkJ, d.h. a > 0. Weiterhin definiere b = %,
dh.b>0und b<d <a.
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Stabilitat der Linearisierung — Plausibilisierung 2 ?

Betrachte nun die Lésung von ¢ = Ay + g(y) fiir eine
Anfangsbedingung yo mit |yo| < b. Dann gibt es ein nichtleeres
Intervall J = {t € R|0 <t < 7} so dass die Losung ¢ — y(t;y0)
mit y(0; yo) = yo existiert und die Ungleichung

ly(t;yo)| < 0
fir alle t € J gilt. Wegen § < a und (1) gilt
19(y(t;y0))| < k(@) [yt yo)* < k(a)d |y(t; o) (3)

fir alle t € J. Mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten
ist die Losung von ¢ = Ay + g(y) gegeben durch

t
y(t: 1) = eyo + /0 )4 g (y (s yo) ) ds.
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Stabilitat der Linearisierung — Plausibilisierung 3 ?

Aus (3) und (2) folgt
0060 < Ce ool + k@ [ ey o) s
Sei £(t) = |y(t;yo)| M. Dann gilt fiir t € J die Ungleichung
£(t) < C lyo| + Ch(a)s /O e(s)ds. (4)
Verwenden das Lemma von Gronwall um (4) abzuschatzen:
60 < Clunl + k(@ [ €(s)ds = €(1) < C o] O

Damit gilt fiir t € J die Abschitzung

= |y(t;y0)| < C lyo| e “H@=NE < O |yo| e
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Stabilitat der Linearisierung — Plausibilisierung 4 ?

D.h. solange |yo| < ¢ und |y(¢;yo)| < 0 fiir alle t € J gilt, dann gilt

ly(t;y0)| < C lyol e

firallet € J = {t € R|0 <t < 7}. Man kann mittels der
Fortsetzbarkeit von Losungen zeigen, dass 7 nicht endlich sein
kann, also gilt J = [0, 00). Somit haben wir plausibilisiert, warum
die Ruhelage einer Differentialgleichung asymptotisch stabil ist,
wenn die Eigenwerte der Linearisierung an einer Ruhelage
negativen Realteil haben.
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Lemma von Gronwall

Lemma
Sei g,k : [0,a] — R stetig, a > 0 und k(t) > 0 fiir ¢t € [0, al.
Angenommen fiir g gilt die Ungleichung

o) < e+ /O K(s)g(s)ds (5)

fiir alle 0 < ¢t < a. Dann gilt fiir alle ¢ € [0, a]
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Lemma von Gronwall

Definiere G : [0,a] — R durch G(t) = ¢+ fg k(s)g(s)ds. Wegen
(5) gilt sofort g(t) < G(t) fiir alle t € [0, a]. Es gilt G(0) = c.
Weil g, k stetig sind, ist G stetig diffbar. Differentiation von G gibt

G(t) = k(t)g(t) < k()G(?)

d.h. G — kG < 0. Multiplikation mit e~ Jo #(=)45 ergibt

t . d t
= Jo k(s)ds iy _ _ — [y k(s)ds) <
e Jo (G — kG) o (G(t)e 0 ) <0.

Integration liefert
G(t) < celo k()ds

Weil g < G ist, gilt die Behauptung.
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Variation der Konstanten - 1

Lose y = Ay + g(y) mit A € R™™ ", g : R™ — R" stetig diffbar.

Lemma

Die Lésung des Anfangswertproblems § = Ay + g(y) mit
Anfangswert yy € R" ist gegeben durch

t
y(t; yo) = exp (At)yo + /0 exp A(t — 7)g(y(7; %0) )dr.
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Variation der Konstanten - 2

Losung von § = Ay mit AB yp ist t — exp (At)yo.
Sei t — y(t;y0) Losung von § = Ay + g(y), definiere
z(t; o) = exp (—=At)y(t; o), dann gilt:

(55 5D (A40)2(t540) + exp (A0 (5 0) = Ay(t: o) + g (t530)

% exp (At)=Aexp (At)
=

Z(t;y0) = exp (—At)g(y(t; vo))-

Mit z(0; yo) = exp (A0)y(0; yo) = yo und Integration von
£(t;y0) = exp (—At)g(y(t;50)) folgt

2(ty0) — o = /0 exp (~ AT)g(y(r; yo))dr

Mit y(t;y0) = exp (At)z(t; yo) ergibt sich die Behauptung.
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Stabilitdt mittels Linearisierung

Bemerkung 5

Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(x) und sei die Linearisierung
um die Ruhelage gegeben durch ¢y = Ay. Sind die Realteile aller
Eigenwerte kleiner oder gleich Null und gibt es einen Eigenwert von
A dessen Realteil gleich Null ist, so kann mittels der Linearisierung
keine Aussage iiber die Stabilitdt der Ruhelage z* = 0 gemacht
werden.
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Beispiel 6

Betrachte & = —z> und & = 2®. Die RL 0 is in beiden Fillen die einzige RL.
Die Lésungen t — x(t; 20) zur AB o von & = —z* erfiillen

2]

t;20))? = — 2,
(@(t; o)) 15 2020

d.h. die Lsungen mit zo > 0 (zo < 0) sind streng monoton abnehmende
(zunehmende) Funktionen von ¢ und alle Lésungen konvergieren gegen die RL.
Somit ist die RL asymptotisch stabil.

Die Losungen t — x(t; z0) zur AB o von i = 2* erfiillen

]

t;20))’ = —0
(z(t;20))” = 7= 2031’

d.h. alle Lésungen mit zo # 0 sind in endlicher Zeit unbeschrénkt. Damit ist
die RL instabil.
Die Linearisierung an der RL hat im ersten Fall die Systemmatrix
A= %h;o = —32%|,—0 = 0 und im zweiten Fall die Systemmatrix
A= %h:o = 3x2|1:0 = 0. Somit In beiden Fillen ist die Linearisierung an
der RL gegeben durch

y=0.
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Beispiel 7: elektrischer Schaltkreis

Ry

C—= luc D Ry
L

« p

d . 1 )
%Zl = Z(_uc_Rlll)
iu l(i _ E)
dt ¢ C ! Ry

Im System gespeicherte Energie (Kapazitat und Induktivitét)

1. 1
V(ig, ue) = §L112 + §Cuz.
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Beispiel 7: elektrischer Schaltkreis

Wie andert sich V' mit der Zeit?

DV (1), e(1)) = Lir(t) i) + Cuelt) Tue(1)

= () (—uc(t) — Raig(t)) + ue(t) (i (t) — ——

a >0, V(i(t),u(t)) < ce™2t mit ¢ = |(1Li(0), 1Cu(0))|.
Also nimmt V' monoton ab und V(¢) — 0 for t — oo. Somit ist die
RL u. = 7; = 0 asymptotisch stabil.
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Energieinterpretation der Stabilitat

V(ir(t), ue(t)) = 2 Lir(t)* + 3Cuc(t)? ist die im Schaltkreis (also der
Kapazitdt und der Induktivitdt) zum Zeitpunkt ¢t gespeicherte Energie. Zu
einem gegebenen Anfangsstrom ;(0) und einer gegebenen Anfangsspannung
uc(0) hat das System eine bestimmte Energie V (0) = 3 Li;(0)> + Cuc(0)>.
Alle moéglichen Werte, die von den Zustdnden des Systems angenommen
werden konnen, liegen bei gegebener Systemenergie auf einer Hohenlinie von
V. Wir wissen, dass die Energie des Systems mit der Zeit streng monoton
abnimmt. D.h., die moglichen Werte der Zusténde liegen mit fortschreitender
Zeit auf Hohenlinien mit kleinerem Wert. Liegen die Werte der Zustande zu
einem Zeitpunkt in einer beliebigen durch eine Hhenlinie festgelegten
Umgebung der Ruhelage, so konnen die Werte zu einem spateren Zeitpunkt
niemals auBerhalb dieser Umgebung liegen. Deswegen ist die Ruhelage stabil.
Weil durch den Wert der Energiefunktion festgelegt ist, welche Zustinde das
System einnehmen kann, der Wert gegen Null konvergiert und die Energie nur
Null werden kann, wenn beide Zustande Null werden, ist die Ruhelage Null

attraktiv. Somit ist die Ruhelage asymptotisch stabil.
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Definitheit

Sei U C R™ eine offene Umgebung von 0. Eine
Funktion V : U — R heiBt lokal positiv definit wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) V ist stetig differenzierbar, also V € C*(U,R),
(i) V(0) =0 und
(i) V(z) > 0 fir x € U \ {0}.
V' heiBt lokal positiv semidefinit wenn statt (iii) gilt
(iii") V(x) >0 fir x € U \ {0}.
Ist U = R" so sprechen wir von positiv definiten bzw. positiv

semidefiniten Funktionen. Negativ definit und negativ semidefinit
definiert man analog.
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Lieableitung

Sei

&= f(x)
eine Differentialgleichung mit stetig differenzierbarem Vektorfeld
f:UCR" - R"und V:U — R eine stetig differenzierbare
Funktion und ¢ — x(t; xo) eine Lésung von & = f(z) mit
Anfangsbedingung x(. Es gilt mit der Kettenregel

d oV d oV
_ t: - - - . _ . . 1
Wir definieren die Lie-Ableitung LyV : UR von V' in Richtung von
f durch
ov
LV =—Ff.
f ox

Man schreibt wegen (1) auch oft V' statt L;V.
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Direkte Methode von Lyapunov

Satz 9

Sei z* = 0 eine Ruhelage von @ = f(x) und D eine offene
Umgebung von 0. Gibt es ein positiv definites V' : D — R so
dass LV negativ semidefinit auf D ist, dann ist z* = 0 stabil.
Ist LV negativ definit, dann ist * = 0 asymptotisch stabil.

Bemerkung 10
Sinde diese Bedingungen erfiillt heiBt V' Lyapunovfunktion.

Definition 11
Sei x* eine asymptotisch stabile RL von & = f(z). Die Menge

R = {zo € U|lim (t;2z0) = 2"} (2)

heiBt der Einzugsbereich von z*. Gilt R = R", dann heiBt z*
global asymptotisch stabil.
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Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii

2
Sei V : R? — R definiert durch V(z1,z2) = —1y 4 3.
1
Betrachte das System

21 = fi(z1,22) = *(
T2 = fa(x1,22) = — (

Es gilt

—2(331 + 332)
(1+af)?

2.%‘1 Tl
LV = —6 2 2
! <1+x%>2( e “)* v

1222 dzizs dzo(z1 + 2)
(I+az)*  (1+27)? (1+a7)?

_ 4 3$% +a:2
e \(+ad)? ")
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Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii

D.h. V ist positiv definit, L;V negativ definit. D.h. die (einzige) Ruhelage des
Systems ist asymptotisch stabil. Betrachte die Kurve z2 = ﬁ Es gilt

lim —2 - = oo, lim 2__ —0.
z14V2 21-v2 z1>V2, 1 —00 T1=V2
Die Steigung der Tangenten entlang der Kurve ist

dro __ 1

dzi1 — z

S
17\/511+71
Entlang der Kurve gilt

fa(z1,22) - _ 1
fi1(z1,22) o, 1+2v2x1 +223
BTl

D.h. entlang der Kurve ist der Winkel zwischen der Tangente und den Vektoren

positiv, d.h. die Lésungen der Dgl verlaufen in dem durch die Kurve
abgetrennte Gebiet und kénnen dieses nicht in Richtung der Achsen verlassen.
Damit gibt es Losungen die nicht in den Ursprung konvergieren. Das heiBt
obwohl V' positiv definit ist, O die einzige Ruhelage ist, diese asymptotisch
stabil ist, gibt es Losungen die nicht gegen 0 konvergieren. Damit ist 0 nicht
global asymptotisch stabil.

List?



Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii (P




Globale asymptotische Stabilitat

Definition 13
Sei V :R" —» R. Gilt

lim V(z)= oo,

|z|—o0
dann heiBt V radial unbeschrankt.

Satz 14

Sei * = 0 eine Ruhelage von & = f(x). Existiert ein positiv
definites, radial unbeschranktes V' : R™ — R so dass LV negativ
definit ist, dann ist * = 0 global asymptotisch stabil.
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Abschatzung des Einzugsbereichs

Bemerkung 15

Eine (untere) Abschatzung des Einzugsbereichs erhdlt man wie
folgt. Sei * = 0 eine Ruhelage von & = f(x). Sei D C U ein
Gebiet mit z* € D auf dem V' : U — R positiv definit und LV
negativ deinit ist. Jede beschrankte Niveaumenge

H. = {z € D|V(x) < c} ist eine Abschatzung fiir den
Einzugsbereich.
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Beispiel 16

?

Feder-Masse-Schwinger mit linearer Dampferkraft Fy =dZ mitd € R, d > 0
und Federkraft F. = ¢p(2) mit kiz < ¢p(z) < koz und 0 < k1 < k2.

Die Bewegungsgleichungen lauten mZz 4 dz 4+ ¢ r(2). In ZRD mit v = 2:
z=w
. 1
v=—— (qpp(z) + dv).
m

Die einzige Ruhelage des Systems ist bei (0,0). Die im System gespeicherte
kinetische und potentielle Energie ist

V(v )= gme? + /0 T pr(Q)dc.

V ist positiv definit.
51st?




Beispiel 16 ?

Nun gilt LyV = —dv®. D.h. LV ist negativ semidefinit und damit nach
Lyapunov stabil. Ist die Feder linear, dann ist die Ruhelage (0,0) asymptotisch
stabil. Wie sieht es im nichtlinearen Fall aus? Sei also

t — (v(t; (vo, 20)), z(¢; (vo, z0)) eine Losung. Ist v(¢; (vo, 20)) # 0, gilt

V(v(t; (vo, 20)), z(¢; (vo, 20))) = —d(v(t; (vo, zo)))z.

D.h. t = V(t) := V(v(¢; (vo, 20)), 2(¢; (vo, 20))) nimmt ab wenn

v(t; (vo, 20)) # 0 ist. Weil ¢t — V(¢) aber nicht kleiner als Null werden kann,
muss ¢ — V(t) es ein T' > 0 geben, so dass gilt V() = const. fiir alle t > T'.
Dann ist zwangsliufig v(t; (vo, z0)) = 0 fiir t > T. Was kann dann passieren?
Betrachten wir also eine Lésung, bei der v(¢; (vo, z0)) = 0 fiir t > 0 (wir
schreiben auch v(t; (vo, 2z0)) = 0) gilt. Einsetzen in die DGL liefert

Yr(z(t; (vo, 20))) = 0, das gilt aber nur wenn z(¢; (vo, z0)) = 0 gilt. D.h. wir
kénnen v(t; (vo, 2z0)) = 0 nur erreichen wenn gleichzeitig auch z(t; (vo, 20)) =0
gilt. Weil zwangslaufig v(¢; (vo, z0)) = 0 fiir alle ¢ > T erreicht wird,
konvergieren wir also gegen die einzige Ruhelage. Somit ist die Ruhelage

asymptotisch stabil.
ist®




Invarianzprinzip

Bemerkung 17

Im Feder-Masse-Beispiel wissen wir, dass alle Lésungen innerhalb
einer beschrankten Niveaumenge H,. von V verlaufen. Weiterhin
konvergiert jede Losung gegen die Menge {x € H.|L;V (x) = 0}.
Wir wollen ausschlieBen, dass es einen weiteren Losung neben der
Ruhelage gibt, die in der Menge {x € H.|L;V (x) = 0} verlauft.

Satz 18 (Invarianzprinzip nach Krasovskii-LaSalle)

Sei z* = 0 eine Ruhelagen von & = f(x). Sei weiterhin V : U — R
eine Lyapunovfunktion um die Stabilitdt der Ruhelage z* =0
nachzuweisen. Sei £ = {x € U|L;V (x) = 0}. Liegt kein
Vorwirtsorbit vollkommen in E, d.h. gilt fiir alle 2o € U \ {0} dass
{x(t;z0) € Ut > 0} N E = (), dann ist 0 asymptotisch stabil.
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Instabilitatssatz

Satz 19 (Chetaev)

Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(x), f : U — R™. Weiterhin sei
V : U — R eine stetig differenzierbare Funktion,

B. ={x e R"||z| < e} C U, und W C B. eine offene Menge so
dass gilt:

e 0 e oW,
o V(z)=0 firz € OW N B,
o V(x) >0 firxzeW.
o LyV(r)>0forxzeW.
Dann ist die Ruhelage z* = 0 instabil.
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Lyapunovtheorie und lineare Systeme 1 ?

Definition 21

Eine symmetrische Matrix A € R"*™ heiBt positiv definit, wenn
x" Pz > 0 fiir alle € R™ \ {0} gilt. Ist 27 Pz > 0 so nennt man
P positiv semidefinit.

Definition 22

Eine Matrix A € R™"*"™ heiBt Hurwitzmatrix, wenn fur alle
Eigenwerte A\ von A gilt

Re(\x) < 0. (1)
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Lyapunovtheorie und lineare Systeme 2

?

Satz 23

Die Matrix A ist genau dann eine Hurwitz-Matrix, wenn die
Gleichung

ATP+PA+Q=0 (2)

fiir jedes positiv definite () eine eindeutige, positiv definite
Losung P besitzt.

Bemerkung 24

Somit gilt, ist £ = Ax asymptotisch stabil, dann gibt es auch eine
quadratische Lypaunovfunktion V(z) = z' Pax.
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Positiv Definite Matrizen und Funktionen

Definitheit von Matrizen

Definition 1. Eine Matriz P € R™ "™ heifst positiv semi-definit wenn P symmetrisch
ist und ' Px > 0 fiir alle x € R™.

Definition 2. FEine Matriz P € R™" heifit positiv definit wenn P symmetrisch ist
und x7 Pz > 0 fiir alle z € R™\{0}.

Bemerkung. Wir beschrénken uns hier auf die positive Definitheit von symmetrischen
Matrizen, aufgrund folgender Tatsache. Sei A € R™ ™. Dann ldsst sich A als Summe
einer schief-symmetrischen und symmetrischen Matrix schreiben:

1 1
A== (A-AT) +-(A+A47").
2 —— 2 ——
schief-symmetrisch symmetrisch

AuBerdem ist 2" Az = J2T(A— AT)z+ 32T (A+ AT )z = 12T (A+ AT)z. Somit spielt
nur der symmetrische Anteil eine Rolle.

Bemerkung. Sei P € R™" positiv semi-definit. Die Matrix P ist genau dann po-
sitiv definit, wenn P invertierbar ist.

Im Folgenden werden einige Ergebnisse gezeigt, mit deren Hilfe man die positive De-
finitheit von Matrizen {iberpriifen kann.

Satz 3 (Seite 1 in [1]). Sei P € R™ "™ symmetrisch, dann sind folgende Aussagen sind
dquivalent:

o P ist positiv (semi-) definit.
o Alle Figenwerte von P sind (nichtnegativ) positiv.
e Alle Hauptminoren der Matriz P sind (nichtnegativ) positiv.

Die Hauptminoren k-ter Ordnung einer symmetrischen Matrix

P11 P12 D13
P12 P22 P23

P= P13 P23 P33

sind definiert als die Determinanten der k x k-Matrizen, die durch Wegstreichen von
denselben n — k Zeilen und Spalten entsteht, d.h., wenn die i-te Zeile weggestrichen
wird, muss auch die i-te Spalte weggestrichen werden.

Beispiel. Sei

2 0 1
P=10 0 0. (1)
100



Die Hauptminoren erster Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen
Hyy=2, Hi2=0, Hy3=0.

Die Hauptminoren zweiter Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen

20 2 1 0 0
H2,1=[0 0]7H2,2={ ]’HQ’?’:[O 0]

Der Hauptminor dritter Ordnung von P ist die Determinante der Matrix P selbst. Da
Det(H>2) < 0 gilt mit Satz 3, dass P nicht (semi-)definit ist. Die Eigenwerte von P sind

AMP) ={0,1++2,1—-+2}.

Satz 4 (Satz 7.2.5 in [4]). Eine Matrix P € R™*" ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre fiihrenden Hauptminoren positiv sind.

Die fithrenden Hauptminoren der Matrix P aus (1) sind definiert als:

DIl Pio P11 P12 P13
hi = Det(p11), ha = Det ([pm p22]> , hg=Det | |p12 p22 p23| |,
P13 P23 P33

Bemerkung. Fiir positv semi-definite Matrizen gilt nur eine Richtung des Satzes 4!
Das heifit, wenn P positiv semi-definit ist, sind alle ihre fiihrenden Hauptminoren nicht-
negativ, aber nicht umgekert. Dies siecht man an dem oben gezeigten Beispiel. Man
kann leicht nachrechnen, dass hy = Det(Hi1) = 2 > 0, ho = Det(Hz1) = 0 > 0,
hs = Det(P) = 0 > 0, allerdings ist, wie schon gezeigt, P indefinit.

Satz 5. Eine Matriz P € R™*" ist genau dann positiv semi-definit, wenn sie geschrieben
werden kann als P = B' B mit B € R™*". Ferner ist P genau dann positiv definit, wenn
B nichtsingulir (also auch quadratisch, m = n) ist.

Satz 6 (Seite 398 in [4]). Sei P € R™*"™. Wenn P positiv (semi-) definit ist, dann sind
die FEintrige auf ihrer Hauptdiagonalen (nichinegativ) positiv. Ferner ist die Spur und
die Determinante von P (nichtnegativ) positiv.

Bemerkung. Demnach gilt, wenn die Hauptdiagonale von P mindestens einen negati-
ven Eintrag enthilt, dann ist die Matrix nicht positiv (semi-) definit .

Bemerkung. Aquivalent zur positiven Definitheit von Matrizen kann man auch die

negative Definitheit von Matrizen definieren. Eine Matrix P ist genau dann negativ

(semi-) definit, wenn — P positiv (semi-) definit ist.

Niitzliches

Satz 7. Fir jede reelle, symmetrische Matrix A € R™ ™ gilt fiir alle x € R™
Amin(A)[|2]* < 27 Az < Amax(A) 2] (2)

wobei Amin(A) der kleinste Eigenwert und Apax(A) der grifite Eigenwert von A sind.

Satz 8 (Beweis folgt aus Satz 1.2.12 in [4]). Sei A € R**2 mit reellen Eigenwerten. Die
FEigenwerte von A sind genau dann positiv wenn Spur(A) > 0 und Det(A) > 0.

Bemerkung. Dieser Satz gilt im Allgemeinen nur fiir 2 x 2-Matrizen!



Satz 9 (S. 39in [4]). Sei A € R™™"™ eine beliebige obere oder untere Dreiecksmatriz, d.h.
A (oder AT) ist von der Form

)\1 * *
0 )\2 *
A=10 0 A

dann sind die Eintrdge auf der Diagonalen M1, ..., A, auch die Eigenwerte von A.
Satz 10 (S. 62 in [4]). Sei A € R™™ (oder A") ist von der Form
A A

dann sind die Figenwerte von A, die Vereinigung der Eigenwerte der Matrizen A1y und
A22.

a; a2
az a4

1 1
ap az] ag  —ap
a3 G4 aiaq4 — asa3 | —as al ’

Definitheit von Funktionen

Satz 11. Sei A = [ ] € R?*2, dann gilt

Sei U C R" offen und 0 € U. Sei f: U — R eine stetige Funktion.

Definition 12. Die Funktion f ist lokal positiv (semi-)definit wenn f(0) = 0 und
f(xz) >0 (f(xz) > 0) fir alle x € U\{0}.

Definition 13. Sei U = R". Die Funktion f ist positiv (semzi-)definit wenn f(0) =0
und f(z) >0 (f(z) >0) fir alle z € R"\{0}.

Definition 14. Sei U = R™. Die Funktion f ist radial unbeschrdnkt wenn

(d.h. fiir jede Folge {xp}nen mit lim, o0 |2y| = 00 gilt limy, oo f(2) = 00).

Satz 15. Sei P € R™™ ™ eine reelle quadratische, symmetrische Matriz. Die Funktion
g(x) = x" Px ist genau dann positiv (semi-) definit wenn die Matriz P positiv (semi-)
definit ist.

Satz 16. Die Funktion f ist lokal positiv definit, wenn f(0) = 0 und eine positiv definite
Matriz P € R™" existiert, so dass

a' Pz < f(z), Vrel.

Die Funktion ist positiv definit, wenn U = R™. Ferner ist f dann auch radial unbe-
schrankt.

Satz 17 (Folgt aus Satz 2.16 in [2]). Sei f zwei mal stetig differenzierbar. Ferner gilt,
dass f(0) = 0 und Vf(0) = 0. Wenn die Hesse-Matriz V2f(0) positiv (semi-) definit
ist, dann ist die Funktion f ist lokal positiv (semi-) definit .

Bemerkung. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nur in folgender Form: Sei f wie
im vorhergehenden Satz. Wenn f positiv (semi-) definit ist, dann ist die Hesse Matrix
V2£(0) positiv semi-definit.

Beispiel: f(z) = z*. Diese Funktion erfiillt alle Anforderungen, d.h. f(0) =0, Vf(0) =0
und die Hesse-Matrix V2f(0) = 0. Jedoch ist diese Funktion positiv definit und ihre
Hesse-Matrix positiv semi-definit.
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Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme
und Kalman-Bucy-Filter

Endlicher Zeithorizont
Definition 1. Ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit endlichem Zeit-
horizont ist ein Optimalsteuerungsproblem der Form:
ty
J* (0,0, /) = min / 20T Qut) + u(t) Ru(t)dt + x(t;) T Sa(ty)
w 0
s.d. x(t) = Az(t) + Bu(t)
IE(O) =z € R",
u(t) € R™,t € [0,1].

Wobei Q,S, A € R™™, R e R™*™ B ¢c R"™". Ferner, Q = C"C positiv semi-definit, S positiv
semi-definit und R positiv definit.

Satz 1 ([1,B]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit
endlichem Zeithorizont. Es existiert eine eindeutige Losung zu dem Problem mit optimalen
Kosten J*(x0,0,ty) = xg P*(0)xo, optimalem Eingang u*(t) = —R™IBT P*(t)x*(t) und die opti-
male Lésung erfillt i* = (A — BR™'BT P*(t))x*, mit Anfangsbedingung x(0) = zo wobei P*(t)
die Lésung der Matriz-Differentialgleichung

—P*=P*A+A"P* —P*BR'BTP*+Q W

P*(ty) =S

15t.
Bemerkung. Wir beschrinken uns als Suchraum fir den optimalen FEingang auf die Menge

der stiickweise stetigen Funktionen.

Bemerkung. Die Gleichung wird auch als Riccatische Matrix-Differentialgleichung bezeich-
net.

Unendlicher Zeithorizont

Definition 2. Ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit unendlichem
Zeithorizont (hier: LQR = Linear Quadratic Regulator) ist ein Optimalsteuerungsproblem der
Form:

J*(x0,0) = muin /000 z(t) T Qu(t) + u(t) T Ru(t)dt
s.d. z(t) = Az(t) + Bu(t)
z(0) = g € R™,
u(t) e R™, t € [0,00).

Wobei Q,S, A € R**", R e R™™ B e R"™™. Ferner, Q = CTC positiv semi-definit, R positiv
definit.



Bemerkung. Auch hier, beschrinken wir uns als Suchraum fiir den optimalen Eingang auf die
Menge der stiickweise stetigen Funktionen.

Satz 2 ([2,[7]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit
unendlichem Zeithorizont (LQR-Problem). Wenn (A, B) steuerbar und (A, C) beobachtbar
sind, dann existiert eine eindeutige, positiv definite Losung P* der Matrizgleichung

P*A+A"P*—P*BR'B"P*+Q =0 (2)
so dass
1. J*(20,0) = 2] P*zo und
2. (A — BR™'BT P*) Hurwitz ist.
Ferner ist dann die optimale Zustandstrajektorie die Losung von i* = (A — BR™'BT P*)z* mit
7*(0) = mg und der optimale Eingang ist u*(t) = —R™'BT P*x*(t).

Bemerkung. Die Gleichung (2)) wird auch als Algebraische Riccati Gleichung (ARE) bezeichnet.

Stabilitidt mit positiv definitem P* Es ldsst sich recht einfach nachvollziehen, dass der ge-
schlossene Kreis asymptotisch stabil. Die Idee ist, die optimalen Kosten V(x) = J*(z) als Kan-
didaten fiir eine Lyapunov-Funktion zu nehmen. Dies ist moglich, da P* positiv definit ist und
somit 2" P*x positiv definit ist. Wir erhalten dann

L(A_BR—lBTP*)wV(I) = 21‘TP*:E

=2z P*(A— BR'B"P*)z

=2(2"P*Az — 2" P*BR™'B' P*x)

=g (P*A+ A"P*)z — 22" (P*BR™'B"P*)x

= —2'Qz—z" PBR™'B" P*z.
Da @ > 0 ist also V also eine Lyapunov Funktion. Demnach ist der Ursprung stabil. Der letzte
Schritt folgt mit Hilfe von Krasovskii-LaSalle’s Satz. D.h. wir betrachten die groite Invarian-
te Menge in {z € R" | Lia_pr-1p7p+),V(x) = 0}. Sei y = Cx. Da sowohl 2" Qz als auch
" P*BR™' BT P*z nichtnegativ sind, miissen sie unabhiingig voneinander identisch null sein. Mit

2"P*BR™'B"P*x = xt TP*BR"'RR™'B"P*x = w' Ru = 0 folgt nun dass v = 0. Und ferner
aus y 'y = 0 folgt

y=Cx=0

y=CAx =0

jj=CA%2 =0
C

Da nun (A, C) beobachtbar ist hat die Matrix CAl yvollen Rang. Demnach ist x = 0 die einzige

invariante Losung in der Menge {x € R" | Li4_gg-1p7p).V (z) = 0}. Daraus folgt, dass der
Ursprung asymptotisch stabil ist. Da das System linear ist, ist es auch global asymptotisch und
sogar global exponentiell stabil.



Herleitung von u* Bisher wurde davon ausgegangen, dass der optimale Eingang u* die Form
u*(t) = —R71BT Pz(t) hat. Wir wollen nun kliren, warum das so sein muss.

e Betrachte

xq Pz = / ' Qx +u' Rudt.
0

Wir addieren 0 = [ 2T (P*A+ATP*— P*BR™'BT P* +Q)xdt sowie 0 = [“u" BT P*z—
u! BT P*z + 2T P*Bu — 2" P*Budt und erhalten

xg P*xo = / ' Qr+u' Ru—z' (P*A+A"P*—P*BR'B"P*+Q)x
0
—u'B"P*x+u' B Pz — 2" P*Bu+ ' P*Budt.

Nach Umschreiben erhalten wir

zq Pz = / u' Ru —a' P*(Az + Bu) — (Az + Bu) ' P*z — 2" P*BR™'B" P*x
0
+u" BT P*z + 2" P*Budt.

Ersetzen von Az + Bu durch & ergibt
xg P*xg = / u'Ru—a2"P*i—3 P*x—x' P"BR'B' P*x
0

+u' BT P*z + 2" P* Budt.

Da nun P* positiv definit ist, und wir gezeigt haben, dass x(t) — 0 fiir t — oo, gilt ferner
dass fooo & P*r + 2" P*idt = —2(0) " P*2(0) = —z P*z0, demnach

0= / uw'Ru—2"P*BR'B"P*z +u"B"P*x + 2" P*Budt.
0

Der Integrand ist nun eine quadratische Gleichung und lisst sich schreiben als

0 :/ (u+ R 'B"P*2)"R(u+ R™'B" P*z)dt.
0

Danun R > 0 muss also gelten, dass u*(t) = —R™'BT P*x(t), was genau der angegebene optimale
Eingang ist.

Robustheit des LQR-Reglers Wir schreiben den offenen Kreis (s. Abb eines SISO Systems
mit LQR-Regler wie folgt

T = Ax + Bu
1

y=-B' Pz
r

als Ubertragungsfunktion
1
G(s) = -B"P(sI — A)~'B.
r



l 3‘> ¢ = Az + Bu - %BTP:E y

Abbildung 1: LQR-Regelkreis

Welche Eigenschaften darf eine Unsicherheit haben, die zwischen Reglerausgang und Systemein-
gang geschaltet ist? Die Ortskurve des offenen Kreises befindet sich fiir alle » > 0 und alle @ > 0
auBerhalb eines Kreises mit Mittelpunkt —1 + 05 und Radius 1.

1+ G(w)]* = 1+ G(w) (1 + G(jw)) =1+ G (—jw) + G(jw) + G (—jw)G(jw)
— 14+ lBT(_ij ~A)""PB+ 1BTP(M ~A)™'B
r T
1 . _ . _
+ ﬁBT(—ij — A" "PBB"P(jwl — A)"'B
1
=1+ ;BT(—ij — A)" T [P(jwl — A) + (—jwI — A)TP

1
+ PBBTP} (jwI — A)~'B
,

=1- 1BT(—ij —A)T [PA +a"P—LppTP (jwl —A)™'B
r T

——Q
1 ((jwI —A)7'B)" Q ((jwl — A)~'B)

r

>1

Die Ortskurve dringt somit nicht in den Kreis um —14 05 mit Radius 1 ein. D.h. die Unsicherheit

Im

Abbildung 2: Nyquist - LQR

darf den Reglerausgang um den Faktor % < k < oo Verstirken (Abschwichen) und darf die Phase
um den Wert —60° < 6 < 60° verandern.



Weitere Ergebnisse

Satz 3 (5l 6, ®]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem
mit unendlichem Zeithorizont (LQR-Problem). Sei (A, B) stabilisierbar. Es existiert (mind.)
eine positiv semi-definite Losung P der Matrizgleichung

PA+A"P—-PBR'B"TP+Q=0.

Ferner existiert eine positiv semi-definite Losung P* so dass
1. J*(x0,0) = 2] P*xo und
2. (A— BR™'BT P*) Hurwitz ist,

genau dann wenn (A, C) entdeckbar ist. Die optimale Zustandstrajektorie ist dann die Losung von
i* = (A— BR™'BT P*)z* mit *(0) = zo und der optimale Eingang ist u*(t) = —R™'BT P*z*(t).

Bemerkung. Es existiert immer nur maximal eine positiv semi-definite Losung, fiir die (A —
BR~!'BT P*) Hurwitz ist. Falls eine Losung P existiert so dass (A—BR™!BT P*) Hurwitz ist, dann
ist P die grofite aller Losungen. Im Allgemeinen kann es mehrere Losung der Riccati-Gleichung
geben. Die Losung, fiir die gilt J*(xg,0) = 2] P*xo, ist nicht immer diejenige, die zu einem stabi-
lisierenden LQR-Regler fiithrt. Grundsétzlich gilt: Stabilitdt des geschlossenen Kreises iiberpriifen.

Satz 4 ([4]). Es existiert eine positiv definite Lisung Ps der Matrizgleichung
PA+A"P,—P.BR'B"P,+Q =0

so dass (A — BR™'BT P,) Hurwitz ist genau dann wenn (A, B) stabilisierbar ist und (—A,C)
entdeckbar ist.
Kalman-Bucy-Filter
Satz 5. Gegeben sei ein System der Form
&= Az, x(0)=x9€R"
y=Cuz.

mit y(t) € R™. Auferdem sind die Matrizen Q € R™", B € R"™k mit Q = BB positiv
semi-definit sowie R € R™*™ positiv definit, gegeben. Sei (A,C) entdeckbar und (A, B) sta-
bilisierbar, dann existiert eine eindeutige positiv semi-definite Matriz P*, die die Algebraische
Riccati-Gleichung

P*AT + AP* — P*C"R'ICP*+Q =0 (3)
lost. Ferner ist das System
¢=(A—P*C"R'Cle, ¢(0)=¢ypcR"
global asymptotisch stabil, wobei e = x — & mit
i =Ai— P*CTR™YCi —y), &(0)=2¢cR" (4)
Das System mit P* aus wird Kalman-Bucy-Filter genannt.

Bemerkung. Die Kombination eines LQR-Reglers mit einem Kalman-Bucy-Filter als Zustands-
beobacher wird LQG-Regler genannt. Aufgrund des Separationsprinzips ist der geschlossene Kreis
asymptotisch stabil, hat jedoch keine garantierten Robustheitseigenschaften.
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Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit,
Stabilisierbarkeit, Entdeckbarkeit und Dualitit

Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit, Stabilisierbarkeit, Entdeckbarkeit
Wir betrachten lineare, zeitinvariante Systeme der Form
& =Ax+ Bu, x(0)=u1z9€R"
y=Cx
und u(t) € R™, y(t) € Rk,
Definition 1. Das Paar (A, B) heifit steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix
Rang([B AB A’B ... A”’lBD =n
vollen Rang hat.

Definition 2. (Hautus-Test fiir Stabilisierbarkeit) Das Paar (A, B) heifit stabilisierbar,
wenn
Rang\ — A | Bl =n ¥ AA) : Re(\(A)) > 0.

Satz 1. Das Paar (A, B) ist stabilisierbar, genau dann wenn ein K € R™™ existiert, so dass die
Matriz A — BK Hurwitz ist.

Beispiel: Seien
-2 3 0

Wegen der Dreiecksstruktur, sind die Eigenwerte der Matrix A auf der Diagonalen und sind somit
A(A)) = {—2,4}. Somit muss die Stabilisierbarkeit nur fiir A = 4 iiberpriift werden.

rone (g 3 <[5 3 [[]) =mems (557 3]) =2

Somit ist (A4, B) stabilisierbar.
Satz 2. Wenn (A, B) steuerbar ist, dann ist (A, B) auch stabilisierbar.
Definition 3. Das Paar (A, C) heifit beobachtbar, wenn

C
CA
Rang CA?

C«An—l

Definition 4. (Hautus-Test fiir Entdeckbarkeit) Das Paar (A,C) heifit entdeckbar, wenn

Rang<[)\lc_ AD —n Y A(A) : Re(A(A)) > 0.



Satz 3. Das Paar (A,C) ist entdeckbar, genau dann wenn ein L € R™ ¥ ezistiert, so dass die
Matriz A — LC Hurwitz ist.

Beispiel: Seien

A:[_OZ ﬂ c=Tl6 -3].

Wegen der Dreiecksstruktur, sind die Eigenwerte der Matrix A auf der Diagonalen und sind somit
AA)) = {—2,4}. Somit muss die Entdeckbarkeit nur fiir A = 4 tiberpriift werden.

4 0 (-2 3 6 -3
Rang 0 4 0 4 =Rang | |0 O =1<n
—3] 6 —3

Somit ist (A, C) nicht entdeckbar.
Satz 4. Wenn (A, C) beobachtbar ist, dann ist (A,C) auch entdeckbar.

Wir betrachten hier eine alternative Charakterisierung von Beobachtbarkeit mit Hilfe der Moden
des Systems. Die Moden
2y (t) = vpe!

ergeben sich aus der Eigenwertgleichung des Systems:
(M — A)v =0. (1)

Die allgemeine Losung des autonomen Systems setzt sich aus einer Linearkombination der Moden
zusammen. Wir betrachten das System & = Az mit der Anfangsbedingung (0) = z,. Transfor-
mation mit der Modalmatrix T auf Diagonalform ergibt:

z2=T 'z, xr=Tz = Z=Az, 20 =T ag.

Dabei bilden die Rechtseigenvektoren v; bzw. die Linkseigenvektoren w) die gesuchte Transfor-

mationsmatrix
T
wy

T = [v1,v2,...,v,] bzw. T7'= :
wy,

Bei A handelt es sich um eine Diagonalmatrix (wir setzen der einfacheren Darstellung wegen

voraus, daf8 keine mehrfachen Pole/Eigenwerte auftreten).

Die Losung des transformierten Systems berechnet sich leicht zu

eMt L. 0
z(t) = Lo 20 . (2)
0 ernt
eAt
Die Riicktransformation ergibt

eMtwT
z(t) = TeMT ag = [v1,...,0,] Z . (3)

erntwl

Mittels der Summenschreibweise sieht man sofort, dafi die Losung eine Linearkombination der
Moden ist:

n
v;etit (
=1
Mode Skalar

z(t) =) wlzg) . (4)



Ist ein Mode am Ausgang nicht ,sichtbar®, so gilt mit y = Cz

Cupe™t =0
woraus sich durch Division mit e** # 0

Cup, =0 (5)
ergibt. Aus Gleichung und ergibt sich also als Bedingung, dafl ein Mode nicht beobachtbar
ist:

M — A _0 — (A, vg) ist Mode
C Uk = +— Mode ist nicht beobachtbar .

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist der entsprechende Mode nicht beobachtbar.

Satz 5 ([BL[2]). Fir jedes lineare, zeitinvariante System existiert eine Zustandstransformation, so
dass das System wie folgt geschrieben werden kann (Kalman Dekomposition):

1 A 0 A3 O T By

By | _ A1 Azz Ay Apy| |x2 + By Y
-7'33 0 0 A33 0 T3 0

Ty 0 0  Auz A |24 0

[Cl 0 03 O}I

s (4 a)-[5))

<[A011 ﬁ;ﬂ & 03]> (Ags, Cs)

<
I

wobei

steuerbar sind und

beobachtbar sind.

Satz 6. Ein lineares, zeitinvariantes System ist genau dann Hurwitz, wenn jede der Matrizen A11,
Ago, Aszsz und Ayy ihrer Kalman Dekomposition Hurwitz ist.

Der Satz folgt daraus, dass die Eigenwerte einer Block-Dreiecksmatrix die Eigenwerte der Blocke
auf der Hauptdiagonalen sind, s. S. 62 in [IJ.

Bemerkung. Fiir lineare, zeitinvariante Systeme der Form

& =Ax+ Bu, x(0)=u1z9€R"
y=Cx+ Du

gelten die gleichen Definitionen und Sétze bzgl. Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit, Stabilisiertbarkeit
und Entdeckbarkeit und héngen somit nicht von der Durchgriffsmatrix D ab.



Dualitit
Definition 5. Das System

i' = AT + 0T/, x(0) =z €R"
y/ _ BTZ'/

mit u'(t) € R¥, y'(t) € R™ heifit das duale System zu einem linearen, zeitinvarianten System.

Satz 7. Folgende Beziehungen gelten zwischen einem linearen, zeitinvarianten System und dem
dazugehorigen dualen System.

1.

AT R

System ist asymptotisch stabil < duales System ist asymptotisch stabil.
System ist steuerbar < duales System ist beobachtbar.

System ist beobachtbar < duales System ist steuerbar.

System ist stabilisierbar < duales System ist entdeckbar.

System ist entdeckbar < duales System ist stabilisierbar.
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Einige wichtige Sitze zur Stabilitatstheorie von Lyapunov

Sei U C R™ offen und 0 € U. Wir betrachten im folgenden Differentialgleichungen der Form

&= f(x) (1)

wobei f : U — R™ einmal stetig differenzierbar ist. Ohne Einschrinkung sei z* = 0 eine Ruhelage
von (1), d.h. f(0) = 0. Eine Losung von (1) mit Anfangswert xo wird mit ¢ — x(¢; xo) bezeichnet.
Sei A = %\xzo, dann ist die Linearisierung der Differentialgleichung (1) um die Ruhelage 0
gegeben durch

y = Ay. (2)

x* heiBt stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn fiir jedes € > 0 ein d(e) > 0 existiert, so dass
|zo| < d(e) =Vt > 0:z(t,xo)| <e

gilt. Eine Ruhelage die nicht stabil im Sinne von Lyapunov ist heifit instabil (im Sinne von
Lyapunov). Eine Ruhelage x* heifit anziehend (attraktiv), wenn es ein n > 0 gibt, so dass gilt

|zo| <= lim x(t;x0) = 0.
t—o0

Ist die Ruhelage x* stabil und attraktiv, dann heift die Ruhelage asymptotisch stabil.
Die Ruhelage z* heifit exponentiell stabil, falls es Konstanten ¢, k,a > 0 gibt so dass fiir alle
|zo| < c gilt, dass

|z (t;20)| < kx| e

gilt. Ist 2* eine asymptotisch stabile Ruhelage von & = f(z), dann heifit die Menge
R={xy € U|tlim x(t;zo) = ¥} (3)
der Einzugsbereich von z*. Gilt R = R", dann heifit «* global asymptotisch stabil.

Eine einmal stetig differenzierbare Funktion V' : U — R heifit lokal positiv definit (semidefinit),
wenn V(0) =0 und V(x) > 0 fiir € U\ {0} (V(x) >0 fiir x € U \ {0}). Ist U =R™ und ist V'
lokal positiv definit (semidefinit), so sagt man V' ist positiv definit (positiv semidefinit). Analog
definiert man lokal negativ definit (semidefinit) und negativ definit (semidefinit).

Sei V : R™ — R. Gilt
lim V(z) = oo, (4)

|z|—o00

dann heifit V' radial unbeschrinkt.
Die Lieableitung LV von V (Ableitung von V' in Richtung des Vektorfeldes f) ist definiert durch

ov

Wir schreiben V' fiir L;V.

Satz 1 (Indirekte (erste) Methode von Lyapunov). Sei z* =0 eine Ruhelage von & = f(x) und
sei die Linearisierung um die Ruhelage gegeben durch ¢y = Ay. Dann gilt:



a) Falls der Realteil aller Figenwerte von A negativ ist, dann ist die Ruhelage x* = 0 asym-
ptotisch stabil.

b) Gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil positiv ist, dann ist die Ruhelage z* = 0
instabil.

Bemerkung 2. Sei x* = 0 eine Ruhelage von & = f(x) und sei die Linearisierung um die
Ruhelage gegeben durch y = Ay. Sind die Realteile aller Eigenwerte A\ von A nichtpositiv, also
gilt Re(\) < 0 fiir alle Figenwerte A von A, und gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil
gleich Null ist, so kann mittels der Linearisierung keine Aussage iber die Stabilitit der Ruhelage
z* =0 gemacht werden.

Satz 3 (Direkte (zweite) Methode von Lyapunov). Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(x)
und V : U — R lokal positiv definit. Dann gilt:

a) Falls V lokal negativ semidefinit ist, dann ist die Ruhelage z* = 0 stabil.
b) Falls V lokal negativ definit ist, dann ist die Ruhelage * = 0 asymptotisch stabil.
Eine (untere) Abschiitzung des Einzugsbereichs einer Ruhelage erhilt man wie folgt:

Bemerkung 4. Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(z) mit f : U — R"™. Sei D C U ein
Gebiet mit z* € D auf dem V : U — R positiv definit und V negativ definit ist. Jede beschrink-
te Niveaumenge H, = {x € U|V(x) < ¢} mit H. C D ist eine (untere) Abschitzung fir den
FEinzugsbereich.

Satz 5 (Barbashin-Krasovskii). Sei z* = 0 eine Ruhelage von & = f(z) und V : R" — R
positiv definit und radial unbeschrdankt. Ist V negativ definit, dann ist * = 0 global asymptotisch
stabil.

Satz 6 (Invarianzprinzip nach Krasovskii und LaSalle). Sei 2* = 0 eine Ruhelage von & =
f(x). Weiterhin sei V : U — R lokal positiv definit, und V sei lokal negativ semidefinit in U. Falls
es keine nichttriviale Losung t — x(t;x0) (nichttrivial heifit es gibt ein t > 0 mit x(t;x0) # 0)
gibt, so dass fiir alle t > 0 gilt z(t;z0) € E = {z € U|V(z) = 0}, dann ist z* = 0 asymptotisch
stabil.

Bemerkung 7. Das Invarianzprinzip nach Krasovskii und LaSalle besagt also, wenn die triviale
Losung t = x(t;2*) = x(t;0) mit 2(t;0) = 0 fir t > 0 die einzige Losung ist, so dass fiir alle
t >0 gilt 2(t;0) € E={x € U|V(z) =0}, dann ist x* = 0 asymptotisch stabil.

Satz 8. Sei x* = 0 eine Ruhelage von & = f(x) mit f : R" — R™. Weiterhin sei V : R" — R
positiv definit, radial unbeschrinkt und V sei negativ semidefinit. Falls es keine nichttriviale
Losung t — x(t;20) gibt, so dass fir alle t > 0 gilt x(t;x0) € E = {x € U|V(z) = 0}, dann ist
z* = 0 global asymptotisch stabil.

Satz 9 (Instabilitéitsatz nach Chetaev). Sei 2* = 0 eine Ruhelage von & = f(x), f: Uy —
R™, f(0) =0, V : Uy — R stetig differenzierbar, V(0) = 0, B. = {z € R"||z| <e} C Uy und
Q= {z e Ullz|<e, V(z)>0}. Wenn V(z) > 0 fir alle x € Q und wenn fiir jedes offene
Us € R" mit 0 € Uy gilt

UsnN {x € U1|V(1‘) > O} 7é @,

dann ist x* = 0 instabil.

Satz 10 (Lyapunov-Gleichung). Sei f(z) = Az, A € R™*". * = 0 ist genau dann asymptotisch
stabil, wenn fir alle positiv definiten QQ € R™*™ ein positiv definites P € R™"*" existiert, so dass
gilt

ATP+PA=—Q.
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1. FEinleitung

Nichtlinearititen spielen eine zentrale Rolle fiir das dynamische Verhalten vieler tech-
nischer Systeme. Dennoch werden modellbasierte Regler zumeist auf der Grundlage
vereinfachter linearer Modelle ausgelegt, die nur in der unmittelbaren Umgebung des
Arbeitspunktes ausreichende Genauigkeit besitzen. In vielen Fillen resultieren aus
dieser Vereinfachung ein nicht priidizierbares dynamisches Regelverhalten, schlech-
te Regelgiite bei Stdrungen und Sollwertiinderungen und Stabilitiitsprobleme. Der
Entwicklung von Methoden zum Entwurf von Reglern auf der Basis nichtlinearer Mo-
delle wurde und wird deswegen, parallel zur Entwicklung von Verfahren zur robusten
linearen Regelung, grofie Beachtung geschenkt. Als besonders aktive Gebiete sind
hier sliding mode control (siehe z. B. [72, 37]), die priidiktiven Regelverfahren (siche
z.B. [61, 64]) und nicht zuletzt die nichtlineare geometrische Regelungstheorie (siche
z.B. [41, 62]) zu nennen. Der Nachteil der meisten dieser Verfahren ist allerdings ihr
sehr hoher Entwurfsaufwand. Dieser Aufwand muB meist iterativ wiederholt werden,
um zu einem Regler mit den gewiinschten Eigenschafien zu kommen. Damit wird
der Entwurf nichtlinearer Regler in vielen Fiillen zu aufwendig, um als Alternative zu
linearen (robusten) Reglerentwiirfen dienen zu kénnen.

Die nichtlineare geometrische Regelungstheorie, die aus der linearen geometrischen
Regelungstheorie [75] hervorgegangen ist, stellt ein vielfiltiges Instrumentarium an
Methoden zur Analyse und Synthese nichtlinearer Regelungssysteme zur Verfiigung [41,
62]. Neben den klassischen Problemen der Stor- und Eingangs/Ausgangs-Entkopplung
wurden auch die Grundlagen der exakten Linearisierung in der geometrischen Rege-
lungstheorie gelegt. Dieser Artikel gibt eine Einfiihrung und einen Uberblick iiber den
Entwurf nichtlinearer Regler auf der Grundlage der Methode der exakten Linearisie-
rung.

Im Gegensatz zur iiblichen Arbeitspunktlinearisierung, bei der Terme hiherer Ordnung
in der Taylor-Reihenentwicklung vernachliissigt werden, wird bei der exakten Line-
arisierung kein Approximationsfehler gemacht. Das nichtlineare System wird mittels
einer nichtlinearen Koordinatentransformation und eines nichtlinearen Riickfiihrge-
setzes exakt in ein lineares System iiberfiihrt. Fiir dieses exakt lineare System kann in
einem zweiten Schritt ein linearer Regler mit den bekannten Methoden der linearen
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Regelungstheoric entworfen werden, so dalh Stabilitit gesichert und Anforderungen
an die Regelgiite erfiillt werden. Nur der erste Schritt, die exakte Linearisierung, be-
darf eines groben Entwurfsaufwandes. Dieser Schritt muf jedoch bei jedem Entwurf
nur einmal durchgefiihrt werden. Die [terationen, die zum Erreichen der gewiinschten
Regelgiite notwendig sind, betreffen nur den zweiten Schritt, niimlich die Auslegung
eines geeigneten linearen Reglers fiir das exakt linearisierte System. Dadurch ist der
Gesamtaufwand bei der exakten Linearisierung im allgemeinen kleiner als bei anderen
nichtlinearen Reglerentwurfsverfahren.

Das der Entwicklung der nichtlinearen geometrischen Regelungstheorie, und damit den
exakten Linearisierungstechniken, zugrunde liegende mathematische Werkzeug ist in
erster Linie die Differentialgeometrie. Die meisten Veroffentlichungen zur Theorie der
exakten Linearisierung sind in der Sprache der Differentialgeometrie verfalit, die eine
genaue und elegante Darstellung der mathematischen Sachverhalte mit abstrakten Be-
griffen, wie Mannigfaltigkeiten und Distributionen, erlaubt. Da die meisten Ingenieure
iiber keine vertieften Kenntnisse in Differentialgeometrie verfiigen, soll in dieser Ar-
beit giinzlich auf eine geometrische Argumentation und Ausdrucksweise verzichtet
werden. Den Schwerpunkt dieses Artikels sehen wir nicht in der peniblen Wiedergabe
miglichst vieler mathematischer Siitze. Es soll stattdessen versucht werden, dem Leser
in einer verstiindlichen Sprache die zugrundeliegenden Ideen und die Entwurfsphiloso-
phie der exakten Linearisicrung nahezubringen und eine Einschiitzung der Methoden
vorzunehmen.

Im Rahmen dieses Aufsatzes werden wir uns, aus Griinden der klareren Darstellung,
zumeist auf EingroBensysteme, also Systeme mit einem Eingang und einem Ausgang,
beschriinken. Die Theorie liBt sich vollstindig auf Mehrgrofiensysteme iibertragen.
Dies werden wir bei der Diskussion der Ergebnisse beriicksichtigen, Um diesen Sach-
verhalt zu unterstreichen, werden die zur Veranschaulichung der Theorie gewiihlten
Beispiele zum Teil MehrgrisBensysteme sein. Wir setzen aufierdem voraus, dali alle
auftretenden Funktionen geniigend oft differenzierbar sind.

Prinzipiell werden zwei Arten von exakter Linearisierung unterschieden: die exakte
Zustands-Linearisierung und die exakte Eingangs/Ausgangs-Linearisierung, oft auch
nur Eingangs/Ausgangs-Lincarisicrung genannt, Bei der exakten Zustands-Linearisie-
rung wird ein nichtlineares System

&= f(x)+g(a)u (1)
mit Zustand = € /" und Eingang « € /7, in ein lineares System gleicher Ordnung,
aber mit einem neuen Eingang o

z=Az+ b (2)

fiberfiihrt. Die Theorie der exakten Linearisierung setzt meist voraus, dall der Eingang
i, wie in (1), affin in die rechte Seite der nichtlinearen Differentialgleichung eingeht.
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Falls das zu regelnde System in allgemeiner nichtlinearer Form
z = flx,u)

vorliegt, kann es zum Beispiel durch eine zusiitzliche Integration des Eingangs (it = w)
in ein System mit (neuem) affinem Eingang «w iiberfiihrt werden

d x| | Flaw) 0
alo]-[" ][]

Bei der exakten Zustands-Linearisierung wird der EinfluB des Eingangs auf die Zu-
stiinde linearisiert. Bei der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung (E/A-Lineari-
sierung) wird ein nichtlineares System mit Ausgang i

@ = f(e)+glz)

P (3

y = hiz)
in ein System iiberfiihrt, das lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten zeigt. Im Fre-
quenzbereich besteht also zwischen dem Laplace-transformierten Ein- bzw. Ausgang

ein linearer Zusammenhang, der zum Beispiel mittels einer Ubertragungsfunktion G(s)
beschrieben werden kann

y(s) = G(s)u(s).

Es wird nur lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten gefordert. Der Einflub des Eingangs
auf die Zustinde darf bei der exakten E/A-Linearisierung weiterhin nichtlinear sein.

Gemiifl der Unterscheidung in exakte Zustands- und E/A-Linearisierung, ist dieser
Beitrag in zwei Teile gegliedert. Zuerst wird das Prinzip der exakten Zustands-Li-
nearisierung erliutert und diskutiert. Am Beispiel des in verschiedenen Beitriigen in
diesern Band benutzten und im Anhang genauer beschriebenen Testbeispiels Rithrkes-
selreaktor wird diese Vorgehensweise veranschaulicht und die Grenzen des Verfahrens
aufgezeigt. Uber unterschiedliche Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung
wird ein Uberblick gegeben. Im zweiten Teil werden Vorgehensweise und Grundla-
gen der exakten E/A-Linearisierung vorgestellt. Vor- und Nachteile des Verfahrens
werden hier am Beispiel der Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne erliutert,
AbschlieBend wird ein Uberblick iiber Niiherungsverfahren zur E/A-Linearisierung
gegeben. Zwei Differentialoperatoren, die Lie-Ableitung und die Lie-Klammer, die
eine wesentlich kompakiere Schreibweise erlauben, werden im Anhang definiert.

Der vorliegende Beitrag ist im wesentlichen eine Uberarbeitung eines anliBlich des
VDI-GMA Aussprachetages , Nichtlineare Regelung” (13./14.5.93) in Langen verdf-
fentlichten Aufsatzes [1].
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2. Reglerentwurf mittels exakter Zustands-Linearisierung

Die Stabilisierung des nichtlinearen Systems (1) in einer ausreichend groBen Umge-
bung des Arbeitspunktes ist das Hauptziel beim Reglerentwurf durch exakte Zustands-
Linearisierung. Die Untersuchung der Stabilititseigenschaften und der Entwurf stabi-
lisierender Regler fiir nichtlineare Systeme ist im allgemeinen keine einfache Aufgabe.
Wenn allerdings das System (1) in einem ersten Schritt durch exakte Zustands-Line-
arisierung in ein lineares steuerbares System (2) dberfiihrt wird, kann Stabilitiit durch
eine lineare Zustandsriickfithrung

v=—hkTz (4)

einfach erreicht werden. Die Riickfiihrung k kann zum Beispiel mittels Verfahren zur
Polvorgabe bestimmt werden.

2.1 Prinzip der exakten Zustands-Linearisierung

Es ist eine bekannte Tatsache, dall manche Nichtlinearitiiten ihren Ursprung in ei-
ner ungiinstigen Wahl des Koordinatensystems haben. So konnen zum Beispiel viele
rotatorische Bewegungen durch ein lineares Differentialgleichungssystem beschrie-
ben werden, wenn der Modellierung Polarkoordinaten zugrundegelegt werden . Wenn
die gleiche dynamische Bewegung in kartesischen Koordinaten beschrieben wird,
erhiilt man hochgradig nichtlineare Gleichungen. Die Identifizierung derjenigen Ko-
ordinaten, die eine Beschreibung durch lineare Differentialgleichungen erlauben, ist
allerdings im allgemeinen eine nichttriviale Aufgabe. In den wenigsten Fillen werden
solche Koordinaten iiberhaupt existieren. Falls das nichtlineare System (1) durch eine
nichtlineare glatte und invertierbare Koordinatentransformation

z=T(z) = T4z (5)

in ein lineares System (2) iiberfiithrt werden kann, heillen die beiden Systeme zu-
standséiquivalent. Bedingungen, unter denen eine solche Transformation existiert und
wie man diese berechnet, wurden zuerst in [51] angegeben. Wie man vermuten kann,
existiert allerdings fast nie eine solche exakt linearisierende Transformation. Man
kann die Klasse der linearisierbaren Systeme allerdings wesentlich vergrébern, wenn
man zusitzlich zur Koordinatentransformation (3) noch ein nichtlineares statisches
Riickfiihrgesetz

u=oaflz)+ =z (6)

zuliiit. Dieses Riickfiihrgesetz besteht ius einem reinen Feedback-Anteil a(z) und
einem Term 4(z)v, der eine Art Eingangstransformation darstelll. Wenn das nicht-
lineare System (1) durch eine Transformation (5) und ein Riickfiihrgesetz (6) in ein
lineares System (2) mit neuem Eingang v iiberfiihrt werden kann, heiBt das System (1)
rickfiihr- oder feedback-iquivalent zum linearen System (2). Die Linearisierung mit-
tels Riickfithrung und Transformation wird als exakte Zustands-Linearisierung oder
Feedback-Linearisierung bezeichnet. Bedingungen, unter welchen ein nichtlineares
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System feedback-fiquivalent zu einem linearen ist und eine Vorgehensweise, wie die
linearisierende Transformation und Riickfithrgesetz berechnet werden kann, wurden
in allgemeinster Form zuerst unabhiingig voneinander in [39] und [44) angegeben. Fiir

spezielle Klassen von Systemen wurden Lésungen bereits in [8] und [23] verdffent-
licht.

Die exakte Linearisierung wird in zwei Schritten erreicht: zuerst wird das System (1)
in nichtlineare Regelungsnormalform [53, 76]

<3 = =3

5 (7
Zh = (=) +é(z)u

transformiert. Diese Normalform zeichnet sich dadurch aus, dab die ersten (n-1) Ko-
ordinaten in Form einer Integratorkette zusammenhiingen und die Nichtlinearitiiten
und der Eingang « nur in der n-ten Koordinate auftreten. Die Nichtlinearitiiten in
System (7) kénnen dann in einem zweiten Schritt durch die Riickfithrung

!
u=———7l=)+ r!)
32) ( (=)
kompensiert werden. Das exakt linearisierte System liegt anschliefend in Brunovsky-
Form [9]

: (8)

vor. Durch ein lineares Riickfiihrgesetz der Form (4) konnen die Pole von (8) beliebig
festgelegt werden. Der folgende Satz [39] gibt Bedingungen an, unter denen ein
nichtlineares System in Brunovsky-Form {iberfiihrt werden kann.

Satz I (Exakte Zustands-Linearisierung)

Genau dann, wenn

(i) rang [g{z}. rm’} glz),..., uu’::_! _r,l(a:]] =

(if) die Menge {g[:z:), rm‘} -1 - mf}"‘ g(a-.}l} fnvelutiv ist

kann das nichtlineare System (1) dureh die Koordinatentransformation
Ti(=)

L fT1 ()

%)
Ly iT(=)

in nichtlineare Regelungsnormalform (7) tberfithrt werden. Die Funkdon Ty(x) ist

dabei die Losung dexs linearen homogenen partiellen Differentialgleichungssystems
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erster Ordnung

L,y(=) = 0

me'_. _rlTl (']:] =0
: (10}
me;-u Jlz) = 0.
Das statische Riickfiihrgeseiz
G !f‘,";r'
w= ;l{z} (1)

T LT (=)
kompensiert die Nichilinearitdten und iberfithrt (7) in Brunovsky-Forn (8).

Die Differentialoperatoren L und «d beschreiben die Lie-Ableitung, bzw. Lie-Klam-
mer-Operation und sind im Anhang definiert. Bedingung (ii) bedeutet, daB die Lie-
Klammer von je zwei beliebigen Elementen der Menge eine Linearkombination der
Elemente der betrachteten Menge selbst sein muf:

adyglz),adyg(z)] = Y afw)adig(z)  fir jedes i, .
=1

Neben den notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter denen ein nichtlineares
System exakt zustandslinearisiert werden kann, gibt dieser Salz eine Berechnungsvor-
schrift fiir die linearisierende Transformation und Riickfiihrung: Um die nichtlineare
Koordinatentransformation zu berechnen, mull ein System von n linearen homogenen
partiellen Differentialgleichungen (PDGLn) erster Ordnung analytisch gelost werden,
Die Losbarkeit der PDGLn (10) ist durch Bedingungen (i) und (ii) garantiert und
die Gleichungen kénnen, zum Beispiel mit dem Charakteristikenverfahren, prinzipiell
gelost werden. Dennoch ist dies in den meisten Fillen praktisch kaum moglich. Be-
dingung (i) wird oft als eine Art Steuerbarkeitsbedingung interpretiert [62, 41], und ist
im allgemeinen nicht sehr einschriinkend. Die Involutivititsbedingung (ii) ist dagegen
sehrrestriktiv. Nur eine kleine Klasse von dynamischen System kann demzufolge exakt
zustandslinearisiert werden. Die Uberpriifung der beiden Bedingungen und die Losung
der PDGLn wird man im allgemeinen rechnergestiitzt mit Hilfe sogenannter Computer-
Algebra-Systeme, wie z.B. Macsyma oder Maple durchfithren (z.B. [21, 7]). Die
Aufsiitze von Schlacher/Kugi und Rothfufi/Zeitz in diesem Buch gehen nither auf
diese Prablematik ein.

2.2 Regelung eines Rihrkesselreaktors mittels exakter Zustands-Linearisie-
rung

Die exakte Zustands-Linearisierung durch Transformation (9) und Riickfithrung (11)

kann nicht immer global erreicht werden. Sie gilt nur in dem Bereich des Zustands-

raumes, in dem (9) invertierbar ist und in dem (11) keine Singularitiiten aufweist.

Am Beispiel der Regelung des im Anhang beschriebenen Riihrkesselreaktors zur
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Cyclopentenol-Synthese soll ein Gefiihl fiir die Einschriinkungen durch Bedingun-
gen (i) und (ii) und fiir den notwendigen Aufwand zur Reglerberechnung vermittelt
werden.

Der Riihrkesselreaktor wird durch ein nichtlineares System von vier Differentialglei-
chungen beschrieben (siche Gln. (1)-(4) in [48]). Als StellgroBen stehen die Raum-
geschwindigkeit vin und die Kiihlleistung (), zur Verfiigung. Der Riihrkesselreaktor
ist folglich ein MehrgréBensystem. Die Berechnung von Lie-Ableitungen und Lie-
Klammern mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen ist prinzipiell kein Problem.
Ohne Schwierigkeiten konnen deshalb die zustandsabhiingige 4x4 Matrix in Bedin-
gung (i) und die Menge in Bedingung (ii) berechnet werden. Wesentlich aufwendiger
ist hingegen die Untersuchung der Rang- und der Involutivititsbedingung in der fiir
das dynamische Verhalten relevanten Umgebung des Arbeitspunktes. Im Falle des
vollstindigen Riihrkesselreaktormodells ist eine Untersuchung auf Involutivitit mit
verniinftigem Rechenaufwand auch nicht unter Zuhilfenahme von Computer-Algebra-
Systemen, moglich. Daraus kann man bereits auf die , Hoffnungslosigkeit® schlieBen,
eine Losung des PDGL-Systems (10) zu berechnen. Dies ist durchaus typisch fiir ein
nichtlineares System vierter oder hoherer Ordnung. Im Falle des Riihrkesselreaklors
kann jedoch aus physikalischen Uberlegungen eine Transformation auf Regelungsnor-
malform hergeleitet werden:
ey

ra
= W1y
CAD—TA

L

Das System vierter Ordnung kann also mit den beiden Stellgriben VLH und (), exakt
zustandslinearisiert werden, wenn alle ZustandsgroBen mefBbar sind. Wenn aber nur
eine Stellgrole ,:',—H oder (), zur Verfiigung steht. ist dies nicht mehr miglich, obwoh!
das System mit jeder dieser beiden Stellgroben steuerbar ist.

2.3 Einschitzung der exakten Zustands-Linearisierung

Wie bereits aus der obigen Diskussion folgt, ist eine exakte Zustands-Linearisierung
eines nichtlinearen Systems nur in wenigen Fiillen mioglich. Speziell die Involutivitiits-
bedingung ist nur fiir eine sehr kleine Klasse von Systemen erfiillt. Selbst wenn fiir eine
Anwendung Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind, ist es im allgemeinen fiir Systeme
der Ordnung vier und héher extrem aufwendig, wenn nicht unméglich, eine analyti-
sche Losung zu finden, Die Unterstiitzung durch Computer-Algebra-Systeme ist dabei
zumeist unverzichtbar, In Spezialfiillen konnen auch Systeme hherer Ordnung exakt
zustands-linearisiert werden (siehe z. B. [28]). Die Transformationsbezichungen und
das Riickfiihrgesetz werden dann aber zumeist extrem komplex. Die Implementierung
der Riickfiihrgleichungen kann leicht, wie in [28 ], mehrere tausend Seiten Computerco-
de erfordern. Wie im Beispiel des Riihrkesselreaktors kann in vielen Fiillen die Losung
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Ty(=) der partiellen Differentialgleichung (10) direkt aus physikalischen Uberlegungen
gefunden werden. Hilfreich ist dabei die Interpretation von Ty (a) als , linearisierender
Ausgang" von System (1) (vergleiche Abschnitt 3.1).

Das statische Riickfiihrgesetz (11) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands vor-
aus. Nur in wenigen praktischen Fillen ist diese Voraussetzung erfiillt, so daB im
allgemeinen ein Beobachter zur Rekonstruktion der Zustiinde eingesetzt werden mub.
Die Berechnung von Beobachtern fiir nichtlineare Systeme ist ein nichtiriviales Pro-
blem (sieche 2. B. den nachfolgenden Beitrag von Schaffner und Zeitz). Zudem kann
aus der Stabilitiit von Zustandsriickfiithrung und aus der Stabilitit des Beobachters im
Nichtlinearen auch nicht auf die Stabilitiit des Gesamlisystems geschlossen werden.
Aublerdem wird statt der exakten Linearisierung des Gesamtsystems im allgemeinen
auch nur eine asymptotische exakte Linearisierung erreicht, da der Beobachter nur
asymptotisch auf die korrekien Zustandswerte einschwingen wird.

Fiir praktische Anwendungen nichtlinearer Reglerentwurfstechniken sind Robustheits-
eigenschaften von zentraler Bedeutung, Wenn Modellunsicherheiten, zum Beispiel in
Form unsicherer Parameter, vorhanden sind, kann hier keine Robustheit garantiert wer-
den. Diese fehlende Robustheitsgarantie bezieht sich zum einen auf die Stabilitit des
Systems. Zum anderen wird auch die exakte Linearisierung nicht robust erreicht: Klei-
ne Fehler in den der exakten Linearisierung zugrundeliegenden Modellgleichungen
kinnen die Linearitiit des kompensierten Systems vollstindig zerstdren. Fiir bestimm-
te Fehlerklassen konnen jedoch zum Teil Stabilitiitsaussagen gemacht werden. In [13]
wird zum Beispiel ein linearer Reglerentwurf fiir die exakt linearisierten Systeme
vorgeschlagen, der Stabilitiit trotz normbeschriinkter Modellfehler garantiert.

Um die Darstellung kompakt zu halten, wurde die exakie Zustands-Linearisierung
nur fiir Eingroflensysteme vorgestellt. Die Theorie ist leicht auf Systeme mit mehre-
ren Eingilingen zu {ibertragen [41. 62, 6Y]. Durch zusiitzliche dynamische Anteile im
linearisierenden Riickfiihrgesetz kann im Falle von Mehrgréliensystemen die Klasse
der linearisierbaren Systeme vergridhert werden |17]. Bei Eingriflensystemen ist dies
nicht der Fall.

In vielen praktischen Fiillen ist man aufler an der Stabilitiit des Regelsystems zusiitzlich
am Regelverhalten ausgewiihlter Regelgrien interessiert. Am Beispiel der Regelung
des Riihrkesselreaktors ist speziell das dynamische Verhalten der Konzentration ¢g von
Cyclopentenol von Bedeutung. Im transformierten Koordinatensystem ist die interes-
sierende Regelgrofie im allgemeinen eine nichtlineare Funktion der transformierten
Zustiinde. Deshalb ist der Entwurf von Reglern, die eine gewiinschte Regelgiite garan-
tieren, trotz der Linearitiit der Zustiinde nicht einfach.

Zusammenfassend kommt der exakten Zustands-Linearisierung, wegen der restrikti-
ven Voraussetzungen fiirihre Anwendbarkeit und dem hohen Aufwand zur Berechnung
der Transformation und des Riickfiihrgesetzes, keine groBe praktische Bedeutung zu.
Weitere Nachteile dieses Verfahrens sind die im allgemeinen hohe Komplexitiit des

Einfiihrung in die exakte und niherungsweise Linearisierng 31

Riickfiihrgesetzes und das beschriinkie Ziel der ausschlieBlichen Stabilisierung des
Systems. Die theoretische Bedeutung der exakten Zustands-Linearisierung muB aber
herausgestellt werden. So erlaubt die zugrundeliegende Theorie zum Beispiel cine
Klassifizierung nichtlinearer Systeme und hat zur Definition wichtiger Systemeigen-
schaften fiir nichtlineare Systeme gefiihrt.

2.4 Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung

In den vergangenen Jahren wurden Niiherungsverfahren zur Zustands-Linearisieru ng
vorgeschlagen, die die Praktikabilitit dieser Methode erhdhen sollen. Durch die Auf-
gabe des Exaktheitsanspruches soll in erster Linie die Klasse der linearisierbaren Sy-
steme vergrolert werden, Zusiitzlich wird eine Vereinfachung der Reglerberechnung
angestrebt. Im folgenden wird ein Uberblick iiber vier Verfahren zur niiherungsweisen
Zustands-Linearisierung gegeben; die Poincaré-Linearisierung, Extended Lineariza-
tion, Pseudo-Linearisicrung und die Uniform System Approximation. Fiir ,Extended
Linearization" und ,,Uniform System Approximation* haben sich keine deutschen
Begriffe durchgesetzt.

Poincaré-Linearisierung

Die Poincaré-Linearisierung geht auf [52] zuriick. Dieses Verfahren hat seinen Na-
men in Anlehnung an Arbeiten von H. Poincaré erhalten, der sich zu Beginn dieses
Jahrhunderts mit Normalformen fiir dynamische Systeme beschiftigt hat [65].

Bei der exakten Zustands-Linearisierung werden die Nichtlinearititen vollstindig
kompensiert. Stellt man sich das kompensierte System als in einer Taylor-Reihe
entwickelt vor, werden alle nichtlinearen Terme ab dem quadratischen Glied durch
Transformation und Riickfiihrung exakt kompensiert. Dagegen werden bei der Poin-
caré-Linearisierung nicht alle Terme hoherer Ordnung kompensiert sondern nur die
ersten nichtlinearen Glieder der Taylor-Reihe. Die Arbeiten zu diesern Gebiet (z. B. [56,
47, 54]) beschriinken sich darauf, die quadratischen und kubischen Terme zu kompen-
sieren. Eine Erweiterung dieser Verfahren zur Kompensation von nichtlinearen Termen
beliebiger Ordnung ist ohne Probleme miglich,

Wir betrachten System (1), das in eine Taylor-Reihe entwickelt wird
@ = Az + bu + f“](z} +g|l]{:c} T (_}['H}{:c. ).

Die Entwicklung wird nach dem Glied zweiter oder dritter Ordnung abgebrochen, ie
nachdem, ob eine Kompensation der quadratischen oder auch der kubischen Terme
erreicht werden soll. Die in Klammern hochgestellten Indices geben die Ordnung der

entsprechenden Terme an. So ist zum Beispiel der Ausdruck f["‘](:n} eine quadratische
Form

f”](z] =z’ Pa.
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Im ersten Schritt wird auf der Basis des linearisierten Systems (A, b) ein linearer Regler
w=—k7-x

entworfen, so dalb der um den Arbeitspunkt lincarisierte geschlossene Kreis mit
F=A—bk" die pewiinschten Eigenschaften besitzt. In den weiteren Schritten wer-
den sukzessive die Terme zweiter bzw, dritter Ordnung kompensiert, Dazu wird das
System durch dic Transformation

21 =:L'—(;‘r“’{:l:} (12)

in ein System iiberfiihrt, dessen linearer Anteil durch die spezielle Form von (12) un-
veriindert bleibt. Deshalb wird Transformation (12) in der englischsprachigen Literatur
auch als near identity transformation bezeichnet, Die quadratische Funktion ¢¥(z)
wird dabei so gewiihlt, da3 das transformierte System Regelungsnormalform besitzt,
wenn nur Terme zweiter Ordnung beriicksichtigt werden. Man kann einfach zeigen,
dafl mit einem Riickfiihrgesetz der Form
- by — 3P(z)
B b, + .-ﬁ[‘]{:r:} :
die nichtlinearen Terme zweiter Ordnung kompensiert werden, ohne den linearen
Anteil zu veriindern. Dabei stellt /,, die n-te Komponente des Eingangsvektors b dar.
Transformation (12) und Riickfithrung (13) fithren folglich auf ein System

(13)

2y = Fzy + bo + OB H{ 21,00,

das keine nichtlinearen Terme zweiter Ordnung besitzt. Falls gewiinscht, kann dieses
System in einem weiteren Schritt durch eine Transformation

2z, =z —oPl(z;) (14)

und ein entsprechendes Riickfiihrgesetz in ein System ohne guadratische und ohne
kubische Terme tiberfiihrt werden. Diese Vorgehensweise it sich bis zur gewiinschten
Genauigkeit fortfiihren.

Die exakte Zustands-Linearisierung ist in gewissem Sinne ein , globales” Resultal, da
die Linearisierung in einem unter Umstinden sehr groien Bereich des Zustandsraumes
exakt erreicht wird, Bei der Poincaré-Linearisierung betrachtet man die Taylor-Reihe
um einen Arbeitspunkt. Die Linearisierung ist also zwangsliufig lokaler Natur und nur
in der Umgebung dieses Arbeitspunktes giiltig. Bei Anderungen der Fiihrungsgrofic
oder bei Stérungen. die dus System weit aus seinem Arbeitspunkt auslenken, kann man
daher keine niiherungsweise Linearisierung des dynamischen Verhaltens erwarten.

Die Bedingungen, unter denen eine nitherungsweise Linearisierung durch Kompensa-
tion von Gliedern hherer Ordnung moglich ist, sind wesentlich weniger restriktiv als
bei der exakten Linearisierung. Die Rang- und Involutivitiitsbedingungen der exakien
Linearisierung miissen nur niherungsweise erfiillt sein, d. h. nur fiir Terme in der Tay-
lorentwicklung bis zu der Ordnung, die kompensiert werden soll, Fiir das vollstindige
Riihrkesselreaktormodell vierter Ordnung, fiir das die Bedingungen zur exakten Li-
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nearisierung nicht mehr einfach iiberpriift werden konnen, ist eine niherungsweise
Linearisierung zweiter bzw. dritter Ordnung auch fiir den mit nur einer StellgroBe
gesteuerten Reaktor moglich. Wenn die Rang- und Involutivititsbedingungen fiir eine
bestimmte Ordnung nicht erfiillt sind, kann trotzdem eine nitherungsweise linearisie-
rende Losung gefunden werden, die das Problem (im Sinne einer bestimmten Metrik)
bestmoglich lost [54].

Die Berechnung der Transformationen (12), (14) usw. und der Riickfiihrungen (13)
usw. ist unkompliziert. Da fiir alle Terme $(x), usw. die Struktur vorgegeben ist,
miissen nur die Polynom-Koeffizienten berechnet werden. Mit Ausnahme der Berech-
nung der Taylor-Reihe, werden nur algebraische Operationen bendtigt, die mit numeri-
schen Programmen schnell und zuverliissig ausgefiihrt werden kénnen. Von Krener und
Mitarbeitern wurde ein Programm auf der Basis von MATLAB entwickelt [54], das die-
se Berechnungen bis zur Kompensation von Gliedern beliebiger Ordnung durchfiihrt.
Der Aufwand fiir Approximationen héherer Ordnung steigt allerdings kombinatorisch
mit der Zahl der Polynomkoeffizienten in ¢, 3, & usw. Den Autoren ist keine praktische
Anwendung mit Niherungen hiherer als dritter Ordnung bekannt,

Esist eine grolle Stitrke der Poincaré-Linearisierung, duB der Zustand des kompensier-
ten Systems in linearer Nitherung mit dem physikalischen Zustand des Originalsystems

iibereinstimmi, wodurch das kompensierte System ebenfalls physikalisch interpretiert
werden kann,

Fiir Systeme mit gleichbleibendem Arbeitspunkt bietet die Poincaré-Linearisierung ei-
ne attraktive Alternative zur exakien Linearisierung. Durch Kompensation von quadra-
tischen und kubischen Termen ist oft eine wesentliche Verbesserung des Regelverhal-
tens gegentiber rein linearen Entwiirfen zu beobachten, ohne daB die einschriinkenden
Bedingungen der exakten Linearisierung erfiillt sein miissen. In manchen Fillen ist ei-
ne ausreichende Konvergenz der Losung aber erst fiir sehr hohe Nitherungsordnungen
zu beobachten. Hiufig ergeben sich dann auch sehr grofie Werte fiir die Polynom-
Koeffizienten der Transformationen (12), (14) usw. und der Riickfiihrung (13) usw.
und eine Kompensation mit zu niederer Niiherungsordnung fiihrt zu Stabilitiitsproble-
men und starken Einbuflen in der Regelgiite.

Extended Linearization

Durch Variation des stationiiren Eingangs «, veriindert sich dic Ruhelage =, des Sy-
stems. Fiir ein nichtlineares System ist im allgemeinen die Arbeitspunktlinearisierung
um jede dieser Ruhelagen verschieden. Bei der Extended Linearization [6, 68, 73]
wird das nichtlineare System so geregelt, daB die Arbeitspunktlinearisierung um je-
de, durch Variation des stationiiren Eingangs erreichbare Ruhelage, dieselben Pole
ergibt. Die charakteristische Gleichung des Systems ist demnach invariant gegeniiber
dem gewiihlten Arbeitspunkt. In der Umgebung jeder méglichen Ruhelage ergibt sich
demzufolge ein dynamisches Verhalten, das durch dieselben Pole bestimmt ist.



34 Kapitel 1: Methoden fiir Svsteme mit "glatten” Nichtlinearitciten

Die Berechnung des Regelgesetzes erfordert die Parametrisierung aller moglichen Ru-
helagen. Ublicherweise werden die Ruhelagen als Funktion des stationiiren Eingangs
1, berechnet. Der Einfuchheit halber nehmen wir an, daB keine mehrfach stationiiren
Zustiinde existicren, Aus

0= flz,) +gle) -
kann dann

z, = f(u,) (15)
bestimmt werden. Die Arbeiispunktlinearisierung des nichtlinearen Systems um jede
Ruhelage wird in analoger Weise mit @ = =, 4 ar usw. parametrisiert und x, durch

(15) ersetzt. Das (Jacobi-)linearisierte System ist dann nur vom Wert des stationiiren
Eingangs u, abhiingig:

ar = Alu,)ar + bl ). (16)

Mit Hilfe der Ackermann-Formel, oder anderer Polvorgabeverfahren, kann dann ein
lineares Riickfiihrgesetz

Al = —qT(u_..J - ar

berechnet werden, fiir das die Pole des so geschlossenen lincarisierten Kreises vorge-
gebene Werte annehmen

det, (,\f - Alu,) + b{u,)q"r[us}) EE (L T O L SR L

Die Riickfiihrverstiirkung g(u,) ist natiirlich abhiingig von w,. Durch Integration kann
nun ein nichtlineares Riickfiihrgesetz k(x) gefunden werden, dessen Linearisierung
um jeden Arbeitspunkt gerade der Riickfithrverstiirkung g(u, ) entspricht

kT ()

- = g7 (). (17
iz

&=fiu)

Man berechnet also eine Art kontinuierliches gain-scheduling Regelgesetz. In [6] wird
gezeigt, dab die Integration von (17) genau dann moglich ist, wenn das lincarisicrte
System (16) fiir alle Ruhelagen, d. h. fiir alle Parameterwerte u,, steuerbar ist. Die-
se Bedingung stellt keine grole Einschriinkung dar. Die stiirkste Einschrinkung der
praktischen Anwendburkeit ergibt sich durch die notwendige Parametrisierung der Ru-
helagen. Nur in wenigen Fiillen wird die Funktion F in (15) explizit berechnet werden
konnen. Wegen der in den Differentialgleichungen aufiretenden Exponentialfunktio-
nen ist dies zum Beispiel fiir den Riihrkesselreaktor vierter Ordnung nicht méglich.
Allerdings kann in vielen Fiillen die Parametrisierung fiir die interessierende Betriebs-
umgebung niherungsweise berechnet werden. Im Beispiel Riihrkesselreaktor ist eine
lineare Approximation der Exponentialfunktion ausreichend. Eine Parametrisierung
durch die Temperatur T im Reaktor, anstelle des stationiiren Eingangs u;, ist ebenfalls
denkbar. Die weiteren Berechnungen, also die Losung des Polvorgabeproblems und
die Integration von (17), sind zwar aufwendig aber zumeist unkritisch. Baumann und
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Rugh schlagen ein Nitherungsverfahren auf Grundlage der Taylorentwicklung vor, um
die Berechnung zu vereinfachen [6].

Das Ziel der Extended Linearization ist wesentlich weniger ambitioniert als das der
exakten Linearisicrung oder auch anderer Niherungsverfahren: Durch Vorgabe der
Pole kann das dynamische Verhalten des geschlossenen Kreises nur in beschriinktem
Umfang geformt werden. Die Pole des linearisierten Systems sind auch nur dann aus-
sagekriiftig, wenn sich das System in der Umgebung einer (wenn auch beliebigen)
Ruhelage befindet und wenn die dynamischen Ubergiinge zwischen unterschiedlichen
Ruhelagen langsam genug erfolgen. Die Stabilitdt des geschlossenen Kreises sollte
stets getrennt untersucht werden. Der Vorteil gegeniiber der Poincaré-Linearisierung,
die nur Aussagen in der Umgebung eines Arbeitspunktes zuliiBt, ist die globalere Be-
trachtungsweise. Im Beitrag von Klatt und Engell in diesem Band werden die Extended
Linearization und weitere verwandte Vorgehensweisen ausfiihrlich besprochen.

Pseudo-Linearisierung

Die Pseudo-Linearisierung, die unabhiingig zur Extended Linearization von Cham-
petier, Reboulet und Mitarbeitern [66, 15, 74, 16, 67] entwickelt wurde, ist vom
Prinzip her eine Verallgemeinerung der Extended Linearization. Das zu berechnende
Riickfiihrgesetz soll nicht nur bewirken, daff die Pole des um jede Ruhelage lineari-
sierten Systems immer dieselben sind, sondern das linearisierte System selbst soll das
gleiche sein. Anders als bei der Extended Linearization wird das Ziel durch eine nicht-
lineare Koordinatentransformation und ein nichtlineares Riickfiihrgesetz erreicht. Im
ersten Schritt muB auch hier eine Parametrisierung der Ruhelagen, z. B. analog (135),
berechnet werden. Die Transformation

z="Tlz) (18)
und das kompensierende Riickfithrgesetz

v =Tz, u) (19)
werden hier durch Integration der Vektor-Funktionen ¢, berechnet

ATy, = oy (20)

Die Funktion «, ist Losung des linearen Gleichungssystems
al A 'b=0 i= e n—1 (21)

fiir jede Ruhelage. Das Paar (A, b) ist dabei analog (16) definiert. Die weiteren Funk-
tionen «; werden sukzessive aus

Il

cr;r-.'l'_l g = g

[ T ur'_{ - [zl b]

oy

berechnet. Transformation (18) und Riickfiihrung (19) tiberfiihren das nichtlineare
System in eine Form, deren Linearisierung, unabhiingig vom Arbeitspunkt, Brunovsky-
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FForm ergibt.

Gleichung (21) ist mit (n-1) Gleichungen fiir n Unbekannie unterbestimmt, Demzufol-
ge existieren unendlich viele Losungen fiir das Pseudo-Linearisierungsproblem. Falls
das betrachtete System exaki zustandslinearisiert werden kann, gibt es eine Losung o,
von (21), die das exakie Linearisierungsproblem lést. Theoretisch kann diese Freiheit
dazu genutzt werden, um zum Beispiel ein moglichst einfaches Regelgesetz zu finden.
In der Praxis ist jedoch in den meisten Fillen nicht offensichtlich, welche Wahl von
aq zu einer vereinfachten Berechnung oder zu einem vorteilhaften Regelgesetz fiihrt.

Die Bedingungen fiir die Existenz einer pseudo-linearisierenden Transformation und
Riickfithrung sind wenig restriktiv. Fiir Eingrofiensysteme mul} das Paar (A, b) steuer-
barin der Umgebung jeder Ruhelage sein. Bei Mehrgriliensystemen miissen zusitzlich
die Steuerbarkeitsindices des linearisierten Systems (A, b) fiir jeden Arbeitpunkt gleich
sein. Gegeniiber der Extended Linearization kommt, zusitzlich zu den Schwierigkei-
ten bei der Parametrisierung der Ruhelagen, der durch die Integration (20) bedingte
Aufwand hinzu. Die Zielsetzung ist jedoch hier wesentlich anspruchsvoller, da nicht
nur die Pole, sondern die gesamte linearisierte Dynamik betrachtet wird.

Die Pseudo-Linearisierung ist besonders interessant, wenn hiiufige Wechsel der Be-
triebsbedingungen und somit des Arbeitspunktes erfolgen. Rein lineare Entwiirfe
fiihren hier in den meisten Fiillen zu unbefriedigendem Verhalten. Da keine Terme
hoherer Ordnung kompensiert werden, ist die Giite der Regelung im allgemeinen nur
in der Niihe eines (wenn auch beliebigen) Arbeitspunktes zufriedenstellend.

Uniform System Approximation

Die in [29, 30] begriindete Uniform System Approximation verbindet Ideen der Poin-
caré-Linearisierung und der Extended bzw. Pseudo-Linearisierung. Wie bei der Poin-
caré-Linearisierung werden Terme hitherer Ordnung des in einer Taylor-Reihe ent-
wickelten geschlossenen Kreises kompensiert. Dies erfolgt jedoch nicht nur in der
Umgebung einer Ruhelage wie bei der Poincaré-Linearisierung, sondern in der Um-
gebung aller Ruhelagen. Die niitherungsweise Linearisierung wird durch eine Trans-
formation und ein Riickfithrgesetz derart erreicht, dufl das kompensierte System
= Az 4 bo4+ OV =z v) Yu, = flz,)

nitherungsweise linear in der Umgebung aller Ruhelagen ist und zusiitzlich maximale
Ordnung p der Fehlerterme OU+) garantiert wird. Falls die Bedingungen fiir exakte Li-

nearisierung erfiillt sind, ist die Losung der Uniform System Approximation identisch
mit der Losung der exakien Linearisierung.

Im allgemeinen ist die Berechnung der nitherungsweise linearisierenden Riickfiihrung
und der Transformation bei diesem Verfahren ihnlich aufwendig wie bei der exak-
ten Zustands-Linearisierung. Die Berechnung erfordert die Lésung eines nichtlinearen
(konzentrierten) Differentialgleichungssystems und die Invertierung nichilinearer al-
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gebraischer Gleichungen. Zusiitzlich muli, wie bei der Extended Linearization und der
Pseudo-Linearisierung, eine Parametrisierung der Ruhelagen gefunden werden. Theo-
retisch ist die Klasse der so nitherungsweise linearisierbaren Systeme maximal. In
der Praxis scheitert dieser Entwurf aber zumeist an der, auch mit Hilfe von Computer-
Algebra-Systemen, nicht miglichen Berechnung. Die Uniform System Approximation
ist dartiber hinaus nur fiir Systeme mit einer skalaren EingangsgrioBe beschrieben. Eine
Erweiterung auf den Fall mehrere EingangsgrisBen erweist sich als recht schwierig.

3. Reglerentwurf mittels exakter Eingangs/Ausgangs-Linearisie-
rung

Fiir die meisten praktischen Regelprobleme ist eine reine Stabilisierung der Strecke
nicht ausreichend. Vielmehr hat der Anwender in der Regel eine relativ komplexe
Vorstellung davon. wie sich der geschlossene Kreis dynamisch verhalten soll. Ma-
thematisch wird dies im allgemeinen durch Anforderungen an spezielle Ausgiinge,
den Regelgrolien, ausgedriickt. Beim Reglerentwurf durch exakte Linearisierung des
Eingangs/Ausgangs-Verhaltens konnen solche Anforderungen an die gewiinschte Re-
gelgiite in einfacher Weise beriicksichtigt werden: Wird zuerst das Eingangs/Ausgangs-
Verhalten exakt linearisiert. kann mit Hilfe der sehr weit entwickelten linearen Rege-
lungstheorie in einem zweiten Schritt ein linearer Regler

v(s) = —N(s)y(s)

entworfen werden, der die Anforderungen an die Regelgiite erfiillt. Sich widerspre-
chende Entwurfsanforderungen und die Notwendigkeit, die physikalischen Zielset-
zungen in mathematische Entwurfsvorgaben zu iibersetzen, bedingen, daf die mei-
sten Reglerentwiirfe iterativ erfolgen. Wenn die Regelstrecke zuerst E/A-linearisiert
wird, konnen dicse lterationen vollstiindig im Linearen durchgefiihrt werden. Fiir
Systeme mit linearem E/A-Verhalten sind die Entwurfsschritte mit relativ geringem
Aufwand verbunden und es existiert eine Vielzahl von Methoden, um eine vorgege-
bene Regelgiite zu erreichen. Der aufwendige Linearisierungsschritt ist nur einmal
durchzufiihren. Dies stellt den grofiten Vorteil des Reglerentwurfs durch exakte E/A-
Linearisierung gegeniiber anderen nichtlinearen Verfahren dar.

3.1 Prinzip der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die exakte Linearisieruny des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens dynamischer Systeme
kann mit unterschiedlichen Ansiitzen erreicht werden. Neben der Linearisierung durch
Immersion [18] und auf der Basis von Volterra-Reihen [43], spielt vor allem der geo-
metrische Ansatz eine zentrale Rolle [49]. Fiir eine spezielle Klasse von Systemen
wird die Methode der E/A-Linearisierung bereits in [23] beschrieben. In diesem Auf-
satz werden wir uns auf die Darstellung und Diskussion des geometrischen Ansatzes
beschriinken.
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Um die Losung des exakten E/A-Linearisierungsproblems angeben zu konnen, bendti-
gen wir die Definition des relativen Grades eines nichtlinearen dynamischen Sy-
stems [34].

Definition I Derrelative Grad eines Systems der Form (3) ist die kleinste natiirfiche
Zahl v, fiir die

LUy h(z) # 0 (22)
eilt. Falls keine solche Zahl existiert ist v = oo.
Diese formale Definition kann einfach interpretiert werden: Der relative Grad » ist

diejenige zeitliche Ableitung des Ausgangs y, die erstmals vom Eingang u explizit
abhiingt:

dy
il Leh{a)
dy o
T = LI ha)
"y ; b
e = Litlz) + L, Ly iz,

Fiir lineare Systeme entspricht der relative Grad der Differenzordnung zwischen
Nenner- und Ziihlerpolynom der Ubertragungsfunktion. Bei nichtlinearen Systemen
ist der Ausdruck (22) cine Funktion des Zustands . und mufl in einer Umgebung des
stationiiren Punktes verschieden von null sein. Wenn L_.,L}"h{:l:} ungleich null in der
Umgebung des Arbeitspunktes aber gleich null am Arbeitspunkt ist, spricht man von
einem nicht wohl-definierten relativen Grad.

Die Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens ist, wie bei der exakten Zu-
stands-Linearisierung, das Ergebnis eines zweistufigen Vorgehens: Zuerst wird das
System in eine geeignete Normalform transformiert und im zweiten Schritt werden die
Nichtlinearitiiten im E/A-Verhalten kompensiert. Die betrachtete Normalform ist die
sogenannte Byrnes-Isidori-Normalform [11] eines Systems (3) mit relativem Grad »:

d = =)

=1 = =]

.':) = T

L= a(z)+ Mz 23)
g1 = (=)

S0 = lz)

Wie bei der Regelungsnormalform sind die ersten r Koordinaten ausschliefilich durch
Integratoren verkniipft. Der Ausgang entspricht genau der ersten Koordinate =,. Der
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Eingang u beeinfluBt nur die r-te Koordinate. Die letzten (n-r) Koordinaten sind im
allgemeinen nichtlineare Funktionen des gesamten transformierten Zustands z. An-
hand dieser Darstellung kann der relative Grad  auch als die Anzahl der Integratoren
gedeutet werden, die der Eingang « zumindest ,durchlaufen” muB, bevor er den Aus-
gang y beeinflubt. Der relative Grad » ist somit ein MaB fiir die Mindestverzogerung im
E/A-Verhalten. Fiir jedes nichtlineare EingroBensystem mit relativem Grad » existiert
lokal eine Transformation = = 7'(a) auf Byrnes-Isidori-Normalform, die durch

hiz)
Lph(z)

T(x)=| Ly hiz) (24)
()
)
gegeben ist. Dabei konnen die Funktionen ¢,(x) immer so gewiihlt werden, daB die
Linearisierung von (24) um den Arbeitspunkt vollen Rang hat und, daf bei Eingrofien-

systemen zusiitzlich die Funktionen «;(z) in (23) nicht von u abhiingen. Anhand Nor-
malform (23) kann die Nulldynamik eines nichtlinearen Systems definiert werden [10].

Definition 2 Fiir ein nichtlineares Systems (3) wereen die letzten (n-r) Gleichungen
des in Normalforn (23 ) transformierten Systems
-'I'r+| =F ‘f|'+l{;J|:;[|J,___,|I‘_-‘+,,,__,;“'tr'

(25)

o= "I’rr(z”z:w ,,,,, gy amn ]

als Nulldynamik von System (3) bezeichnet, wenn die ersten r Koordinaten =;,i =
lyoooy v in (25) zu ntedl geserzt werden.

Mit den ersten » Koordinaten ist auch der Ausgang identisch gleich null und die
Nulldynamik kann folglich als nichtlineares Aquivalent der Nullstellen eines linearen
Systems gedeulet werden [45, 11]. In Analogie zur linearen Systemtheorie heift ein
nichtlineares System minimalphasig, wenn es eine stabile Nulldynamik besitzt, d.h.
das System (23) stabil ist.

Aus der Normalform (23) sieht man sofort, dal die Nichtlinearititen im E/A-Verhalten
zum Beispiel mit Hilfe des Riickfiihrgesetzes

= %Z—J (26)
kompensiert werden knnen. Im Kreis verbleibt die nichtlineare Nulldynamik, die das
E/A-Verhalten jedoch nicht beeinfluBt, da sie nicht beobachtbar ist. Interne Stabilitit
des geschlossenen Kreises ist somit nur gewiihrleistel, wenn das System minimalphasig
ist.
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Satz 2 (Exakte Eingangs/iAusgangs-Linearisierung [49])
Wenn cas nichtlineare System (3)
(i) einen wohl-definierten relativen Grad » besiizt
(ii)  minimalphasig ist
wird das EingangsiAusgangs-Verhalten von (3) durch die statische Zustandsritckfiih-
ring
. v— Lyl(z) T, ,."1';.._1[4}_”?(1!}
L, Ly i) L_.,L}"h(ﬂ:)
linearisiert. Das EIA-Verhalten wird dann durch
(is) = 4 (28)
ST ey T s o e
beschrieben, und das exake linearisierte System ist genau dann stabil, wenn (28) stabil
ist.

(27)

Der erste Term in (27) entspricht der Riickfiihrung (26) und iiberfiihrt, fiir sich allein
genommen, das E/A-Verhalten in eine Serienschaltung von r Integratoren. Die Pole
des E/A-linearisierten Systems konnen zusiitzlich iiber den zweiten Term durch Wahl
der skalaren Koeffizienten /4, vorgegeben werden.

Die Ordnung von (28) ist gleich dem relativen Grad » und ist damit kleiner als die
Ordnung von (3). Dies erkliirt sich durch die zusiitzlich im Kreis verbleibende nicht
beobachtbare Nulldynumik.

Bei Mehrgrifiensystemen mubl zusiitzlich zu Bedingungen (i) und (ii) die sogenannte
Entkopplungsmatrix der betrachteten Strecke nichtsinguliir sein, um mit der ange-
gebenen Vorgehensweise lineares E/A-Verhalten zu erzielen [41]. Falls diese Be-
dingung verletzt ist, kann unter Umstiinden durch ein dynamisches Riickfiihrgesetz
E/A-Linearitiit erreicht werden [40].

Zwischen Zustands- und E/A-Linearisierung besteht eine enge Verwandtschaft: Wenn
die Ausgangsfunktion i(a) in (3) so beschaffen ist. daf der relative Grad r gleich
der Ordnung » des Systems ist, hat das System keine Nulldynamik. Die Transforma-
tion (24) ist dann identisch mit der Transformation (9) und iiberfiihrt das nichtlineare
System in Regelungsnormalform, Als Alternative zur Lésung des partiellen Differenti-
algleichungssystems (10) kann folglich auch eine fiktive Ausgangsfunktion y = T (=z)
gesucht werden, fiir die der relative Grad » der Systemordnung n entspricht. Die Aus-
gangsfunktion 73 (2 ) nennt man dann einen linearisierenden Ausgang fiir System (1).
Falls die natiirliche Ausgangsfunktion h{x) zu einem relativen Grad fiihrt, der ge-
rade der Systemordnung entspricht, kiinnen gleichzeitig das Zustands- und das E/A-

Verhalten linearisiert werden. Man spricht dann von totaler oder vollstindiger exakrer

Linearisierung |38, 71]. Die Bedingungen fiir die totale Linearisierung sind extrem
einschriinkend. Dennoch sind cinige praktische Anwendungen bekannt (z. B. [36]).

Die Theorie der exakten E/A-Linearisierung liilit sich mit Einschriinkungen auch auf
diskrete Systeme (z. B. [58]) und Differential-Algebra Systeme [27] erweitern,
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3.2 Regelung ciner Destillationskolonne mittels exakter E/A-Linearisierung

Um einen Eindruck von der Leistungsfiihigkeit und vom notwendigen Aufwand fiir
den Entwurf eines Reglers mittels E/A-Linearisierung fiir eine praxisnahe Anwen-
dung zu geben, soll hier die Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne untersucht
werden, In einer Zweistoffdestillationskolonne wird ein Gemisch aus zwei fliissigen
Stoffen in seine Bestandteile aufgetrennt. Eine Destillationskolonne kann hier als ein
MehrgréBensystem mit zwei Eingiingen w; und 1, und zwei zu regelnden Temperatu-
ren 7y und 7} behandelt werden. Beispielhaft betrachten wir die Trennung der beiden
Alkohole Methanol und Propanol in einer Kolonne mit 40 Béden. Die wichtigsten dy-
namischen Vorgiinge werden durch ein nichtlineares Modell 42ter Ordnung gut erfafit
[5]. Die Berechnung der Lie-Ableitungen in (27) fiihrt auf das statische Riickfithrgesetz

l : i ‘ F
Wy = A_,i{;r.'] : (( Kopyritgy — hzm--’-’z:ﬁ}’“l o “‘H:-'-’M — K 151:-1-'15)‘!’1 e

(war — s ) Wispivns — !\’l-ir"r"l-l.}‘ H-‘}) (29)

uy = Eﬁ'(['r"m — gy )eey b (g — @) vy 4
(g — was )iy — -*‘m]'“’l) (30)
mit
Ay () = (-TH — ) Wagprgg — W) — (rar — o ) I i5pimns — !’\.1-|:—1l-'|-1J{31)
und
o
Ky=——m"" (32)

14 (| —a)ay
Die Griflen .r; in (29)—(32) sind die Zustiinde des Kolonnemmodells (Konzentrationen
auf dem i-ten Boden), die gemessen werden miissen, w, ist die stationiire Zulaufmen-
ge und « ist die relative Fliichtigkeit von Methanol und Propanol, die als konstant
angenommen wird. Dieses Riickfiihrgesetz iiberfiihrt das System 42ter Ordnung in
zwei entkoppelte (lineare) Integratoren, die das E/A-Verhalten beschreiben. Die nicht
beobachtbare Nulldynamik ist stabil und von 40ter Ordnung. Die Komplexitit der
Riickfithrung (29) — (32) ist trotz der hohen Systemordnung des Kolonnenmodells nicht
sehr groB. Dies ist eine direkte Folge des niederen relativen Grades von eins fiir jeden
der beiden Ausgiinge. Nur sechs der 42 Zustiinde werden in (29) — (32) zuriickgefiihrt.
Dies vereinfacht den MeBaufwand wesentlich, Fiir das E/A-linearisierte System wer-
den zwei dezentrale PI-Regler (Bild 1) entworfen, um die geforderten Spezifikationen
an die Regelgiite zu erfiillen. Das Regelverhalten des geschlossenen Kreises bei ei-
ner sprungformigen Zulaufstorung zum Zettpunkt { = 2h ist in Bild 2 dargestellt. In
den Simulationen wird die Kolonne durch ein derailliertes Modell 320ter Ordnung
repriisentiert. Dadurch konnen Aussagen iiber die Robustheit der Regelung gemacht
werden, Die durchgezogene Kurve in Bild 2 zeigt das Verhalten des auf E/A-Lineari-
sierung basierenden Reglers, Die gestrichelte Kurve zeigt das Verhalten eines linearen
H..-optimalen Reglers mit gleicher Bandbreite [4], Das bessere Regelverhalten durch
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== 0
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Bild I: Regelungsstruktur fiir Destillationskolonnenregelung.

die nichtlineare Kompensation ist deutlich zu erkennen. Die linearen PI-Regler in
Bild | sind so ausgelegt, daB eine gute lineare Stabilitiitsteserve garantiert ist. Man
konnte nun folgendermabBen argumentieren: Das nichtlineare Modell, auf dem der
Reglerentwurf basiert, ist potentiell sehr ungenau. Deshalb miifite eine VergroBerung
der linearen Stabilitiitsreserve dic Robustheit der Stabilitit des nichtlinearen Kreises
erhahen. Bild 3 zeigt das Verhalten des geschlossenen Kreises, wenn der nichtlineare
E/A-linearisierende Regler in Bild 1 beibehalten wird, aber die PI-Regler so ausgelegt
werden, dab sie eine grisiere lineare Stabilitiitsreserve bewirken. Die Vergrifierung der
linearen Stabilitiitsreserve bewirktaber die Destabilisierung des Kreises. Der Grund fiir
dieses, auf den ersten Blick iiberraschende, Verhalten sind die nach der E/A-Linearisie-
rung im Kreis verbleibenden Nichtlinearitiiten, die auf Medellfehler zuriickzufithren
sind. Diese Nichtlinearitiiten wirken destabilisierend. Die VergroBerung der linearen
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343 . Bl — 359. 11—

3434 356.6
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Bild 2: Dynamisches Verhaltien der geregelten Destillationskolonne nach einer
sprungfirmigen Storung in der Kolonnenzulaufkonzentration um  15%
(wg = 503).
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Bild 3;: Dynamisches Verhalten der geregelien Destillationskolonne nach einer
sprungformigen Storung in der Kolonnenzulaufkonzentration um 15%
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Stabilitiitsreserve, die hier eine Reduktion der Bandbreite bewirkt, fithrt dazu, dal
die nichtlinearen Effekte gegeniiber den linearen Effekten {iberwiegen und verursacht
somit die Destabilisierung. Dieses Beispiel zeigt deutlich, daB lineare Robustheitsargu-

mente beim Entwurf der linearen Regler fiir den E/A-linearisierten Kreis mit Vorsicht
gebraucht werden miissen,

3.3 Einschiitzung der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Anders als bei der exakten Zustands-Linearisierung sind die Bedingungen, unter de-
nen das E/A-Verhalten eines dynamischen Systems linearisiert werden kann, fiir eine
groBe Klasse von Systemen erfiillt. Die Forderung nach Minimalphasigkeit ist dabei die
einschriinkendste Voraussetzung. So hat zum Beispiel der, im Kapitel iiber Zustands-
Linearisierung behandelte Riihrkesselreuktor eine instabile Nulldynamik und kann
damit nicht exakt E/A-linearisiert werden. Die Berechnung des Riickfiihrgesetzes (27)
istunkompliziert (Berechnung von Lie-Ableitungen), kann aber unter Umstinden auf-
wendig sein. Im allgemeinen empfiehlt sich die Verwendung von Computer-Algebra-
Systemen. Anders als bei der exakten Zustands-Linearisierung ist es hier jedoch nicht
notig die Transformation (24) explizit zu berechnen.

Das Riickfiihrgesetz (27) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands voraus. Wie
im Falle der Zustands-Linearisierung wird dadurch die Praktikabilitiit des Verfahrens
eingeschrinkt. Mit dem Verfahren der asymptotisch exakten Linearisierung [25, 24,
27] kann das EfA-Verhalten durch eine Ausgangsriickfiilhrung asymptotisch exakt
linearisiert werden. Die Grundlage dieser Vorgehensweise bildet dabei die exakte Li-
nearisierung eines hinreichend genauen Modells unter Echizeitbedingungen, dessen
Zustiinde natiirlich , gemessen™ werden konnen. In einem zweiten Schritt, der nur die
Messung der ProzeBausgiinge voraussetzt, wird unabhiingig von der exakten Lineari-
sierung des Modells die Konvergenz des realen Prozesses gegen das Prozefimodell
sichergestellt.
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Unter Umstiinden werden grofle Amplituden der Stellgréie bendtigt um ein lineares
E/A-Verhalten zu erreichen. Dies ist eine direkte Konsequenz der Forderung nach Li-
nearitiit: Auch in den , Richtungen®, in denen das System von Natur aus eine geringe
Verstirkung besitzt, zwingt man der Strecke eine lineare Verstirkung der Eingangssi-
gnale auf. Das Verfahren der exakten Linearisierung kann eine solche , Direktionalitit”
eines nichtlinearen Systems nie beriicksichtigen oder gar ausnutzen. Vielmehr wird,
auf Kosten der Stellgribe, ein lineares und damit vollstindig gleichformiges Ver-
halten erzwungen. Da der Ausgang dieser Regler nur eine reglerinterne Grobe (die
Eingangsgrabe v) ist, kinnen StellgroBenbeschriinkungen (oder eine Gewichtung der
StellgroBe) auch beim Entwurf der linearen Regler fiir das E/A-linearisierte System
nicht explizit beriicksichtigt werden.

Neben den Stellgrofien o wirken im allgemeinen Stérungen d auf das System, die im
Modell beriicksichtigt werden kiinnen

& = fla)+g(z)e+plx)d
y = h{x).

Analog zum relativen Grad », der Stellgrolle «, kann auch der relative Grad r,; der
Storgrife d definiert werden, Durch Transformation des um die Stérungen erweiterten
Systemns auf Byrnes-lsidori-Normalform sieht man sofort, dal Stérungen mit relati-
vem Grad r, > r, durch das linearisierende Riickfiihrgesetz (27) vollstiindig entkop-
pelt werden. Falls Stérungen mit 1y = i, gemessen werden kinnen, kann durch eine
zusiitzliche StorgroBenaufschaltung deren vollstindige Entkopplung erreicht werden
[35, 42]. Stérungen, die nicht automatisch entkoppell werden, beeinflussen die Dyna-
mik nach der Linearisierung des E/A-Verhaltens im Regelfall in einer nichtlinearen
Weise. Das folgende einfache Beispiel zeigt mdgliche Probleme.

Beispiel:
Wir betrachten die durch

=1+ ) ut+d)

beschriebene nichtlineare skalare Strecke. Die Stérgrific d greift direkt am Strecken-
eingang an. Mit Gleichung (27) berechnet man leicht eine linearisierende Rifckfiihrung
e (33)

1 _|_ .!'2
die den Pol des geschlossenen Kreises zu1 s = —| bestimmt. Eine kurze Rechnung
zeigt aber, dall der mit (33) geschlossene Kreis fiir Stérungen |d| > 1 instabil ist (sog:fr
in endlicher Entweichzeit). Dies ist eine direkte Folge der E/A-Linearisierung. Wie
man leicht zeigen kann, stabilisiert dagegen die einfache lineare Riickfiihrung

= —u

die Strecke fiir alle Storungen d, Das destabilisierende Verhalten der E/A-lineari-
sierenden Riickfithrung kann als eine Verletzung des Inneren-Modell-Prinzips [22]
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gedeutet werden: Nach der Linearisierung des E/A-Verhaltens verbleibt im Kreis keine

Dynamik, die der ,stiirker als linear eingreifenden Storung ((1 412 )d) entgegenwirken
kénnte.

Uber Robustheitseigenschaften der Methode der exakten E/A-Linearisierung kinnen
keine allgemeinen Aussagen gemacht werden. Dies ist aber fiir fast alle nichtlinea-
ren Entwurfstechniken der Fall und liegt vor allem an der fehlenden systematischen
Beschreibungsméglichkeit von nichtlinearen dynamischen Unsicherheiten. Unter der
Voraussetzung, daB bestimmte Konsistenzbedingungen erfiillt sind, kénnen hinrei-
chende Bedingungen fiir robuste Stabilitiit angegeben werden [12]. Die so gefun-
denen Abschiitzungen kinnen aber beliebig konservativ sein. Wie das Beispiel der
Kolonnenregelung zeigt, miissen die bekannten Robustheitsaussagen aus der linearen

Systemtheorie mit grofler Vorsicht beurteilt werden, wenn die betrachteten Systeme
nichtlinear sind.

Trotz der genannten Einschriinkungen kann eine Anwendung der exakten EfA-Linea-
risierung in vielen Fiillen zu sehr guten Ergebnissen fiihren (z.B. [5, 59, 70, 27]).
Der Hauptvorteil der exakten Lineuarisierung liegt, wie bereits erwihnt, darin, daB
die notwendigen Entwurfsiterationen zum Erreichen der gewiinschten Regelgiite ohne
groflen Aufwand im Lineuren durchgefiihrt werden kénnen,

3.4  Naherungsweise Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die Bedingungen, unter denen cine exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-
Verhaltens erreicht werden, sind wesentlich weniger einschriinkend als bei der exakiten
Zustands-Linearisierung. Dennoch sind eine Vielzahl technisch wichtiger Systeme
bekannt, fiir die der relative Grad nicht wohl-definiert ist, oder die eine instabile
Nulldynamik besitzen. Im Falle eines nicht wohl-definierten relativen Grades ist der
Nenner des exakt EfA-linearisierenden Ritckfiihrgesetzes (27) am Arbeitspunkt null
und folglich das Riickfiihrgesetz singuliir. Auch fiir Systeme mit wohl-definiertem
relativen Grad kann es im Arbeitsbereich des Regelungssystems Zustinde geben,
fiir die (27) singuliir wird. Die meisten Ansiitze zur nilherungsweisen Linearisierung
solcher Systeme erweitern den Nenner heuristisch durch eine Art Storfunktion e(x)
_ v—Ljh(z) Tkt By L7 ()

C L Ly Ma) + (=) T L, LT h(z) + e(=)

um unbeschriinkte Stellamplituden an Singularitéiten zu vermeiden. Der Kompromi
zwischen Linearisierung und grober Stellamplitude kuann durch unterschiedliche Wahl

von ¢(z) erreicht werden [60, 33, 14]. Alternative Verfuhren, die auf einer Erweiterung
der Bymes-Isidori-Normalform beruhen, werden in [31, 46] beschrieben.

u

Fiir Systeme mit instabiler Nulldynamik ist die Berechnung einer niherungsweise
linearisierenden Riickfiihrung meist wesentlich aufwendiger. Ein méglicher Ansatz
beruht auf ciner nitherungsweisen Aufspaltung des Systems in einen nichtlinearen
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AllpaBanteil und cinen nichtlinearen Phasenminimumanteil, der dem Reglerentwurf
zugrunde gelegt wird [20, 19]. Eine zweite in |20] vorgeschlagene Vorgehensweise ba-
siert auf einer Faktorisierung der Nulldynamik in einen stabilen und einen antistabilen
Anteil, Fiir spezielle Klassen von Systemen sind weitere Verfahren bekannt [32, 50, 26].
Es soll jedoch ausdriicklich erwiihnt werden, daB mit den zitierten Ansiitzen nicht in
allen Fillen ausreichend lineares Verhalten erreicht werden kann,

Auch wenn die Voraussetzungen zur exakten Linearisierung des E/A-Verhaltens erfiillt
sind. ist es aus Anwendersicht in vielen Fiillen nicht notwendig, eine exakte Line-
arisierung anzustreben. Durch Beschriinkung auf die Kompensation der Hauptnicht-
linearititen wird im allgemeinen die Riickfiihrung weniger komplex und in vielen
Fillen kann dadurch eine Verkleinerung der benétigten Stellamplitude erreicht wer-
den. Schwache Nichilinearitiiten, gewiinschie Nichtlinearitiiten, oder Nichtlinearititen,
deren Beschreibung unsicher ist, verbleiben im Kreis. Die Berechnung der niiherungs-
weise linearisierenden Riickfiihrung kann zum Beispiel auf eine polynomiale Appro-
ximation des nichtlinearen Modells gestiitzt werden [63], oder auf Niherungen fiir das
exakt linearisierende Riickfiihrgesetz. Alternativ ist eine Losung durch Approximation
von E/A-Operatoren denkbar, In [3] wird eine Losung iiber Minimierung sogenann-
ter Nichtlinearitiitsmalie vorgeschlagen. Die Nichtlinearitiitsmale quantifizieren die
LGrofe* der Nichtlinearitit im E/A-Verhalten und erlauben so, neben der Synthese
nitherungsweise linearisierender Regler, auch deren Analyse. Diese Entwurfsmethode
wird in diesem Band in [2] genaver behandelt.

4. Zusammenfassung

Die exakten Linearisierungstechniken erlauben einen systematischen Entwurf von
Reglem fiir eine allgemeine Klasse von nichtlinearen Systemen. Prinzipiell werden
die exakle Linearisierung des Zustands- und des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens un-
terschieden. Die exakte Zustands-Linearisierung stellt ein elegantes Verfahren zur
Stabilisierung nichtlinearer Regelstrecken dar. Dariiber hinausgehende Anforderun-
gen an die Regelgiite konnen allerdings nur schwer berficksichtigt werden. Wegen
der eingeschriinkten Klasse exakt zustands-linearisierbarer Systeme, und wegen der
teilweise aufwendigen Berechnung exakt zustands-linearisierender Regler, kommt den
Nitherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung in der Praxis eine grobiere Bedeutung
zu als dem exakten Verfahren. Diese Niiherungsmethoden versuchen einen Briicken-
schlag zwischen der relativen Einfachheit rein linearer Entwiirfe und der aufwendigen
exakten Linearisierung zu erreichen. Speziell die Poincaré-Linearisierung, die die
ersten nichtlinearen Terme in der Taylorentwicklung kompensiert, stellt eine attrak-
tive Alternative zur exaklen Linearisierung dar, wenn die Regelung um einen festen
Arbeitspunkt erfolgt. Ein durch Extended Linearization oder durch Pseudo-Linearisie-
rung kompensiertes System zeigt in linearer Nilherung gleiches Verhalten unabhiingig
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von Arbeitspunkt. Dadurch wird im allgemeinen eine VergréBerung des Stabilitiits-
gebietes erreicht. Durch die Uniform System Approximation wird eine bestmogliche
Kompensation der Nichtlinearitiiten in der Umgebung aller Arbeitspunkte erreicht.

Durch den hohen Berechnungsaufwand kommt dieser Technik jedoch hauptsichlich
theoretische Bedeutung zu.

Die Zustands-Linearisierungstechniken konnen auch zum Entwurf nichtlinearer Be-
obachter herangezogen werden [55, 57]. Die Beobachterkorrektur wird dabei so ent-
worfen, dal sich eine exakt bzw. niiherungsweise lineare Beobachterfehlerdynamik
ergibt, deren Stabilitiit und Einschwingdynamik leicht beeinfluBit werden kann.

Mit dem WVerfahren der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung kénnen Regler
gezielt im Hinblick auf gutes Regelverhalten entworfen werden. Die besondere At-
traktivitit dieser Methode erkliirt sich aus der Anwendbarkeit auf eine groBe Klasse
nichtlinearer Systeme und aus der eleganten Moglichkeit, Anforderungen an die Re-
gelgiite durch den Entwurf linearer Regler zu erfiillen. Eine vollstiindige exakte Line-
arisierung des EfA-Verhaltens ist in der Praxis oft nicht notwendig und zum Teil auch
nicht erwiinscht. Die Entwicklung von Verfahren zur nitherungsweisen Linearisierung
des E/A-Verhaltens ist gegenwiirtiz ein Gebiet intensiver Forschung.

In vielen Fiillen ist eine exakte Linearisierung des Zustands- oder EfA-Verhaltens nur
zu erreichen, wenn man grofe Stellamplituden in Kauf nimmt. Falls die bendtigte Stell-
energie nicht aufgebracht werden kann, oder dies nicht erwiinscht ist, kann durch die
diskutierten Nitherungsverfahren ein KompromiB zwischen Stellenergie und Linearitiit
erzielt werden.

Obwohl die exakten Linearisierungstechniken mit groflem Erfolg an realen Rege-
lungsproblemen getestet wurden, ist ihre Anwendung nicht in allen Fillen maglich
und sinnvoll. Neben ihrem Wert als praktikabler Entwurfsmethode, stellt die zugrun-
deliegende Theorie zusiitzlich einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Entwicklung
einer allgemeinen Regelungstheorie nichtlinearer Systeme dar.

Anhang

Definition 3 Die Ableitung einer skalaren zustandsabhdngigen Funktion M) ent-
lang einer zustandsabhdngigen Vektorfunktion f(z) wird Lie-Ableitung genannt und
ist definiert als
A
LiN=) = 7= f(z).
(s

Die Lic-Ableitung [ A(a) ist wieder eine skalare GroBe. Demzufolge kann dieser
Differentialoperator wiederholt angewandt werden: Beispielsweise kann zuerst ent-
lang einer Vektorfunktion f(x) und anschlieBend entlang einer Vektorfunktion g()
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abgeleitet werden

i (LgA
WA g ()
dx

Die mehrfache Ableitung entlang derselben Funktion f(=) ist natiirlich ebenfalls
miglich und wird in der Notation durch einen hochgestellten Index ausgedriickt:

LyLoAz) =

ikl
LA\(z) = Mf{w].
ila
Definition 4 Die Lie-Klammer zweier Vektorfunktionen f(z) und g(x) ist definiert
dureh

Die Lic-Klammer [f, g| wird oft auch als ad; g geschrieben. Das Ergebnis der Lie-
Klammer-Operation ist wieder eine Vektorfunktion. Folglich ist eine sukzessive An-
wendung miglich. Dies wird durch die folgende Standardnotation ausgedriickt:

ri!f’} g = I_|I'1 l“fjr._l g] .

Zusitzlich wird vereinbart, dalBl m!‘} g = g pilt,
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zu Kap. IV Einfihrung in die nichtlineare
Regelung

. Einschub zu Kap V.4
Nullstellen linearer Systeme

Vorlesung Konzepte
der Regelungstechnik

* Universitat Stuttgart

Sprungantwort fiir b>0 (minimalphasig)

Nullstellen linearer Systeme

2
X
g% :
g3
ca
o o 0
XS
235
co =
o = 1 s+b
5 G(s) ==
2 & bs +s+1
=)
=
U) =4
g
— =5
(2]
B b==0.1
= K : : - ; 0 2
5 t
% Sprungantwort fir b<0 (nichtminimalphasig)

Vorlesung Konzepte der Regelungstechnik
Prof. Dr.-Ing. Frank Allgower



zu Kap. IV Einfihrung in die nichtlineare
Regelung

Minimalphasiges Systeme

s+1
G(s) = u(t)=0.577-¢" x(0)=[-0.577 0.577
O-3ergy YO O = )
e os 1 s 2 zés 3 a5 4 as s
Eingang u(t) und Ausgang y(t)
Minimalphasiges Systeme
Zustande x,(t), x,(t)
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Minimalphasiges Systeme
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Eingang u(t) und Ausgang y(t)
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y(t)

Nichtminimalphasiges System

u(t) =0.9045-¢' x(0) = [0.3015 0.3015]

u(t)

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

t
Eingang u(t) und Ausgang y(t)

Vorlesung Konzepte der Regelungstechnik

Prof. Dr.-Ing. Frank Allgower




zu Kap. IV Einfihrung in die nichtlineare
Regelung

Nichtminimalphasiges System

Zustande x,(t), x,(t)

Vorlesung Konzepte
der Regelungstechnik

* Universitat Stuttgart

Vorlesung Konzepte der Regelungstechnik
Prof. Dr.-Ing. Frank Allgower



Untersuchung der robusten Stabilitat

Zusammenfassung der Vorgehensweise

© Festlegen des Unsicherheitstyps
(z.B. multipl. Ausgangsunsicherheit).

© Bestimmen/Festlegen von GroRe (/(w)) der Unsicherheit A.
© M-A-Struktur aufstellen und M ermitteln.

© A normieren (bestimme Gewicht Wx(s)).

O |Wa(jw)M(jw)| < 1 fir alle w < robust stabil.

%IStE Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

Beispiel zur robusten Stabilitat

Ziel
Untersuche Auswirkung des Unsicherheitstyps
auf den Konservatismus.

Betrachte parametrierten Regler
k

K(s) = — mit k € R.
s

Zul3ssige Reglerverstarkung fiir
a) Additive Unsicherheit.
b) Multiplikative Unsicherheit.

c) Reale Strecke (kein Konservatismus).

i |St? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




Reale und nominelle Strecke

Beispiel aus Einfithrungsvorlesung

1 1
Reale Strecke G,ey(s) = ST 1(01s 1 17
1
Nominelle Strecke G(s) =
s+1

Motivation

Fiir Reglerentwurf nominelle Strecke und Gewichte Wa
niedriger Ordnung sinnvoll.

Schatze hochfrequente Dynamik in G,., durch Unsicherheit
mit konstantem Gewicht Wx ab.

ISt? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

Nominelle Stabilitat

Nomineller geschlossener Kreis

G(s)K(s) k

Gy(s) = — . stabil fiir kK > 0.
1(s) It GS)IK(S) 2o 1k 2 stabil fiir >
Sprungantwort
- | _

1L k=0.3
S /// — k=05
>~ 05 A— k=1

\ \
OO 5 10
Zeit

Gute Sprungantwort fiir k ~ 0.5.

Nomineller geschlossener Kreis asymptotisch stabil fiir k > 0.
Robuste Stabilitat?

|St? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




a) Additive Unsicherheit 1 (P

@ Festlegen des Unsicherheitstyps:

additive Unsicherheit: Ga(s) = G(s) + Aa(s)
© Grolle der Unsicherheit:

Ia(w) = [Aa(jw)| mit Aa(s) = —ﬁ%%

Anmerkung

Im Beispiel: Reale Strecke als bekannt angenommen.

Im Allgemeinen: Reale Strecke durch Menge von Systemen
beschrieben (z.B. unbekannte Parameter) = A4 ist Menge von
Ubertragungsfunktionen.

© M-A-Struktur aufstellen und M ermitteln:
...= Ma(s) = —K(s)S(s)

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

a) Additive Unsicherheit 2 ?

@ A normieren:
Finde stabiles, minimalphasiges System W, mit

[Wa(w)| > la(w).
konstantes Gewicht = Wx(s) = max,, [a(w)

— —10 T TTTTTTT T TTTTTTT T TTTTTTT T 11T

% _/A:|AA|
—~ —20 S| IWal

E

= 30 i

S

< _40 L1 AT il il I

1072 1071 100 101 102
Frequenz (rad/s)

Wa(s) = 0.1764

ist®

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




a) Additive Unsicherheit 3

@ |Wa(jw)Ma(jw)| <1 fiir alle w < robust stabil:
]_O T TTTTIN T TTTTIN T TTTTIN T TTTTIT

) \ --- 0dB

:z“ 0 F—+HHH - ,-_,':-‘-‘- -------- — [WaMal, k=1
3 7N 1 T |WAMA|7k:519
= 10 IERRE M - |WaMa), k =10
- A/\ \\ \\

< _20 Ll Ll L ‘\\ L

10~ 107! 109 10t 107
Frequenz (rad/s)

ZVA(S)MA(S) = —0.1764/(5212#( asymptotisch stabil fiir
> 0.

Fir k < 0 Theorem uber robuste Stabilitdt nicht anwendbar,
da W,yM, instabil.

= Bei additiver Unsicherheit robust stabil fiir 0 < k < k4 ~ 5.19.

ISt? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

b) Multiplikative Unsicherheit 1

© Festlegen des Unsicherheitstyps:
multipl. Unsicherheit: Ga(s) = G(s)(1 + Aum(s))
© GroBe der Unsicherheit:
Iv(w) = |[Ap(jw)| mit Ay(s) = Gal(s)/G(s) — 1= s(s420)

~ (s+10)2
© M-A-Struktur aufstellen und M ermitteln:
= MM(S) = —T(S)

|St? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




b) Multiplikative Unsicherheit 2

@ A normieren:

Finde stabiles, minimalphasiges System W), mit
(Wn(jw)| > Iu(w).

konstantes Gewicht = W),(s) = max,, Iy (w)

— 1 IHHW T T T TTTTTT
0 0F — Im = |Am
— — |Wn|
(O]
B 10}
=
2

—20 il
< [ | XHHH I [ 1 I

102 10! 102

Frequenz (rad/s)

WM(S) =1.154

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

b) Multiplikative Unsicherheit 3

@ |Wy(jw)Mp(jw)| <1 fiir alle w < robust stabil:

o | ]---0dB
= Oy ANER A — WMy, k=1
g 0 I --- |WyMpl, k=5
= ' - |Wy My, k = 10
<E —40 1 F‘\\mm

102 102

Frequenz (rad/s)

Wi (s)Mp(s) = —1.154/(@ asympt. stabil fiir k > 0.

Fir k < 0 Theorem uber robuste Stabilitdt nicht anwendbar,
da Wjys My, instabil.

= Bei multiplikativer Unsicherheit nicht robust stabil fiir 0 < k.

Mit Gewicht der Ordnung 1 robuste Stabilitat fiir multiplikative
Unsicherheiten und k vergleichbar zu additiver Unsicherheit.

St? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




c) Keine Unsicherheit (G(s) = Gea(5)) (P

Offene Kreis

L(s) = Greal(s)K(s) = s(s+1)(lc§.15+1)2

Nyquist Ortskurve von L fiir k =1

L L L L L L L

@ 0.1 —
- - |
O

< i |
(O]

.60 O —+ N
c L ]
"Bh | |
gy} - |
_E _01 %l co e b Ly \ \7

|
-1 -0.8 -0.6 —0.4 —-0.2
Reelle Achse

Fiir Kk > 0 Phasendrehung von 7/2.
Fiir k < 0 Phasendrehung von —7 /2.

o

= Geschlossener Kreis stabil fur 0 < k < 5.55.

ISt? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung

Zusammenfassung ?

Maximale Reglerverstarkung
@ Additive Unsicherheit: 0 < k < kj ~ 5.19

© Multiplikative Unsicherheit: keine robuste Stabilitat fiir 0 < k
© Keine Unsicherheit: 0 < kK < 5.55

Additive Unsicherheit in diesem Beispiel wenig konservativ.

Multiplikative Unsicherheit

Fiir k > 0 gibt es ein A(s) mit |A(jw)| < |Wpm(jw)]|, so dass
geschlossener Kreis instabil.

Aber:
Geschlossener Kreis aus G, und K stabil fiir 0 < k < 5.55.

Multiplikative Unsicherheit hier konservativ fiir konstantes Gewicht.

Wahl des Unsicherheitstyps wichtig fiir Robustheitsunteruschungen.

|St? Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung




Bestimmung der Gr63e einer Unsicherheit
—beispielhaft-

Mit unterschiedlichen Eingangssignalen identifizierte Frequenzgange
fuhren zu Band im Bodediagramm

IO': T r
T e, MOminal
.| 5
Io-l- i I
Io"' QC%] {Da
O
I
Poe |
o
1o

List®

Bestimmung der Gr63e einer Unsicherheit

Darstellung mit Ortskurve:

Anom (wi) md"“s EQ (w)

List®




Bestimmung der Gr63e einer Unsicherheit

conversion of lq into dynamical weight Ahqy(s):

Ahyy(s) =

0.0161s2 + 0.0014s + 0.0002
1.0000s% + 0.0189s + 0.0011

List®
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Bounded Real Lemma (proof. continued) ?'
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Bounded Real Lemma — Alternative Darstellung ?'
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Bounded Real Lemma
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Motivating Example

Real system:

1 1
Greal (3 )

T s+1 (0.1s+1)2

Approximation:

Magnitude

Bode magnitude plot of plant models
20 -

I
N
o

[
N
o

I
)]
o

I
oo
o

10° 10
Frequency

[H
o

|Idea: Bode plots are similar, differences only for large fregs.
Place poles far from stability border in left half-plane to be on safe side
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Motivating Example

Controller;
K(s) = 30(s + 1)
S
achieves
GK 30
Gcl(S)

- 1+GK: s + 30

l.e. pole at s = —30

but simulation of real closed loop
shows instability!

Step response of closed loops

2t —_—Wth G|
r
-==wWithG | | U

Time

0 0.5 1 1.5 2
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Singular Value Diagrams

1 0.5
Example: G(s) = [ s - ]

s24+10s+2 s+2

Singular values [dB]
N
o

= max. sing. val. N
_60 - 'min. Sing. Val. ................

10°
Frequency [rad/s]
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Typical Unstructured Uncertainties

* Additive uncertainty:

Greal(3> — G(S> + A(S> ‘;‘[ - E
Useful for: : G —>€)—~>

high-freq. (HF) plant dynamics, uncertain ~ ~----===-==------
Zeros

Greal(s) = (I + A(s))G(s)

* Multiplicative output uncertainty: 5 T2 |

___________________________

Useful for: HF plant dynamics,
Sensor errors, uncertain zeros

* Multiplicative input uncertainty: — A Greal‘i
Greal(s) = G(s)(I + A(s)) _l- 5

Useful for: HF plant dynamics, SRR S '
actuator errors, uncertain zeros

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung
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Typical Unstructured Uncertainties

-----------------

* Inverse additive uncertainty:

Greal(s) = G(s)(I — A(s)G(s)) ™! A
Useful for: , l -

low-freq. (LF) parameter errors, uncertain ~ “"7"tTTTTTomoee |
poles

 /

A
* Inverse mult. output uncertainty: ; ‘i
Greal(s) = (I — A(s))71G(s) = @

___________________________

Useful for: dito

Greal(3> — G(S>(I o A(S»_l

* Inverse mult. input uncertainty: J AN

Useful for: dito e — :

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung S.5



Normalization of A

What do we do if we have ¢(A(jw)) < l(w) Vw for some frequency-dependent
function ! : R — R* instead of
d(A(jw)) <1Vw ?

Normalize the uncertainty A:
1. Suppose dim(A) = qo X po

2. Find a stable, proper, minimum-phase SISO system wa(s)
with  o(wa(jw)) = |wa(jw)| = l(w)
(or o(wa(jw)) = [wa(jw)| = l(w))
3. Set Wa(s) =wal(s)-I, where size of I is pg X pg

4. Suppose we have another uncertainty A with 5(A(jw)) < 1 Vw

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung S.6



Normalization of A

5. Substitute A(s) := A(s)Wa(s)
Hence it holds that & (§( w)Wa(jw)) < 7(A(jw)) 0(Wa(jw)) <l(w)

AGjw) ()

6. Rearrange the M-A-structure:

JAN -

wy 20 =

| M —>WA.M

7. Use (WaM, A) instead of (M, A).

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung



Unsicherheitsbeschreibung: Nyquist-Diag.

Beispiel 8.2 aus K.Zhou, Essentials of robust control.
4 T T

{
N

Imaginary

]
E.N

N o=, \\ \ > |
-6 @ =95 Mo =03 Mo
\...\__w /’
._8 ! i
-5 0 5 10
Real
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Unsicherheitsbeschreibung

Additive Unsicherheit

10" ¢ . , ; ;

Multiplikative Unsicherheit

10°

10’

10° 3
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A Robust Stability Theorem

Def.: A property is called robust against a class of uncertainties / model errors, if
the property holds in face of these uncertainties.

Theorem:

Suppose that M is a stable and proper LTI system, and consider the class of
stable and proper uncertainties A with ||All. < 1.
Then the following statements are equivalent:

() The closed-loop interconnection (x) is robustly stable.

(i) The closed-loop interconnection (x) is internally stable for all considered
uncertainties A.

(i) 7(M(jw)) <1Vw A e

(V) [Mlleo <1 wo 20

(+)

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung S. 10



A Robust Stability Theorem

Remarks:

* A Is any dynamical system satisfying the assumed norm bound.
Actually, A can be a linear system with an arbitrary number of states,
It can be just a complex matrix € C%*Po or it can be a time-varying or
nonlinear system (with corresponding stability notions).

Hence, usually a much larger class of uncertainties than intended
Is taken into account.

 The theorem is necessary and sufficient.
Sufficiency means: || M|l < 1 = robust stability.
Necessity means: ||M| . > 1 = there exists at least one uncertainty
In the considered class that results in instability. It does not imply that
the closed loop with G,..,; Is necessarily unstable.

Konzepte der Regelungstechnik — Robuste Regelung S. 11



Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf

StérgroBe

Y Regel-
Stell- groBe
groBe




Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf
(i) Berechne Ruckfuhrung, so dass E/A-Verhalten linear

StérgroBe

Regel-
groBe

“neue”
StellgréBe

>

Lineares System



Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf
(i) Berechne Ruckfuhrung, so dass E/A-Verhalten linear

(i) Entwerfe linearen Regler fur lineares System
StérgroBe

Regel-
groBe

“neue”
groBe StellgroBe

>

Lineares System






Sprungantworten des nichtlinearen Systems

| | | | | | | | t
6 8 10 12 14 16 18 20
u
-0.2 | 0.03 [T~"TTTTTTTTmm s s s s s
0 70 722
- 0.01 [~TTTTTTTTTT T e
-0.3 . ;
0 %
-0.4 0,02 [T
ngoun . . 0 X0
Homogenitatsprinzip verletzt!




Beispiel: nichtlin. Feder-Masse-Schwinger

Xl Xy
| 3 _d

=X
y=4X y I —
Llnear|3|erende Ruckfuhrung y 4
X, = —ix —Lx, +u=yv! )
:>u=v+;x1+;x2 B
= y v Lineares Ubertragungsverhalten € § d
561 x2 . . B
nd B Lineare Zustandsgleichungen I
X 1%
2

Linearer Regler, z.B. Zustandsriuckfuhrung
— d
V=—Xx —LXx,+W



Sprungantworten des linearisierten Systems

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

0.03 [T
0.02 [T
0.01

_______________________________________

_______________________________________

-0.01
-0.02
-0.03




Exakte Linearisierung:
Zwei Aufgabenstellungen

. Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung

Ausgang y

Zustand z

2. Exakte Zustandslinearisierung:

Zustand z

»
!

Zustand z



Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung

Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung

{ X = f(x)+ g(xX)u, xER", u,yER"
y = hix)

Zustandsriickfiihrung u=a(x)+p(x)v
v=G (S ) 1%

Ziel: Entwerfe Regler
v(s)=-K(s)y(s)
so dass geschlossener Kreis
1. asymptotisch stabil ist
2. gewunschte Regelgute besitzt



Exakte Zustandslinearisierung

Exakte Zustandslinearisierung:
X = f(x)+ g(x)u, xeR", ucR”

Zustandsriickfiihrung u=a(x)+p(x)v
und Zustandstransformation z=T(x)

z=Az+Bv, z€R",v&ER"

Hauptziel: Stabilisierung mit v=-Kz
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Reaktionsschema
A—B—=C

eines Ruhrkesselreaktors

Zustandsraumdarstellung
& =%(CAO _CA)_kl(T)CiI
& =-7cy+k, (T)Cfl - k, (T)CB

1
PCp

(k1 (T)e,AH,

+hk, (T)c,AH, )+ -2 (T, -T)

Bt (1,-T)-
mit

_E

k, (T) = ke ™

PCpVg

q,Aj b

Beispiel: Exakte Zustandslinearisierung

j

—

b
o

7 ™

Ny

A\
_—
~——

d, A9 B9 C ‘L

nur zustandslinearisierbar fir E,= E, !



Beispiel: Exakte Zustandslinearisierung
eines Ruhrkesselreaktors
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Robuste Regelung

Bevor wir uns der Reglersynthese zuwenden, miissen wir kldren, welche Eigenschaften vom ge-
schlossenen Kreis erwartet werden. In diesem Kapitel werden wir diese gewiinschten Eigenschaften
an den Kreis definieren und in mathematischer Form quantitativ formulieren, wobei Kapitel und
bis eine Wiederholung des Stoffes aus der Vorlesung Einfiihrung in die Regelungstechnik darstellt.
Dazu betrachten wir in Abb. [1|den Standardregelkreis mit der Strecke G(s) und dem Regler K (s).

Dabei sind:  y ... Regelgrofie y' ... Streckenausgang
u ... StellgroBe u' ... Reglerausgang
r ... Fihrungsgrofle z1 ... Ausgangsstorung
1 ... Messrauschen Zo ... Eingangsstorung.

Alle Signale sollen skalare Groflen sein. Die Grofie

e=r—y )

wird als Regelfehler bezeichnet. Dieser Standardregelkreis kann durch unterschiedliche Erweite-
rungen erginzt werden, z.B.

e Fiihrungsgrofe vorfiltern (,, Two-degree-of-freedom design*)

e Storgroflen beeinflussen die Regel- bzw. Stellgrofie nicht additiv, sondern werden durch so-
genannte Storiibertragungsfunktionen auf die Regelgrofie geschaltet.

e Storungen konnen unter Umstdnden gemessen werden. Durch geeignetes Aufschalten auf

die StellgroBe (StorgroBenaufschaltung) lassen sich so verbesserte Eigenschaften erreichen
(feed-forward).

Wir stellen drei Hauptforderungen an den geschlossenen Kreis, die in den folgenden Kapiteln néaher
erldutert werden:

1. Stabilitét
2. gutes Regelverhalten

3. Robustheit der Stabilitét

z2

Regler K(s) Strecke G(s)

Abbildung 1: Standardregelkreis.



Abbildung 2: Regelkreis fiir Small-Gain-Theorem.

Nominelle Stabilitat

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass das Modell der Regelstrecke G(s) mit der wirk-
lichen Regelstrecke iibereinstimmt und wir untersuchen die Stabilitdt des geschlossenen Kreises.
Dieser Fall wird als nominelle Stabilitdt bezeichnet, im Unterschied zur robusten Stabilitdt, die in
Kapitel IV.3 behandelt wird.

An mehreren Stellen wird voraussetzt, dass G(s) streng proper und K (s) proper sind. Diese An-
nahmen stellen in der Praxis keine grofle Einschrinkung dar.

Zusétzlich zum bereits bekannten Nyquistkriterium wollen wir hier ein weiteres wichtiges Stabi-
litdtskriterium behandeln, ndmlich das sogenannte Small-Gain- Theorem. Der grofie Vorteil dieses
Stabilitétstests ist seine sehr allgemeine Formulierung, die sogar auf nichtlineare Systeme {ibert-
ragen werden kann.

Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung [2| und setzen voraus, dass der offene Kreis QQ = GK
stabil ist.

Satz 1 ((Small-Gain-Theorem)). Der geschlossene Kreis ist dann asymptotisch stabil, wenn

1QGwW)llina <1 Vw. (2)

Man beachte, dass das Small-Gain-Theorem lediglich ein hinreichendes, aber nicht notwendiges
Kriterium darstellt.

| - ||ina kann jede induzierte Norm sein. Wenn speziell die £o-induzierte Norm gewihlt wird, ent-
spricht Gl. der Forderung, dass die maximale Energie-Verstirkung des offenen Kreises kleiner
als eins sein muss, also alle Signale abklingen miissen.

sectionRegelgiite Die zweite wichtige Anforderung an den Regelkreis betrifft die Regelgiite. Wir
betrachten wieder den Standardregelkreis in Abbildung[I]und bestimmen den Einfluss von Stérun-
gen z1 bzw. z9, Messrauschen n und der Fithrungsgréfie r auf den Regelfehler

e=r—uy.
Aus dem Blockdiagramm lesen wir direkt ab
y=2+G(z=+K@r-n—y)
woraus
y=(1+GK) {2 + Gz +GKr — GKn}
folgt. Damit ergibt sich als Ubertragungsverhalten des geschlossenen Kreises:

e=r—y
=r—(1+GK) 'GKr —(1+GK) 21 - (1+ GK) 'Gz + (1+ GK)"'GKn
=—(1+GK) ' +(1+GK)'r —(1+GK) 'Gzx + (1 +GK) 'GKn.
N———— N—————

=:5 =T

(3)



Definition 1. Die Ubertragungsfunktion
S=(1+GK)™!
heifit Sensitivitit.

Definition 2. Die Ubertragungsfunktion
T=(1+GK)'GK =GK(1+GK)™* (4)
heif$t komplementdre Sensitivitit.

Die Sensitivitdt S gibt die ,,Empfindlichkeit des Regelkreises® auf Ausgangsstorungen bzw. Soll-
wertdnderungen an. Die komplementére Sensitivitiat T' beschreibt den Einfluss von Messrauschen
auf den Regelfehler.

Wie man bereits aus der obigen Gleichung sieht, ergeben sich fiir das Fithrungsverhalten (bzgl. r)
und fir die Unterdriickung von Messrauschen (bzgl. n) unterschiedliche Anforderungen fiir die
Auslegung des geschlossenen Kreises.

In den folgenden Abschnitten sollen nun nacheinander die verschiedenen Anteile der obigen Glei-
chung genauer untersucht werden. Wir fiihren dazu folgende Abkiirzungen ein:

e=—-Sz1+ Sr +-SGz+ Tn . (5)
— ~ Y—— =~
Fithrungsverhalten
Nach Gleichung gilt:
er(jw) = S(jw)r(jw). (6)

Wir wollen, dass der Einfluss von Sollwertdnderungen auf den Regelfehler gering ist. Somit soll
die Ubertragungsfunktion S , klein“ sein.
Im SISO-Fall gilt

ler (jw)| = [S(jw)r(jw)| = [S(jw)|[r(jw)] (7)
D.h. die Amplitudenverstirkung |S(jw)| der Sensitivitét muss klein sein, um gutes Fiithrungsver-
halten zu erzielen.
Somit 148t sich diese Forderung wie folgt quantifizieren: Soll im Frequenzbereich [0, w,] gutes
Fiihrungsverhalten erreicht werden, so muss gelten:

S €1 0<w<w, .

Soll speziell nach einer sprungférmigen Anderung der FithrungsgroBe die bleibende Regelabwei-
chung verschwinden, so folgt aus dem Grenzwertsatz der Laplacetransformation

: . . 11
tlggo e(t) = il_I)I(l) se(s) = igl}) sS(s)g =0 9)
was nur erfiillt ist, wenn:
1S(0)| =0 (10)
Storverhalten
Nach Gleichung gilt:
e (jw) = =S(jw)z1 (jw). (11)



Abbildung 3: Regelkreis mit StérUbertragungsfunktion G..

Somit enthilt die Forderung nach gutem Storverhalten bzgl. Ausgangsstérungen im Frequenzbe-
reich [0, w,]:

!
|S(jw)|<1 0<w<w,. (12)

Natiirlich ist nicht nur das Ubertragungsve{halten von Ausgangsstorungen z; auf den Regelfehler
interessant. Genauso wichtig ist z.B. das Ubertragungsverhalten von Eingangsstorungen zo auf
den Regelfehler

e=—5SGz (13)
oder der Einfluss von Stérungen auf die Stellgréfie
u=—KSz (14)
bzw.  u=(1+KG) 2. (15)
Daraus ergeben sich analoge Forderungen an die Ubertragungsmatrizen des geschlossenes Kreises:

|SG|l< 1 fir0 <w<w, (16)
bzw. |KS|< 1 fiir 0 < w < w,. (17)

Oft wirkt die Stérung auch nicht unmittelbar auf die Regelgrofle, sondern wird durch eine Stor-
iibertragungsmatrix G, gefiltert (Abbildung . Mit

e=-5G.z (18)
folgt damit als Forderung an den geschlossenen Kreis
|SG.| < 1. (19)

Dies ist nicht identisch mit der Forderung |S(jw)| < 1 fiir w € [0,w,] , da hier S fiir diejenigen
Frequenzen ,,grofl“ sein darf, fiir die G, ,klein“ ist. Es ist dadurch meist ein besserer Kompromiss
zwischen Anforderungen an S bzw. T moglich.

Unterdriickung von Messrauschen

Nach Gleichung gilt:
en(jw) = T(jw)n(jw). (20)

Messrauschen im Frequenzbereich |w,, oo] wird unterdriickt, falls gilt:

!
|T(jw)| < 1 fiir wy, < w < oco. (21)
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Abbildung 4: Asymptotischer ,, Wunschverlauf*“ fiir die maximale Amplitude von S.

Widerspriichliche Anforderungen

Normalerweise wollen wir gleichzeitig gutes Stérverhalten und gute Rauschunterdriickung. Es sol-
len also sowohl die Sensitivitat S wie auch die komplementére Sensitivitét 1 klein sein fiir moglichst
grofle Frequenzbereiche. Beide Anforderungen lassen sich jedoch nicht gleichzeitig realisieren.

Satz 2. Fir alle Frequenzen w gilt:
S(jw) + T (jw) =1 Y w. (22)
Beweis.
S+T=(1+GK)'+(1+GK)"'GK =(1+GK)'(1+GK) =1.
O

Daraus folgt direkt das Fundamentale Dilemma der Regelungstechnik:
Fiir eine feste Frequenz w weist der Standardregelkreis entweder gutes Fiithrungs- und Stérverhalten

IS(jw) <1 (23)
oder weitgehende Unterdriickung des Messrauschens
IT(jw)l < 1 (24)

auf, aber nie beides.

Dieses Dilemma ist in der Praxis oft kein uniiberwindbares Hindernis, da Fithrungs- und Stoérgrofien
in der Regel niederfrequent sind, Messrauschen hingegen hochfrequent ist. D.h. die Anforderungen
an S bzw. T gelten fiir unterschiedliche Frequenzbereiche.

Quantisierung der Anforderungen

Die bisher behandelten Anforderungen wie |S(jw)| < 1 fiir w < w,., sind vorwiegend qualitativer
Natur. Oft kénnen wir genauer angeben, was wir erreichen wollen. Abbildung [ gibt beispielhaft
einen moglichen ,, Wunschverlauf“ fiir den Amplitudengang der Sensitivitit an. Ein SISO-System
Sw dessen Amplitudengang den Wunschverlauf hat lisst sich leicht finden:

T.,s+1
Tps+1

Sw =K (25)

Dabei bestimmt |Sy (0)] = |K| die maximal erlaubte bleibende Regelabweichung. |Sy (c0)| =

|K %\ gibt die groftmogliche (schlimmste) Verstéirkung einer Stérung an. Die Zeitkonstante T,
P

(zusammen mit K) bestimmt die Frequenz wg, die eng mit der Bandbreite wp zusammenhéngt.

Diese Grofie gibt die Schnelligkeit des geschlossenen Kreises an. Mit ihr wird der Kompromif3
zwischen Fiihrungs-/Stérverhalten und Rauschunterdriickung geschlossen.



Wir wollen erreichen, dass die Sensitivitét S des geschlossenen Kreises unterhalb des vorgegebenen
gewiinschten Verlaufes liegt

1S(jw)| < [Sw(jw)| Vw. (26)
Daraus folgt mit W,(s) = S}, ()
(Wp(jw)SGw)l <1 Vw (27)
beziehungsweise
[WpSlee <1, (28)

wobei W,,(s) und S(s) hier als stabile Systeme angenommen Werderﬂ Das System W,(s), das
dem inversen Wunschverlauf fiir die Amplitude von S entspricht, wird als Performancegewicht
bezeichnet.

Wenn wir also iiberpriifen wollen, ob ein Regler K(s) die Strecke G(s) zufriedenstellend regelt,
miissen wir folgendermafien vorgehen:

e Festlegen einer tolerierbaren bleibenden Regelabweichung, einer maximaler Storverstarkung
und einer gewiinschter Bandbreite. Daraus ergibt sich der Wunschverlauf |Sy (jw)| fiir

1S(Gw)l-
e Uberpriifen, ob |S(jw)| < |Sw (jw)| fiir alle Frequenzen gilt.

Alternativ konnen wir auch aus |Sw (jw)| das Performancegewicht W), berechnen und miissen dann
iiberpriifen, ob

[[WpSlee < 1. (29)

Von der zweiten Vorgehensweise machen wir in Verbindung mit dem H..-Reglerentwurf Gebrauch.
In analoger Weise konnen Anforderungen an andere Kenngrofien des geschlossenen oder offenen
Kreises (z.B. an T, SG, oder GK) ebenfalls quantisiert werden. Wenn mehrere Anforderungen
gleichzeitig erfiillt werden sollen, fiihrt dies zum Beispiel zum sogenannten Mized-Sensivity-Design.

Robustheit

Bei unseren seitherigen Betrachtungen sind wir davon ausgegangen, dass das Modell G(s) die
wirkliche Regelstrecke exakt beschreibt. Wenn wir diese Annahme fallen lassen, werden die in
den vorangegangenen Kapiteln behandelten Untersuchungen zu Stabilitdt und Regelgiite nicht
mehr aussagekriftig sein. Eine kleine Verdnderung in G(s) kann zu Instabilitit oder zu signifikant
anderen Verldufen von z.B. | S| fithren. Im folgenden wollen wir annehmen, dass G(s) die wirkliche
Regelstrecke Gieal(s) nur fehlerhaft wiedergibt und wollen Bedingungen herleiten, unter denen
Stabilitdt und gutes Regelverhalten auch fiir das reale System garantiert werden konnen, wenn
der Regler auf der Basis des nominellen Systems G(s) entworfen wurde.

Dazu definieren wir den Begriff der Robustheit.

Definition 3. Fine systemtheoretische Figenschaft E des geschlossenen Kreises heifit robust ge-
geniiber einem bestimmten Modellfehler F, wenn diese Figenschaft trotz des Fehlers erhalten bleibt.

Beispiel 1. Robustheit der Eigenschaft Stabilitit gegeniiber einer falschen Streckenzeitkonstanten.

Beispiel 2. Robustheit der Stabilitit gegeniiber Ausfillen in Informationskandilen (Messgliedaus-
fall: eine Zeile der Matriz C' ist nur mit Nullen besetzt; Stellgliedausfall: eine Spalte der Matriz B
ist nur mit Nullen besetzt). Diese Eigenschaft bezeichnet man auch als Integritét.

IEs sei hier darauf hingewiesen, dass nur fiir stabile SISO-Systeme die Hoo-Norm ||G||cc dem Supremum des
Amplitudengangs G(jw) entspricht.
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Abbildung 5: System mit additiver Modellunsicherheit.

Beschreibung von Modellunsicherheiten

Das wahre Grea ist unbekannt (wenn es bekannt wire, kénnten wir natiirlich Gyea als Modell
fiir unsere Regelkreisuntersuchung und fiir den Reglerentwurf zugrunde legen). Ublicherweise geht
man davon aus, dass der Unterschied zwischen nominellen Modell G(s) und realer Strecke Gieal
nicht beliebig grofl sein wird. Das kann man mathematisch so ausdriicken, dass die unsichere reale
Strecke ein Element aus einer Klasse von mogliche Streckenbeschreibungen ist. Durch unterschied-
liche Festlegung dieser Modellklassen werden nun unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen
definiert. Ein typisches Beispiel sind Parameterunsicherheiten.

Beispiel 3. Das Modell eines beladenen Fahrzeugs kann sehr einfach durch folgende Gleichung
modelliert werden:
mi =Y F;.

Dabei sei die exakte Gesamtmasse m des Fahrzeugs nicht bekannt. Man kann nur eine obere bzw.
untere Schranke angeben: m, < m < m,.

Allgemein gibt man bei derartigen Fehlern Parameterintervalle fiir den unsicheren Parameter a;
an: a; € [aiy , Giol-

Je grofler die Modellklasse ist, desto schwieriger ist i.a. Robustheit zu erreichen.

Eine sehr wichtige Klasse von Modellunsicherheiten sind sogenannte unstrukturierte Unsicher-
heitsbeschreibungen im Frequenzbereich. Dabei geht man davon aus, dass sich die reale Strecke aus
einem nominellen Modell G(s) und einem Fehlerterm A(s) zusammensetzt. Die Unsicherheit A(s)
kann ein dynamisches System beliebiger Ordnung sein. Wir nehmen nur eine obere Schranke fiir
die ,,Grofle dieses Fehlers an, die durch die Amplitude von A(s) iiber die Frequenz ausgedriickt
wird:

AGw)| < @) V. (30)

Anhand der strukturellen Abhéingigkeit der realen Strecke vom Fehler unterscheidet man innerhalb
dieser unstrukturierten Unsicherheiten weitere Unterklassen:

e Additive Fehler: Die Unsicherheit ist parallel zum nominellen Modell G(s) geschaltet (Ab-
bildung . Die reale Strecke ist also ein (unbekanntes) Element der folgenden Modellklasse:

Greal€ {G* 1 G*(s) = G(s) + Aa(s) mit Aa(s) € F}

F={As(s): |[Aa(jw)] <la(w)Vw}. (81)

e Multiplikative Ausgangsfehler: Die reale Strecke ist eine Hintereinanderschaltung des
nominellen Modells und eines Fehlerterms (Abbildung @:

Greal€{G" : G"(jw) = (1 + Ay (Jw))G(jw) mit |Ap(jw)| < Ipr(w) YV w}. (32)
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Abbildung 7: System mit multiplikativer Eingangsunsicherheit.

e Multiplikative Eingangsfehler: Mehrgroiensysteme sind in der Regel nicht kommutativ.
Deshalb ergibt sich eine weitere Fehlerklasse, wenn wir die multiplikative Unsicherheit am
Eingang der Strecke annehmen (Abbildung [7)):

Greal€{G" : G"(jw) = G(jw)(1 + Ap(jw)) mit |Ag(jw)| < lp(w) ¥V w}. (33)

Fiir die hier betrachteten Eingroéfiensysteme sind die Klassen der multiplikativen Ein- und
Ausgangsfehler dquivalent.

Dies sind die gebrauchlichsten Unsicherheitsbeschreibungen. Wie wir sehen werden, kénnen dafiir
relativ einfach hinreichende und notwendige Kriterien fiir die Robustheit der Eigenschaft Stabilitéit
hergeleitet werden.

Die beschriebenen Fehler heiflen unstrukturiert, da nur eine ,Quelle“ fiir die Unsicherheit an-
genommen wird und diese Unsicherheit ein beliebiges normbeschrinktes System von passender
Dimension sein kann.

Ublicherweise wird durch unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen die Klasse der moglichen
Streckenbeschreibungen unnétig vergrofert. Es sind also Systembeschreibungen in dieser Klasse,
die nicht auftreten koénnen. Deshalb werden die Robustheitsaussagen {ibervorsichtig sein. Man
spricht dann von konservativen Robustheitsaussagen. Regler, die fiir diese zu grofie Klasse von
Systemen Stabilitdt bzw. Regelgiite garantieren, werden als “konservativ” bezeichnet.
Betrachten wir im folgenden beispielhaft die Beschreibung durch multiplikative Ausgangsfehler,
die auch hiufig relative Fehler genannt werden, etwas genauer. Ein in der Praxis typisches Apy(s)
ist in Abbildung [§ angegeben.

Fiir niedrige Frequenzen kennen wir das dynamische Verhalten héufig verhaltnisméafig genau, d.h.
der relative Fehler ist klein. Fiir hohe Frequenzen wird der relative Fehler zunehmend grofler
und iiberschreitet meist sogar den Wert Eins. D.h. der Einfluss des Fehlerterms A(s) kann dann
sogar grofler sein als der Beitrag des nominellen Systems. Das dynamische Verhalten ist damit
“vollstandig” unsicher.

Zur Veranschaulichung dieses Sachverhaltes betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4. FEine SISO-Regelstrecke sei durch folgendes Modell exakt wiedergegeben:

1 1
Tis+1 (Tys+1)2

Ghreal = T, =1, T, =0.1. (34)
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Abbildung 8: Typischer Verlauf der Schranke I;(w) einer multiplikativen Modellunsicherheit.

Wenn wir als nominelles Modell

1
G:
T18+1

(35)

wdbhlen, konnen wir explizit den relativen Fehler zwischen nominellem und realem System berech-
nen und plotten. Ublicherweise ist das reale Modell nicht bekannt, so dass eine solche Untersu-
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Abbildung 9: Amplitudengang von realer Strecke (gestrichelt) und nominellem Modell (durchge-
zogen).

chung natiirlich nicht méglich ist. Abbildung[9 zeigt den Amplitudengang von realer Strecke und
nominellem Modell. Aus

Greal = (1 + AM)G (36)

lafst sich der Fehler Ay formal berechnen:

(37)

Der Verlauf des Amplitudengangs des Fehlers ist in Abbildung [10 dargestellt. Man sieht, dass der
relative Fehler fiir Frequenzen oberhalb w =~ 10 rad/sec ungefihr eins wird, obwohl der absolute
Fehler wie aus Bild[9 ersichtlich, sehr klein ist.
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Abbildung 10: Amplitudengang des Fehlers.
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Abbildung 11: M-A-Struktur.

Die M-A-Struktur

Wir wollen Robustheitskriterien fiir unterschiedliche Unsicherheitsklassen herleiten. Es sollen aber
verallgemeinerte Betrachtungen bleiben, die nicht von einer speziellen unstrukturierten Unsicher-
heitsbeschreibung abhéngen.

Dazu formen wir den Regelkreis mit Strecke, Unsicherheit und Regler mit der einen, unstruk-
turierten Unsicherheit so um, dass er die in Abbildung dargestellte Form hat, wobei A der
jeweilige Unsicherheitsterm ist und M eine zu berechnende Ubertragungsfunktion darstellt, die
keine Unsicherheiten mehr enthalten soll.

Beispiel 5. Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung (multiplikative Ausgangsunsicherheit).
Zur Berechnung von M miissen wir das Ubertragungsverhalten zwischen |© und 1@ betrachten.

©, ®

Z92 21

AW

— K G . —

Abbildung 12: Geschlossener Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit.
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Abbildung 13: Aufspaltung der Unsicherheit A in Unsicherheitsgewicht W,, und normierter Unsi-
cherheit A.

A

W, M

Abbildung 14: M-A-Struktur mit Unsicherheit A.

Mit den HilfsgrofSen z1 und zo erhdlt man:

29 = —GK(Zl +22)
= ~GK(1+GK)™ z. (38)

M

In diesem Fall entspricht M also der negativen komplementdren Sensitivitit.

Entsprechend verlaufen die Umformungen fiir andere Systembeschreibungen. Diese Struktur wird
M -A-Struktur genannt.

Wir wollen noch weiter verallgemeinern bzw. normalisieren. Bei den bisherigen Betrachtungen sind
wir davon ausgegangen, dass die Grofie des Fehlers eine frequenzabhingige obere Schranke besitzt:

AGw)] < 1w) ¥ w. (39)

Wir koénnen die Unsicherheit noch weiter normalisieren und damit erreichen, dass diese Schranke
fiir alle Frequenzen gleich eins wird:

Alw) = AWw)l(w) mit |[A(jw)| <1 Vw (40)

Wir konnen l(w) als dynamisches Gewicht interpretieren, wenn wir ein stabiles und nichtmi-
nimalphasiges dynamisches SISO-System W, (jw) finden, das l(w) als Amplitudengang besitzt:
W, (jw)| = l(w). Die Unsicherheit A hat also die in Abbildung 13| gezeigte Struktur. Das Un-
sicherheitsgewicht W,,(s) ist bekannt. Deshalb kénnen wir es mit der Ubertragungsfunktion M
zusammenfassen

M =W,M (41)

und konnen dann annehmen, dass die verbleibende Unsicherheit auf den Betrag eins beschrankt
ist, also |A(jw)| < 1V w gilt (Abbildung . Im Weiteren wollen wir die betreffenden Matrizen
M und A (nicht M bzw. A) nennen, aber in Zukunft annehmen, dass W, in M enthalten ist und
1A]loe < 1 gilt.

Fiir diese allgemeine M-A-Struktur kénnen wir Aussagen iiber die Robustheit der Stabilitdt ma-
chen.

11
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Abbildung 15: M-A-Struktur resultierend aus einer multiplikativen Ausgangsunsicherheit.

Satz 3 ((Robuste Stabilitit, unstrukturierte Unsicherheiten)). Unter der Annahme, dass M und
A stabil sind und | Ao < 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust asymptotisch stabil,
wenn gilt

M| <1 Vw (42)

oder dquivalent
||M]]o < 1. (43)

Bemerkung 1: Satz 3| gilt auch bei vertauschten Annahmen zu M und A. Also unter der Annah-
me, dass M und A stabil sind und [|Al|o < 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust
asymptotisch stabil, wenn gilt

M| <1 Vw (44)

oder dquivalent
|M]]oo < 1. (45)

Bemerkung 2: Die Annahme, dass A stabil sein soll, ist eigentlich zu restriktiv. Der Satz gilt
auch, wenn das nominelle und das unsichere System die gleiche Anzahl instabiler Pole haben (A
darf auch instabil sein). Man kann sogar zeigen, dass die Zahl der instabilen Pole unterschiedlich
sein darf, wenn die instabilen Pole durch ,, Uberqueren® der imaginéiren Achse entstehen und nicht
durch Pol/Nullstellen-Uberdeckung.

Der hinreichende Teil von Satz [3] folgt direkt aus dem Small-Gain Theorem. Der Beweis der
Notwendigkeit kann zum Beispiel nachgelesen werden in MORARI, M. ; ZAFIRIOU, E.: ROBUST
PrOCESS CONTROL. PRENTICE HALL, 1989.

Der Satz gibt hinreichende und notwendige Bedingungen fiir robuste Stabilitdt an. D.h. wenn z.B.
[|M||oo > 1, dann existiert ein A mit |A] < 1, so dass der Kreis instabil wird. Man sagt dann auch,
dass dieses Robustheitskriterium nicht konservativ ist, d.h. nicht iibervorsichtig.

Jetzt wollen wir diesen Satz auf die unterschiedlichen Unsicherheitsbeschreibungen anwenden, die
wir seither kennengelernt haben. Fiir den Spezialfall der multiplikativen Ausgangsunsicherheit gilt:

Greal = (1 + An)G,  |An| < 1y (w). (46)

Weiter oben wurde gezeigt, wie die Matrix M der M-A-Struktur (Abbildung berechnet wird
wobei |Ap| < lp(w) V w gilt.
Um den Robustheitssatz anwenden zu koénnen, miissen wir die Unsicherheit normalisieren,

Ay (jw) = AGw)Wa(jw)  mit [Wy(jw)| =l (w). (47)

wobei nun |A(jw)| <1V w (Abbildung [16).
Die Anwendung des Robustheitssatzes (3 liefert nun als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir robuste Stabilitéit die folgende Aussage:

Corollar 1. Der geschlossene Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit nach Abb. [ ist
genau dann asymptotisch stabil fiir alle Unsicherheiten A mit ||Alloo < 1, wenn gilt

IW.GK(1+GK) oo < 1. (48)
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Abbildung 16: M-A-Struktur mit normalisierter Unsicherheit A fiir multiplikative Ausgangsunsi-
cherheit.

Mit I (w)] = |Wy(jw)| kann man diese Bedingung noch umformen:

1

IGK(1+GK) 'yl <1 Yo < [T@Hw)| <
ZM((.L))

Y w. (49)

Wenn wir also robuste Stabilitéit beziiglich multiplikativer Ausgangsfehler fordern und Iy, (w) als
obere Grenze fiir den Fehler bekannt ist, miissen wir nur den Amplitudengang der komplementéren
Sensitivitdt des nominellen Kreises aufplotten und schauen, ob dieser kleiner als m fiir alle

Frequenzen ist. Also gibt es eine weitere Grenze fiir |T|, analog zur Rauschunterdriickung.
Fiir hohe Frequenzen, fiir die auch [, i.a. grof} ist, gilt:

w>wp : IGK(1+GK) ' = |1+ GK)(GK)™ 7! = (GK)™ ' +1]7*
~ |[(GK)™! ™ = |GK]

1
= |GK| < ™ fiir grofie w. (50)
M

D.h. wenn die Unsicherheit grof§ ist, muss die Verstarkung klein sein. Man muss also ,,vorsichtig*
regeln. Wenn die Unsicherheit klein ist, dann kann man auch die Verstarkung grofl wihlen.

Unsicherheitsbeschreibung Robustheitskriterium

multiplikative Grear = (14+AM)G | |[GK(1+GK)™ Y =1T| < m YV w
Ausgangsunsicherheit | |Apy| <lp Vw

multiplikative | ¢ CGreat = G(1+Ap) | [KGA+KG) <y Vo oo
Eingangsunsicherheit | |Ag| <lp Vw

additive Greal =G+ AA ‘K(l + GK)_l‘ = |KS| < lA%W) Y

Unsicherheit [Aa| <y Vw

Tabelle 1: Robustheitskriterien fiir unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen.

Das Auffinden von Robustheitskriterien fiir andere Unsicherheitsbeschreibungen erfolgt ganz ana-
log. Hier soll nur das Ergebnis angegeben werden (Tab.

Es gibt noch weitere unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen in der Literatur, die aber oft
nur fiir Spezialfiille interessant sind: z.B. inverse multiplikative Ausgangsunsicherheit oder additiv
riickwirkende Unsicherheit. Mit dem allgemeinen Satz kann man leicht die Robustheitskriterien
fiir die entsprechenden Félle herleiten.



