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Ruhelagen und Lösungen

Sei f : U ⊂ Rn → Rn ein einmal stetig differenzierbares
(kurz f ∈ C1(U,Rn)) Vektorfeld. Wir betrachten im Folgenden
Differentialgleichungen der Form

ẋ = f(x).

x∗ heißt Ruhelage (RL) von ẋ = f(x) wenn f(x∗) = 0.

Ohne Einschräkung gilt x∗ = 0.

Eine Lösung von ẋ = f(x) mit Anfangswert x0 wird mit
t 7→ x(t;x0) bezeichnet.



Stabilität im Sinne von Lyapunov

Definition

Sei x∗ = 0 RL von ẋ = f(x). x∗ = 0 heißt stabil (im Sinne von
Lyapunov), wenn für jedes ε > 0 ein δ(ε) > 0 existiert, so dass gilt

|x0| < δ(ε)⇒ ∀t ≥ 0 :|x(t;x0)| < ε.

Eine RL die nicht stabil ist heißt instabil (i.S.v. Lyapunov).
Die RL x∗ = 0 heißt anziehend (attraktiv), wenn es ein η > 0 gibt,
so dass gilt

|x0| < η ⇒ lim
t→∞

x(t;x0) = 0.

Ist die RL x∗ = 0 stabil und attraktiv, dann heißt sie asymptotisch
stabil. Die RL x∗ = 0 heißt exponentiell stabil, falls es c, k, α > 0
gibt so dass für alle |x0| < c und alle t ≥ 0 gilt

|x(t;x0)| ≤ k |x0| e−αt.



Beispiel nach Vinograd (1957)

Sei r =
√
x2 + y2. Betrachte

ẋ =
x2(y − x) + y5

r2(1 + r4)

ẏ =
y2(y − 2x)

r2(1 + r4)
.

x∗ = 0 ist die einzige Ruhelage.
Man kann zeigen (Meiss, Differential Dynamical Systems, p.120):

Jede Lösung konvergiert in den Ursprung.

Für ε = 1
2 > 0 gilt: für jedes δ > 0 gibt es

x0 ∈ Bδ(0) = {x ∈ R2|||x|| < δ} so dass t 7→ x(t, x0) die
Menge B 1

2
(0) verlässt.

Details, siehe Hahn, Stability of Motion, §40, p.191ff.

RL x∗ = 0 is attraktiv aber instabil.



Beispiel nach Vinograd (1957)
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Stabilität der Linearisierung

Indirekte Methode von Lyapunov.

Satz

Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und f ∈ C1(U,Rn). Setzte

A =

(
∂fi
∂xj

∣∣∣∣
x=x∗

)
i,j

.

Dann gelten folgende Aussagen:

Ist der Realteil aller Eigenwerte λk von A negativ, dann ist die
Ruhelage x∗ = 0 asymptotisch stabil.

Gibt es einen Eigenwert λk von A dessen Realteil positiv ist,
dann ist die Ruhelage instabil.



Stabilität der Linearisierung — Plausibilisierung 1

Weil f stetig differenzierbar ist, gilt wegen des Satzes von Taylor
und wegen des Mittelwertsatzes, dass für jedes a > 0 ein k(a) > 0
gibt mit

|y| ≤ a⇒ |g(y)| ≤ k(a) |y|2. (1)

Weil der Realteil aller Eigenwerte der Linearisierung kleiner als Null
ist, gibt es ein λ > 0 so dass für alle Eigenwerte σ gilt

Re(σ) < −λ < 0.

Des Weiteren gilt, für jedes v ∈ Rn gibt es C > 1 so dass∣∣etAv∣∣ ≤ C |v| e−λt (2)

für t ≥ 0 ist. Sei nun δ > 0 fest, so dass δ < a und Ckδ − λ < 0
gilt. Definiere α = λ−Ckδ, d.h. α > 0. Weiterhin definiere b = δ

C ,
d.h. b > 0 und b < δ < a.



Stabilität der Linearisierung — Plausibilisierung 2

Betrachte nun die Lösung von ẏ = Ay + g(y) für eine
Anfangsbedingung y0 mit |y0| < b. Dann gibt es ein nichtleeres
Intervall J = {t ∈ R|0 ≤ t < τ} so dass die Lösung t 7→ y(t; y0)
mit y(0; y0) = y0 existiert und die Ungleichung

|y(t; y0)| < δ

für alle t ∈ J gilt. Wegen δ < a und (1) gilt

|g(y(t; y0))| ≤ k(a) |y(t; y0)|2 ≤ k(a)δ |y(t; y0)| (3)

für alle t ∈ J . Mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten
ist die Lösung von ẏ = Ay + g(y) gegeben durch

y(t; y0) = etAy0 +

∫ t

0
e(t−s)Ag(y(s; y0))ds.



Stabilität der Linearisierung — Plausibilisierung 3

Aus (3) und (2) folgt

|y(t; y0)| ≤ Ce−λt |y0|+ Ck(a)δ

∫ t

0
e−λ(t−s) |y(s; y0)| ds.

Sei ξ(t) = |y(t; y0)| eλt. Dann gilt für t ∈ J die Ungleichung

ξ(t) ≤ C |y0|+ Ck(a)δ

∫ t

0
ξ(s)ds. (4)

Verwenden das Lemma von Gronwall um (4) abzuschätzen:

ξ(t) ≤ C |y0|+ Ck(a)δ

∫ t

0
ξ(s)ds⇒ ξ(t) ≤ C |y0| eCk(a)δt.

Damit gilt für t ∈ J die Abschätzung

⇒ |y(t; y0)| ≤ C |y0| e(Ck(a)δ−λ)t ≤ C |y0| e−αt.



Stabilität der Linearisierung — Plausibilisierung 4

D.h. solange |y0| < δ und |y(t; y0)| ≤ δ für alle t ∈ J gilt, dann gilt

|y(t; y0)| ≤ C |y0| e−αt

für alle t ∈ J = {t ∈ R|0 ≤ t < τ}. Man kann mittels der
Fortsetzbarkeit von Lösungen zeigen, dass τ nicht endlich sein
kann, also gilt J = [0,∞). Somit haben wir plausibilisiert, warum
die Ruhelage einer Differentialgleichung asymptotisch stabil ist,
wenn die Eigenwerte der Linearisierung an einer Ruhelage
negativen Realteil haben.



Lemma von Gronwall

Lemma

Sei g, k : [0, a]→ R stetig, a > 0 und k(t) ≥ 0 für t ∈ [0, a].
Angenommen für g gilt die Ungleichung

g(t) ≤ c+
∫ t

0
k(s)g(s)ds (5)

für alle 0 ≤ t ≤ a. Dann gilt für alle t ∈ [0, a]

g(t) ≤ ce
∫ t
0 k(s)ds.



Lemma von Gronwall

Definiere G : [0, a]→ R durch G(t) = c+
∫ t
0 k(s)g(s)ds. Wegen

(5) gilt sofort g(t) ≤ G(t) für alle t ∈ [0, a]. Es gilt G(0) = c.
Weil g, k stetig sind, ist G stetig diffbar. Differentiation von G gibt

Ġ(t) = k(t)g(t) ≤ k(t)G(t)

d.h. Ġ− kG ≤ 0. Multiplikation mit e−
∫ t
0 k(s)ds ergibt

e−
∫ t
0 k(s)ds(Ġ− kG) = d

dt

(
G(t)e−

∫ t
0 k(s)ds

)
≤ 0.

Integration liefert

G(t) ≤ ce
∫ t
0 k(s)ds.

Weil g ≤ G ist, gilt die Behauptung.



Variation der Konstanten - 1

Löse ẏ = Ay + g(y) mit A ∈ Rn×n, g : Rn → Rn stetig diffbar.

Lemma

Die Lösung des Anfangswertproblems ẏ = Ay + g(y) mit
Anfangswert y0 ∈ Rn ist gegeben durch

y(t; y0) = exp (At)y0 +

∫ t

0
expA(t− τ)g(y(τ ; y0))dτ .



Variation der Konstanten - 2

Lösung von ẏ = Ay mit AB y0 ist t 7→ exp (At)y0.

Sei t 7→ y(t; y0) Lösung von ẏ = Ay + g(y), definiere
z(t; y0) = exp (−At)y(t; y0), dann gilt:

(
d

dt
exp (At))z(t; y0) + exp (At)ż(t; y0) = Ay(t; y0) + g(y(t; y0))

d
dt

exp (At)=A exp (At)
⇒

ż(t; y0) = exp (−At)g(y(t; y0)).

Mit z(0; y0) = exp (A0)y(0; y0) = y0 und Integration von
ż(t; y0) = exp (−At)g(y(t; y0)) folgt

z(t; y0)− y0 =
∫ t

0
exp (−Aτ)g(y(τ ; y0))dτ

Mit y(t; y0) = exp (At)z(t; y0) ergibt sich die Behauptung.
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Stabilität mittels Linearisierung

Bemerkung 5

Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und sei die Linearisierung
um die Ruhelage gegeben durch ẏ = Ay. Sind die Realteile aller
Eigenwerte kleiner oder gleich Null und gibt es einen Eigenwert von
A dessen Realteil gleich Null ist, so kann mittels der Linearisierung
keine Aussage über die Stabilität der Ruhelage x∗ = 0 gemacht
werden.



Beispiel 6

Betrachte ẋ = −x3 und ẋ = x3. Die RL 0 is in beiden Fällen die einzige RL.
Die Lösungen t 7→ x(t;x0) zur AB x0 von ẋ = −x3 erfüllen

(x(t;x0))
2 =

x2
0

1 + 2x2
0t

,

d.h. die Lösungen mit x0 > 0 (x0 < 0) sind streng monoton abnehmende
(zunehmende) Funktionen von t und alle Lösungen konvergieren gegen die RL.
Somit ist die RL asymptotisch stabil.
Die Lösungen t 7→ x(t;x0) zur AB x0 von ẋ = x3 erfüllen

(x(t;x0))
2 =

x2
0

1− 2x2
0t

,

d.h. alle Lösungen mit x0 6= 0 sind in endlicher Zeit unbeschränkt. Damit ist
die RL instabil.
Die Linearisierung an der RL hat im ersten Fall die Systemmatrix
A = ∂f

∂x
|x=0 = −3x2|x=0 = 0 und im zweiten Fall die Systemmatrix

A = ∂f
∂x
|x=0 = 3x2|x=0 = 0. Somit In beiden Fällen ist die Linearisierung an

der RL gegeben durch
ẏ = 0.



Beispiel 7: elektrischer Schaltkreis
3.1 Autonome Systeme Seite 53

R1

L

C

il

uc R2

Abbildung 3.3: Einfaches elektrisches System.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass (3.13) eine Norm ist.

Im Rahmen der Lyapunov-Theorie wird nun für nichtlineare Systeme vom Typ (3.1) die
Energiefunktion (3.11) durch eine Funktion V mit entsprechenden Eigenschaften ersetzt.
Dazu folgende Definition:

Definition 3.1 (Positive/Negative (Semi-)Definitheit). Es sei D ⊆ Rn eine offene
Umgebung von 0. Eine Funktion V (x) : D → R heißt lokal positiv (negativ) definit,
wenn nachfolgende Bedingungen erfüllt sind:

(1) V (x) ist stetig differenzierbar,

(2) V (0) = 0 und

(3) V (x) > 0, (V (x) < 0) für x ∈ D − {0}.

Gilt D = Rn und gibt es eine Konstante r > 0 so, dass

inf
‖x‖≥r

V (x) > 0
(

sup
‖x‖≥r

V (x) < 0
)

, (3.14)

dann nennt man V (x) positiv (negativ) definit.
Genügt V (x) in (3) lediglich den Bedingungen

(3) V (x) ≥ 0, (V (x) ≤ 0) für x ∈ D − {0},
dann heißt V (x) (lokal) positiv (negativ) semidefinit.

Vorlesung und Übung Nichtlineare Systeme I (SS 2012)
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d

dt
il =

1

L
(−uc −R1il)

d

dt
uc =

1

C
(il −

uc
R2

)

Im System gespeicherte Energie (Kapazität und Induktivität):

V (il, uc) =
1

2
Li2l +

1

2
Cu2c .



Beispiel 7: elektrischer Schaltkreis

Wie ändert sich V mit der Zeit?

d

dt
V (il(t), uc(t)) = Lil(t)

d

dt
il(t) + Cuc(t)

d

dt
uc(t)

= il(t)(−uc(t)−R1il(t)) + uc(t)(il(t)−
uc(t)

R2
)

= −R1(il(t))
2 − 1

R2
(uc(t))

2

= −R1

L
L(il(t))

2 − 1

R2C
C(uc(t))

2

≤ −2max(
R1

L
,

1

R2C
)︸ ︷︷ ︸

α=

V (il(t), uc(t)).

α > 0, V (il(t), uc(t)) ≤ ce−2αt mit c =
∣∣(12Lil(0), 12Cuc(0))∣∣2.

Also nimmt V monoton ab und V (t)→ 0 for t→∞. Somit ist die
RL uc = il = 0 asymptotisch stabil.



Energieinterpretation der Stabilität

V (il(t), uc(t)) =
1
2
Lil(t)

2 + 1
2
Cuc(t)

2 ist die im Schaltkreis (also der

Kapazität und der Induktivität) zum Zeitpunkt t gespeicherte Energie. Zu

einem gegebenen Anfangsstrom il(0) und einer gegebenen Anfangsspannung

uc(0) hat das System eine bestimmte Energie V (0) = 1
2
Lil(0)

2 + 1
2
Cuc(0)

2.

Alle möglichen Werte, die von den Zuständen des Systems angenommen

werden können, liegen bei gegebener Systemenergie auf einer Höhenlinie von

V . Wir wissen, dass die Energie des Systems mit der Zeit streng monoton

abnimmt. D.h., die möglichen Werte der Zustände liegen mit fortschreitender

Zeit auf Höhenlinien mit kleinerem Wert. Liegen die Werte der Zustände zu

einem Zeitpunkt in einer beliebigen durch eine Höhenlinie festgelegten

Umgebung der Ruhelage, so können die Werte zu einem späteren Zeitpunkt

niemals außerhalb dieser Umgebung liegen. Deswegen ist die Ruhelage stabil.

Weil durch den Wert der Energiefunktion festgelegt ist, welche Zustände das

System einnehmen kann, der Wert gegen Null konvergiert und die Energie nur

Null werden kann, wenn beide Zustände Null werden, ist die Ruhelage Null

attraktiv. Somit ist die Ruhelage asymptotisch stabil.



Definitheit

Definition 8

Sei U ⊂ Rn eine offene Umgebung von 0. Eine
Funktion V : U → R heißt lokal positiv definit wenn die folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

(i) V ist stetig differenzierbar, also V ∈ C1(U,R),
(ii) V (0) = 0 und

(iii) V (x) > 0 für x ∈ U \ {0}.
V heißt lokal positiv semidefinit wenn statt (iii) gilt

(iii’) V (x) ≥ 0 für x ∈ U \ {0}.
Ist U = Rn so sprechen wir von positiv definiten bzw. positiv
semidefiniten Funktionen. Negativ definit und negativ semidefinit
definiert man analog.



Lieableitung

Sei
ẋ = f(x)

eine Differentialgleichung mit stetig differenzierbarem Vektorfeld
f : U ⊂ Rn → Rn und V : U → R eine stetig differenzierbare
Funktion und t 7→ x(t;x0) eine Lösung von ẋ = f(x) mit
Anfangsbedingung x0. Es gilt mit der Kettenregel

d

dt
V (x(t;x0)) =

∂V

∂x

d

dt
x(t;x0) =

∂V

∂x
f(x(t;x0)). (1)

Wir definieren die Lie-Ableitung LfV : UR von V in Richtung von
f durch

LfV =
∂V

∂x
f .

Man schreibt wegen (1) auch oft V̇ statt LfV .



Direkte Methode von Lyapunov

Satz 9

Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und D eine offene
Umgebung von 0. Gibt es ein positiv definites V : D → R so
dass LfV negativ semidefinit auf D ist, dann ist x∗ = 0 stabil.
Ist LfV negativ definit, dann ist x∗ = 0 asymptotisch stabil.

Bemerkung 10

Sinde diese Bedingungen erfüllt heißt V Lyapunovfunktion.

Definition 11

Sei x∗ eine asymptotisch stabile RL von ẋ = f(x). Die Menge

R = {x0 ∈ U | lim
t→∞

x(t;x0) = x∗} (2)

heißt der Einzugsbereich von x∗. Gilt R = Rn, dann heißt x∗

global asymptotisch stabil.



Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii

Sei V : R2 → R definiert durch V (x1, x2) =
x2
1

1+x2
1
+ x2

2.

Betrachte das System

ẋ1 = f1(x1, x2) = −
6x1

(1 + x2
1)

2
+ 2x2

ẋ2 = f2(x1, x2) = −
2(x1 + x2)

(1 + x2
1)

2
.

Es gilt

LfV =
2x1

(1 + x2
1)

2

(
−6 x1

(1 + x2
1)

2
+ 2x2

)
+ 2x2

−2(x1 + x2)

(1 + x2
1)

2

= − 12x2
1

(1 + x2
1)

4
+

4x1x2

(1 + x2
1)

2
− 4x2(x1 + x2)

(1 + x2
1)

2

= − 4

(1 + x2
1)

2

(
3x2

1

(1 + x2
1)

2
+ x2

2

)
.



Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii

D.h. V ist positiv definit, LfV negativ definit. D.h. die (einzige) Ruhelage des
Systems ist asymptotisch stabil. Betrachte die Kurve x2 = 2

x1−
√
2

. Es gilt

lim
x1↓
√

2

2

x1−
√
2
=∞, lim

x1>
√
2, x1→∞

2

x1−
√
2
= 0.

Die Steigung der Tangenten entlang der Kurve ist
dx2
dx1

= − 1

1−
√
2x1+

x2
1
2

.

Entlang der Kurve gilt

f2(x1,x2)
f1(x1,x2)

∣∣∣∣
x2=

2
x1−
√

2

= − 1

1+2
√
2x1+2x2

1
.

D.h. entlang der Kurve ist der Winkel zwischen der Tangente und den Vektoren

positiv, d.h. die Lösungen der Dgl verlaufen in dem durch die Kurve

abgetrennte Gebiet und können dieses nicht in Richtung der Achsen verlassen.

Damit gibt es Lösungen die nicht in den Ursprung konvergieren. Das heißt

obwohl V positiv definit ist, 0 die einzige Ruhelage ist, diese asymptotisch

stabil ist, gibt es Lösungen die nicht gegen 0 konvergieren. Damit ist 0 nicht

global asymptotisch stabil.



Beispiel 12 nach Barbashin und Krasovskii
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Globale asymptotische Stabilität

Definition 13

Sei V : Rn → R. Gilt

lim
|x|→∞

V (x) =∞,

dann heißt V radial unbeschränkt.

Satz 14

Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x). Existiert ein positiv
definites, radial unbeschränktes V : Rn → R so dass LfV negativ
definit ist, dann ist x∗ = 0 global asymptotisch stabil.



Abschätzung des Einzugsbereichs

Bemerkung 15

Eine (untere) Abschätzung des Einzugsbereichs erhält man wie
folgt. Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x). Sei D ⊂ U ein
Gebiet mit x∗ ∈ D auf dem V : U → R positiv definit und LfV
negativ deinit ist. Jede beschränkte Niveaumenge
Hc = {x ∈ D|V (x) ≤ c} ist eine Abschätzung für den
Einzugsbereich.
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Beispiel 16

Feder-Masse-Schwinger mit linearer Dämpferkraft Fd = dż mit d ∈ R, d > 0
und Federkraft Fc = ψF (z) mit k1z ≤ ψF (z) ≤ k2z und 0 < k1 < k2.

3.1 Autonome Systeme Seite 61

3.1.5 Das Invarianz-Prinzip
In Erweiterung des Satzes 3.1 gibt es nun Systeme, deren Ruhelage xR = 0 asymptotisch
stabil ist, obwohl die zeitliche Ableitung der Lyapunovfunktion V̇ (x) nur negativ semi-
definit ist. Als Beispiel betrachte man das einfache Feder-Masse-Dämpfer System von
Abbildung 3.8 mit der Masse m, der linearen Dämpferkraft Fd = d d

dtz, d > 0, und der
nichtlinearen Federkraft Fc = ψF (z) für die gilt k1z2 ≤ ψF (z) z ≤ k2z2 mit 0 < k1 < k2.

Fd

Fc

d

m

ψF (z)

z

z

Abbildung 3.8: Einfaches mechanisches System.

Die Bewegungsgleichungen dazu lauten

d
dtz = v (3.44a)
d
dtv = − 1

m
(ψF (z) + dv) (3.44b)

mit dem Zustand xT = [z, v] und der einzigen Ruhelage xR = 0. Die im System gespei-
cherte kinetische und potentielle Energie

V = 1
2mv2 +

∫ z

0
ψF (w) dw (3.45)

ist natürlich positiv definit und dient als geeigneter Kandidat für eine Lyapunovfunktion.
Offensichtlich ist

d
dtV = mv

(
− 1
m

(ψF (z) + dv)
)

+ ψF (z) v = −dv2 (3.46)

negativ semidefinit und man kann zufolge von Satz 3.1 schließen, dass die Ruhelage
xR = 0 stabil im Sinne von Lyapunov ist. D. h., die im System gespeicherte Energie V
nimmt immer ab, außer für v = 0 bleibt sie gleich. Setzt man v = 0 in (3.44) ein, dann
erkennt man, dass gilt z = z̄ und d

dtv = − 1
mψF (z̄) für ein konstantes z̄. Aus der speziellen

Form der Kennlinie ψF (z) von Abbildung 3.8 folgt, dass d
dtv nur für z̄ = 0 Null wird.

Damit ist aber gezeigt, dass die im System gespeicherte Energie V solange abnehmen
muss, bis der Punkt z = v = 0 erreicht ist, und dies zeigt die asymptotische Stabilität
der Ruhelage.

Vorlesung und Übung Nichtlineare Systeme I (SS 2012)
© A. Kugi, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien

Die Bewegungsgleichungen lauten mz̈ + dż + ψF (z). In ZRD mit v = ż:

ż = v

v̇ = − 1

m

(
ψF (z) + dv

)
.

Die einzige Ruhelage des Systems ist bei (0, 0). Die im System gespeicherte
kinetische und potentielle Energie ist

V (v, z) =
1

2
mv2 +

∫ z

0

ψF (ζ)dζ.

V ist positiv definit.



Beispiel 16

Nun gilt LfV = −dv2. D.h. LfV ist negativ semidefinit und damit nach
Lyapunov stabil. Ist die Feder linear, dann ist die Ruhelage (0, 0) asymptotisch
stabil. Wie sieht es im nichtlinearen Fall aus? Sei also
t 7→ (v(t; (v0, z0)), z(t; (v0, z0)) eine Lösung. Ist v(t; (v0, z0)) 6= 0, gilt

V̇ (v(t; (v0, z0)), z(t; (v0, z0))) = −d
(
v(t; (v0, z0))

)2
.

D.h. t 7→ V (t) := V (v(t; (v0, z0)), z(t; (v0, z0))) nimmt ab wenn

v(t; (v0, z0)) 6= 0 ist. Weil t 7→ V (t) aber nicht kleiner als Null werden kann,

muss t 7→ V (t) es ein T > 0 geben, so dass gilt V (t) = const. für alle t ≥ T .

Dann ist zwangsläufig v(t; (v0, z0)) = 0 für t ≥ T . Was kann dann passieren?

Betrachten wir also eine Lösung, bei der v(t; (v0, z0)) = 0 für t ≥ 0 (wir

schreiben auch v(t; (v0, z0)) ≡ 0) gilt. Einsetzen in die DGL liefert

ψF (z(t; (v0, z0))) ≡ 0, das gilt aber nur wenn z(t; (v0, z0)) ≡ 0 gilt. D.h. wir

können v(t; (v0, z0)) ≡ 0 nur erreichen wenn gleichzeitig auch z(t; (v0, z0)) ≡ 0

gilt. Weil zwangsläufig v(t; (v0, z0)) = 0 für alle t ≥ T erreicht wird,

konvergieren wir also gegen die einzige Ruhelage. Somit ist die Ruhelage

asymptotisch stabil.



Invarianzprinzip

Bemerkung 17

Im Feder-Masse-Beispiel wissen wir, dass alle Lösungen innerhalb
einer beschränkten Niveaumenge Hc von V verlaufen. Weiterhin
konvergiert jede Lösung gegen die Menge {x ∈ Hc|LfV (x) = 0}.
Wir wollen ausschließen, dass es einen weiteren Lösung neben der
Ruhelage gibt, die in der Menge {x ∈ Hc|LfV (x) = 0} verläuft.

Satz 18 (Invarianzprinzip nach Krasovskii-LaSalle)

Sei x∗ = 0 eine Ruhelagen von ẋ = f(x). Sei weiterhin V : U → R
eine Lyapunovfunktion um die Stabilität der Ruhelage x∗ = 0
nachzuweisen. Sei E = {x ∈ U |LfV (x) = 0}. Liegt kein
Vorwärtsorbit vollkommen in E, d.h. gilt für alle x0 ∈ U \ {0} dass
{x(t;x0) ∈ U |t ≥ 0} ∩ E = ∅, dann ist 0 asymptotisch stabil.



Instabilitätssatz

Satz 19 (Chetaev)

Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x), f : U → Rn. Weiterhin sei
V : U → R eine stetig differenzierbare Funktion,
Bε = {x ∈ Rn||x| < ε} ⊂ U , und W ⊆ Bε eine offene Menge so
dass gilt:

0 ∈ ∂W ,

V (x) = 0 für x ∈ ∂W ∩Br

V (x) > 0 für x ∈W .

LfV (x) > 0 for x ∈W .

Dann ist die Ruhelage x∗ = 0 instabil.



Lyapunovtheorie und lineare Systeme 1

Definition 21

Eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n heißt positiv definit, wenn
xTPx > 0 für alle x ∈ Rn \ {0} gilt. Ist xTPx ≥ 0 so nennt man
P positiv semidefinit.

Definition 22

Eine Matrix A ∈ Rn×n heißt Hurwitzmatrix, wenn für alle
Eigenwerte λk von A gilt

Re(λk) < 0. (1)



Lyapunovtheorie und lineare Systeme 2

Satz 23

Die Matrix A ist genau dann eine Hurwitz-Matrix, wenn die
Gleichung

ATP + PA+Q = 0 (2)

für jedes positiv definite Q eine eindeutige, positiv definite
Lösung P besitzt.

Bemerkung 24

Somit gilt, ist ẋ = Ax asymptotisch stabil, dann gibt es auch eine
quadratische Lypaunovfunktion V (x) = xTPx.
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Positiv Definite Matrizen und Funktionen

Definitheit von Matrizen

Definition 1. Eine Matrix P ∈ Rn×n heißt positiv semi-definit wenn P symmetrisch
ist und x>Px ≥ 0 für alle x ∈ Rn.

Definition 2. Eine Matrix P ∈ Rn×n heißt positiv definit wenn P symmetrisch ist
und x>Px > 0 für alle x ∈ Rn\{0}.

Bemerkung. Wir beschränken uns hier auf die positive Definitheit von symmetrischen
Matrizen, aufgrund folgender Tatsache. Sei A ∈ Rn×n. Dann lässt sich A als Summe
einer schief-symmetrischen und symmetrischen Matrix schreiben:

A =
1

2
(A−A>)︸ ︷︷ ︸

schief-symmetrisch

+
1

2
(A+A>)︸ ︷︷ ︸
symmetrisch

.

Außerdem ist x>Ax = 1
2x
>(A− A>)x+ 1

2x
>(A+ A>)x = 1

2x
>(A+ A>)x. Somit spielt

nur der symmetrische Anteil eine Rolle.

Bemerkung. Sei P ∈ Rn×n positiv semi-definit. Die Matrix P ist genau dann po-
sitiv definit, wenn P invertierbar ist.

Im Folgenden werden einige Ergebnisse gezeigt, mit deren Hilfe man die positive De-
finitheit von Matrizen überprüfen kann.

Satz 3 (Seite 1 in [1]). Sei P ∈ Rn×n symmetrisch, dann sind folgende Aussagen sind
äquivalent:

• P ist positiv (semi-) definit.

• Alle Eigenwerte von P sind (nichtnegativ) positiv.

• Alle Hauptminoren der Matrix P sind (nichtnegativ) positiv.

Die Hauptminoren k-ter Ordnung einer symmetrischen Matrix

P =


p11 p12 p13 . . .
p12 p22 p23 . . .
p13 p23 p33 . . .
...

...
...

. . .


sind definiert als die Determinanten der k × k-Matrizen, die durch Wegstreichen von
denselben n − k Zeilen und Spalten entsteht, d.h., wenn die i-te Zeile weggestrichen
wird, muss auch die i-te Spalte weggestrichen werden.
Beispiel. Sei

P =

2 0 1
0 0 0
1 0 0

 . (1)



Die Hauptminoren erster Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen

H1,1 = 2, H1,2 = 0, H1,3 = 0.

Die Hauptminoren zweiter Ordnung von P sind die Determinanten der Matrizen

H2,1 =

[
2 0
0 0

]
, H2,2 =

[
2 1
1 0

]
, H2,3 =

[
0 0
0 0

]
.

Der Hauptminor dritter Ordnung von P ist die Determinante der Matrix P selbst. Da
Det(H2,2) < 0 gilt mit Satz 3, dass P nicht (semi-)definit ist. Die Eigenwerte von P sind
λ(P ) = {0, 1 +

√
2, 1−

√
2}.

Satz 4 (Satz 7.2.5 in [4]). Eine Matrix P ∈ Rn×n ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre führenden Hauptminoren positiv sind.

Die führenden Hauptminoren der Matrix P aus (1) sind definiert als:

h1 = Det(p11), h2 = Det

([
p11 p12
p12 p22

])
, h3 = Det

p11 p12 p13
p12 p22 p23
p13 p23 p33

 , . . .

Bemerkung. Für positv semi-definite Matrizen gilt nur eine Richtung des Satzes 4!
Das heißt, wenn P positiv semi-definit ist, sind alle ihre führenden Hauptminoren nicht-
negativ, aber nicht umgekert. Dies sieht man an dem oben gezeigten Beispiel. Man
kann leicht nachrechnen, dass h1 = Det(H1,1) = 2 > 0, h2 = Det(H2,1) = 0 ≥ 0,
h3 = Det(P ) = 0 ≥ 0, allerdings ist, wie schon gezeigt, P indefinit.

Satz 5. Eine Matrix P ∈ Rn×n ist genau dann positiv semi-definit, wenn sie geschrieben
werden kann als P = B>B mit B ∈ Rm×n. Ferner ist P genau dann positiv definit, wenn
B nichtsingulär (also auch quadratisch, m = n) ist.

Satz 6 (Seite 398 in [4]). Sei P ∈ Rn×n. Wenn P positiv (semi-) definit ist, dann sind
die Einträge auf ihrer Hauptdiagonalen (nichtnegativ) positiv. Ferner ist die Spur und
die Determinante von P (nichtnegativ) positiv.

Bemerkung. Demnach gilt, wenn die Hauptdiagonale von P mindestens einen negati-
ven Eintrag enthält, dann ist die Matrix nicht positiv (semi-) definit .

Bemerkung. Äquivalent zur positiven Definitheit von Matrizen kann man auch die
negative Definitheit von Matrizen definieren. Eine Matrix P ist genau dann negativ
(semi-) definit, wenn −P positiv (semi-) definit ist.

Nützliches

Satz 7. Für jede reelle, symmetrische Matrix A ∈ Rn×n gilt für alle x ∈ Rn

λmin(A)‖x‖2 ≤ x>Ax ≤ λmax(A)‖x‖2 (2)

wobei λmin(A) der kleinste Eigenwert und λmax(A) der größte Eigenwert von A sind.

Satz 8 (Beweis folgt aus Satz 1.2.12 in [4]). Sei A ∈ R2×2 mit reellen Eigenwerten. Die
Eigenwerte von A sind genau dann positiv wenn Spur(A) > 0 und Det(A) > 0.

Bemerkung. Dieser Satz gilt im Allgemeinen nur für 2× 2-Matrizen!



Satz 9 (S. 39 in [4]). Sei A ∈ Rn×n eine beliebige obere oder untere Dreiecksmatrix, d.h.
A (oder A>) ist von der Form

A =


λ1 ∗ ∗ . . .
0 λ2 ∗ . . .
0 0 λ3 . . .
...

...
...

. . .


dann sind die Einträge auf der Diagonalen λ1, . . . , λn auch die Eigenwerte von A.

Satz 10 (S. 62 in [4]). Sei A ∈ Rn×n (oder A>) ist von der Form

A =

[
A11 A12

0 A22

]
dann sind die Eigenwerte von A, die Vereinigung der Eigenwerte der Matrizen A11 und
A22.

Satz 11. Sei A =

[
a1 a2
a3 a4

]
∈ R2×2, dann gilt[

a1 a2
a3 a4

]−1
=

1

a1a4 − a2a3

[
a4 −a2
−a3 a1

]
.

Definitheit von Funktionen

Sei U ⊂ Rn offen und 0 ∈ U . Sei f : U → R eine stetige Funktion.

Definition 12. Die Funktion f ist lokal positiv (semi-)definit wenn f(0) = 0 und
f(x) > 0 (f(x) ≥ 0) für alle x ∈ U\{0}.
Definition 13. Sei U = Rn. Die Funktion f ist positiv (semi-)definit wenn f(0) = 0
und f(x) > 0 (f(x) ≥ 0) für alle x ∈ Rn\{0}.
Definition 14. Sei U = Rn. Die Funktion f ist radial unbeschränkt wenn

f(x)→∞ für |x| → ∞

(d.h. für jede Folge {xn}n∈N mit limn→∞ |xn| =∞ gilt limn→∞ f(xn) =∞).

Satz 15. Sei P ∈ Rn×n eine reelle quadratische, symmetrische Matrix. Die Funktion
g(x) = x>Px ist genau dann positiv (semi-) definit wenn die Matrix P positiv (semi-)
definit ist.

Satz 16. Die Funktion f ist lokal positiv definit, wenn f(0) = 0 und eine positiv definite
Matrix P ∈ Rn×n existiert, so dass

x>Px ≤ f(x), ∀x ∈ U.

Die Funktion ist positiv definit, wenn U = Rn. Ferner ist f dann auch radial unbe-
schränkt.

Satz 17 (Folgt aus Satz 2.16 in [2]). Sei f zwei mal stetig differenzierbar. Ferner gilt,
dass f(0) = 0 und ∇f(0) = 0. Wenn die Hesse-Matrix ∇2f(0) positiv (semi-) definit
ist, dann ist die Funktion f ist lokal positiv (semi-) definit .

Bemerkung. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nur in folgender Form: Sei f wie
im vorhergehenden Satz. Wenn f positiv (semi-) definit ist, dann ist die Hesse Matrix
∇2f(0) positiv semi-definit.
Beispiel: f(x) = x4. Diese Funktion erfüllt alle Anforderungen, d.h. f(0) = 0, ∇f(0) = 0
und die Hesse-Matrix ∇2f(0) = 0. Jedoch ist diese Funktion positiv definit und ihre
Hesse-Matrix positiv semi-definit.
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Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme

und Kalman-Bucy-Filter

Endlicher Zeithorizont

Definition 1. Ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit endlichem Zeit-
horizont ist ein Optimalsteuerungsproblem der Form:

J∗(x0, 0, tf ) = min
u

∫ tf

0

x(t)>Qx(t) + u(t)>Ru(t)dt+ x(tf )>Sx(tf )

s.d. ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

x(0) = x0 ∈ Rn,

u(t) ∈ Rm, t ∈ [0, tf ].

Wobei Q,S,A ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m, B ∈ Rn×m. Ferner, Q = C>C positiv semi-definit, S positiv
semi-definit und R positiv definit.

Satz 1 ([1, 3]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit
endlichem Zeithorizont. Es existiert eine eindeutige Lösung zu dem Problem mit optimalen
Kosten J∗(x0, 0, tf ) = x>0 P

∗(0)x0, optimalem Eingang u∗(t) = −R−1B>P ∗(t)x∗(t) und die opti-
male Lösung erfüllt ẋ∗ = (A − BR−1B>P ∗(t))x∗, mit Anfangsbedingung x(0) = x0 wobei P ∗(t)
die Lösung der Matrix-Differentialgleichung

−Ṗ ∗ = P ∗A+A>P ∗ − P ∗BR−1B>P ∗ +Q

P ∗(tf ) = S
(1)

ist.

Bemerkung. Wir beschränken uns als Suchraum für den optimalen Eingang auf die Menge
der stückweise stetigen Funktionen.

Bemerkung. Die Gleichung (1) wird auch als Riccatische Matrix-Differentialgleichung bezeich-
net.

Unendlicher Zeithorizont

Definition 2. Ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit unendlichem
Zeithorizont (hier: LQR = Linear Quadratic Regulator) ist ein Optimalsteuerungsproblem der
Form:

J∗(x0, 0) = min
u

∫ ∞
0

x(t)>Qx(t) + u(t)>Ru(t)dt

s.d. ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

x(0) = x0 ∈ Rn,

u(t) ∈ Rm, t ∈ [0,∞).

Wobei Q,S,A ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m, B ∈ Rn×m. Ferner, Q = C>C positiv semi-definit, R positiv
definit.

1



Bemerkung. Auch hier, beschränken wir uns als Suchraum für den optimalen Eingang auf die
Menge der stückweise stetigen Funktionen.

Satz 2 ([2, 7]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem mit
unendlichem Zeithorizont (LQR-Problem). Wenn (A,B) steuerbar und (A,C) beobachtbar
sind, dann existiert eine eindeutige, positiv definite Lösung P ∗ der Matrixgleichung

P ∗A+A>P ∗ − P ∗BR−1B>P ∗ +Q = 0 (2)

so dass

1. J∗(x0, 0) = x>0 P
∗x0 und

2. (A−BR−1B>P ∗) Hurwitz ist.

Ferner ist dann die optimale Zustandstrajektorie die Lösung von ẋ∗ = (A − BR−1B>P ∗)x∗ mit
x∗(0) = x0 und der optimale Eingang ist u∗(t) = −R−1B>P ∗x∗(t).

Bemerkung. Die Gleichung (2) wird auch als Algebraische Riccati Gleichung (ARE) bezeichnet.

Stabilität mit positiv definitem P ∗ Es lässt sich recht einfach nachvollziehen, dass der ge-
schlossene Kreis asymptotisch stabil. Die Idee ist, die optimalen Kosten V (x) = J∗(x) als Kan-
didaten für eine Lyapunov-Funktion zu nehmen. Dies ist möglich, da P ∗ positiv definit ist und
somit x>P ∗x positiv definit ist. Wir erhalten dann

L(A−BR−1B>P∗)xV (x) = 2x>P ∗ẋ

= 2x>P ∗(A−BR−1B>P ∗)x
= 2(x>P ∗Ax− x>P ∗BR−1B>P ∗x)

= x>(P ∗A+A>P ∗)x− 2x>(P ∗BR−1B>P ∗)x

= −x>Qx− x>P ∗BR−1B>P ∗x.

Da Q ≥ 0 ist also V also eine Lyapunov Funktion. Demnach ist der Ursprung stabil. Der letzte
Schritt folgt mit Hilfe von Krasovskii-LaSalle’s Satz. D.h. wir betrachten die größte Invarian-
te Menge in {x ∈ Rn | L(A−BR−1B>P∗)xV (x) = 0}. Sei y = Cx. Da sowohl x>Qx als auch

x>P ∗BR−1B>P ∗x nichtnegativ sind, müssen sie unabhängig voneinander identisch null sein. Mit
x>P ∗BR−1B>P ∗x = x>P ∗BR−1RR−1B>P ∗x = u>Ru ≡ 0 folgt nun dass u ≡ 0. Und ferner
aus y>y ≡ 0 folgt

y = Cx = 0

ẏ = CAx = 0

ÿ = CA2x = 0

...

Da nun (A,C) beobachtbar ist hat die Matrix

 C
CA

...

 vollen Rang. Demnach ist x ≡ 0 die einzige

invariante Lösung in der Menge {x ∈ Rn | L(A−BR−1B>P )xV (x) = 0}. Daraus folgt, dass der
Ursprung asymptotisch stabil ist. Da das System linear ist, ist es auch global asymptotisch und
sogar global exponentiell stabil.
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Herleitung von u∗ Bisher wurde davon ausgegangen, dass der optimale Eingang u∗ die Form
u∗(t) = −R−1B>Px(t) hat. Wir wollen nun klären, warum das so sein muss.

• Betrachte

x>0 P
∗x0 =

∫ ∞
0

x>Qx+ u>Rudt.

• Wir addieren 0 =
∫∞
0
x>(P ∗A+A>P ∗−P ∗BR−1B>P ∗+Q)xdt sowie 0 =

∫∞
0
u>B>P ∗x−

u>B>P ∗x+ x>P ∗Bu− x>P ∗Budt und erhalten

x>0 P
∗x0 =

∫ ∞
0

x>Qx+ u>Ru− x>(P ∗A+A>P ∗ − P ∗BR−1B>P ∗ +Q)x

− u>B>P ∗x+ u>B>P ∗x− x>P ∗Bu+ x>P ∗Budt.

• Nach Umschreiben erhalten wir

x>0 P
∗x0 =

∫ ∞
0

u>Ru− x>P ∗(Ax+Bu)− (Ax+Bu)>P ∗x− x>P ∗BR−1B>P ∗x

+ u>B>P ∗x+ x>P ∗Budt.

• Ersetzen von Ax+Bu durch ẋ ergibt

x>0 P
∗x0 =

∫ ∞
0

u>Ru− x>P ∗ẋ− ẋ>P ∗x− x>P ∗BR−1B>P ∗x

+ u>B>P ∗x+ x>P ∗Budt.

• Da nun P ∗ positiv definit ist, und wir gezeigt haben, dass x(t) → 0 für t → ∞, gilt ferner
dass

∫∞
0
ẋ>P ∗x+ x>P ∗ẋdt = −x(0)>P ∗x(0) = −x>0 P ∗x0, demnach

0 =

∫ ∞
0

u>Ru− x>P ∗BR−1B>P ∗x+ u>B>P ∗x+ x>P ∗Budt.

• Der Integrand ist nun eine quadratische Gleichung und lässt sich schreiben als

0 =

∫ ∞
0

(u+R−1B>P ∗x)>R(u+R−1B>P ∗x)dt.

Da nun R > 0 muss also gelten, dass u∗(t) = −R−1B>P ∗x(t), was genau der angegebene optimale
Eingang ist.

Robustheit des LQR-Reglers Wir schreiben den offenen Kreis (s. Abb.1) eines SISO Systems
mit LQR-Regler wie folgt

ẋ = Ax+Bu

y =
1

r
B>Px

als Übertragungsfunktion

G(s) =
1

r
B>P (sI −A)−1B.

3



xu

−
y1

rB
⊤Pxẋ = Ax+Bu

Abbildung 1: LQR-Regelkreis

Welche Eigenschaften darf eine Unsicherheit haben, die zwischen Reglerausgang und Systemein-
gang geschaltet ist? Die Ortskurve des offenen Kreises befindet sich für alle r > 0 und alle Q ≥ 0
außerhalb eines Kreises mit Mittelpunkt −1 + 0j und Radius 1.

|1 +G(jω)|2 = (1 +G(jω)∗(1 +G(jω)) = 1 +G>(−jω) +G(jω) +G>(−jω)G(jω)

= 1 +
1

r
B>(−jωI −A)−>PB +

1

r
B>P (jωI −A)−1B

+
1

r2
B>(−jωI −A)−>PBB>P (jωI −A)−1B

= 1 +
1

r
B>(−jωI −A)−>

[
P (jωI −A) + (−jωI −A)>P

+
1

r
PBB>P

]
(jωI −A)−1B

= 1− 1

r
B>(−jωI −A)−>

[
PA+A>P − 1

r
PBB>P

]
︸ ︷︷ ︸

=−Q

(jωI −A)−1B

= 1 +
1

r

(
(jωI −A)−1B

)∗
Q
(
(jωI −A)−1B

)
≥ 1

Die Ortskurve dringt somit nicht in den Kreis um −1+0j mit Radius 1 ein. D.h. die Unsicherheit

|1 +G(jω)| < 1

ω → ∞−2 −1

ω = 0
60◦ Re

Im

Abbildung 2: Nyquist - LQR

darf den Reglerausgang um den Faktor 1
2 < k <∞ Verstärken (Abschwächen) und darf die Phase

um den Wert −60◦ ≤ θ ≤ 60◦ verändern.
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Weitere Ergebnisse

Satz 3 ([5, 6, 8]). Betrachtet wird ein Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem
mit unendlichem Zeithorizont (LQR-Problem). Sei (A,B) stabilisierbar. Es existiert (mind.)
eine positiv semi-definite Lösung P der Matrixgleichung

PA+A>P − PBR−1B>P +Q = 0.

Ferner existiert eine positiv semi-definite Lösung P ∗ so dass

1. J∗(x0, 0) = x>0 P
∗x0 und

2. (A−BR−1B>P ∗) Hurwitz ist,

genau dann wenn (A,C) entdeckbar ist. Die optimale Zustandstrajektorie ist dann die Lösung von
ẋ∗ = (A−BR−1B>P ∗)x∗ mit x∗(0) = x0 und der optimale Eingang ist u∗(t) = −R−1B>P ∗x∗(t).

Bemerkung. Es existiert immer nur maximal eine positiv semi-definite Lösung, für die (A −
BR−1B>P ∗) Hurwitz ist. Falls eine Lösung P existiert so dass (A−BR−1B>P ∗) Hurwitz ist, dann
ist P die größte aller Lösungen. Im Allgemeinen kann es mehrere Lösung der Riccati-Gleichung
geben. Die Lösung, für die gilt J∗(x0, 0) = x>0 P

∗x0, ist nicht immer diejenige, die zu einem stabi-
lisierenden LQR-Regler führt. Grundsätzlich gilt: Stabilität des geschlossenen Kreises überprüfen.

Satz 4 ([4]). Es existiert eine positiv definite Lösung Ps der Matrixgleichung

PsA+A>Ps − PsBR
−1B>Ps +Q = 0

so dass (A − BR−1B>Ps) Hurwitz ist genau dann wenn (A,B) stabilisierbar ist und (−A,C)
entdeckbar ist.

Kalman-Bucy-Filter

Satz 5. Gegeben sei ein System der Form

ẋ = Ax, x(0) = x0 ∈ Rn

y = Cx.

mit y(t) ∈ Rm. Außerdem sind die Matrizen Q ∈ Rn×n, B ∈ Rn×k mit Q = BB> positiv
semi-definit sowie R ∈ Rm×m positiv definit, gegeben. Sei (A,C) entdeckbar und (A,B) sta-
bilisierbar, dann existiert eine eindeutige positiv semi-definite Matrix P ∗, die die Algebraische
Riccati-Gleichung

P ∗A> +AP ∗ − P ∗C>R−1CP ∗ +Q = 0 (3)

löst. Ferner ist das System

ė = (A− P ∗C>R−1C)e, e(0) = e0 ∈ Rn

global asymptotisch stabil, wobei e = x− x̂ mit

˙̂x = Ax̂− P ∗C>R−1(Cx̂− y), x̂(0) = x̂0 ∈ Rn. (4)

Das System (4) mit P ∗ aus (3) wird Kalman-Bucy-Filter genannt.

Bemerkung. Die Kombination eines LQR-Reglers mit einem Kalman-Bucy-Filter als Zustands-
beobacher wird LQG-Regler genannt. Aufgrund des Separationsprinzips ist der geschlossene Kreis
asymptotisch stabil, hat jedoch keine garantierten Robustheitseigenschaften.
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[5] V. Kučera. A review of the matrix Riccati equation. Kybernetika, 9(1), 1973.

[6] B. P. Molinari. The time-invariant linear-quadratic the time-invariante linear-quadratic optimal
control problem. Automatica, 13:347 – 357, 1977.

[7] M. L. Ni. Existence condition on solutions to the algebraic riccati equation. Acta Automatica
Sinica, 34(1):85–87, 2008.

[8] W. M. Wonham. On a matrix Riccati equation of stochastic control. Siam Journal on Control,
6(4):681 – 697, 1968.

6



Institut für Systemtheorie u. Regelungstechnik
Prof. Dr.-Ing. F. Allgöwer
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Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit,

Stabilisierbarkeit, Entdeckbarkeit und Dualität

Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit, Stabilisierbarkeit, Entdeckbarkeit

Wir betrachten lineare, zeitinvariante Systeme der Form

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 ∈ Rn

y = Cx

und u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rk.

Definition 1. Das Paar (A,B) heißt steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix

Rang
([
B AB A2B . . . An−1B

])
= n

vollen Rang hat.

Definition 2. (Hautus-Test für Stabilisierbarkeit) Das Paar (A,B) heißt stabilisierbar,
wenn

Rang[λI −A | B] = n ∀ λ(A) : Re(λ(A)) ≥ 0.

Satz 1. Das Paar (A,B) ist stabilisierbar, genau dann wenn ein K ∈ Rn×m existiert, so dass die
Matrix A−BK Hurwitz ist.

Beispiel: Seien

A =

[
−2 3
0 4

]
, B =

[
0
1

]
.

Wegen der Dreiecksstruktur, sind die Eigenwerte der Matrix A auf der Diagonalen und sind somit
λ(A)) = {−2, 4}. Somit muss die Stabilisierbarkeit nur für λ = 4 überprüft werden.

Rang

([
4 0
0 4

]
−
[
−2 3
0 4

] ∣∣∣∣[01
])

= Rang

([
6 −3 0
0 0 1

])
= 2 = n

Somit ist (A,B) stabilisierbar.

Satz 2. Wenn (A,B) steuerbar ist, dann ist (A,B) auch stabilisierbar.

Definition 3. Das Paar (A,C) heißt beobachtbar, wenn

Rang




C
CA
CA2

...
CAn−1



 = n.

Definition 4. (Hautus-Test für Entdeckbarkeit) Das Paar (A,C) heißt entdeckbar, wenn

Rang

([
λI −A
C

])
= n ∀ λ(A) : Re(λ(A)) ≥ 0.

1



Satz 3. Das Paar (A,C) ist entdeckbar, genau dann wenn ein L ∈ Rn×k existiert, so dass die
Matrix A− LC Hurwitz ist.

Beispiel: Seien

A =

[
−2 3
0 4

]
, C =

[
6 −3

]
.

Wegen der Dreiecksstruktur, sind die Eigenwerte der Matrix A auf der Diagonalen und sind somit
λ(A)) = {−2, 4}. Somit muss die Entdeckbarkeit nur für λ = 4 überprüft werden.

Rang

[4 0
0 4

]
−
[
−2 3
0 4

]
[
6 −3

]
 = Rang

6 −3
0 0
6 −3

 = 1 < n

Somit ist (A,C) nicht entdeckbar.

Satz 4. Wenn (A,C) beobachtbar ist, dann ist (A,C) auch entdeckbar.

Wir betrachten hier eine alternative Charakterisierung von Beobachtbarkeit mit Hilfe der Moden
des Systems. Die Moden

xk(t) = vke
λkt

ergeben sich aus der Eigenwertgleichung des Systems:

(λkI −A)vk = 0 . (1)

Die allgemeine Lösung des autonomen Systems setzt sich aus einer Linearkombination der Moden
zusammen. Wir betrachten das System ẋ = Ax mit der Anfangsbedingung x(0) = x0. Transfor-
mation mit der Modalmatrix T auf Diagonalform ergibt:

z = T−1x , x = Tz ⇒ ż = Λz , z0 = T−1x0 .

Dabei bilden die Rechtseigenvektoren vi bzw. die Linkseigenvektoren wTi die gesuchte Transfor-
mationsmatrix

T = [v1, v2, . . . , vn] bzw. T−1 =

 wT1
...
wTn

 .
Bei Λ handelt es sich um eine Diagonalmatrix (wir setzen der einfacheren Darstellung wegen
voraus, daß keine mehrfachen Pole/Eigenwerte auftreten).
Die Lösung des transformierten Systems berechnet sich leicht zu

z(t) =

 eλ1t · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eλnt


︸ ︷︷ ︸

eΛt

z0 . (2)

Die Rücktransformation ergibt

x(t) = TeΛtT−1x0 = [v1, . . . , vn]

 eλ1twT1
...

eλntwTn

x0 . (3)

Mittels der Summenschreibweise sieht man sofort, daß die Lösung eine Linearkombination der
Moden ist:

x(t) =

n∑
i=1

vie
λit︸ ︷︷ ︸

Mode

(wTi x0)︸ ︷︷ ︸
Skalar

. (4)
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Ist ein Mode am Ausgang nicht
”
sichtbar“, so gilt mit y = Cx

Cvke
λkt = 0

woraus sich durch Division mit eλkt 6= 0

Cvk = 0 (5)

ergibt. Aus Gleichung (1) und (5) ergibt sich also als Bedingung, daß ein Mode nicht beobachtbar
ist: [

λkI −A
C

]
vk = 0

←− (λk, vk) ist Mode
←− Mode ist nicht beobachtbar .

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist der entsprechende Mode nicht beobachtbar.

Satz 5 ([3, 2]). Für jedes lineare, zeitinvariante System existiert eine Zustandstransformation, so
dass das System wie folgt geschrieben werden kann (Kalman Dekomposition):

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


A11 0 A13 0
A21 A22 A23 A24

0 0 A33 0
0 0 A43 A44



x1

x2

x3

x4

+


B1

B2

0
0

u
y =

[
C1 0 C3 0

]
x

wobei

(A11, B1) ,

([
A11 0
A21 A22

]
,

[
B1

B2

])
steuerbar sind und ([

A11 A13

0 A33

]
,
[
C1 C3

])
, (A33, C3)

beobachtbar sind.

Satz 6. Ein lineares, zeitinvariantes System ist genau dann Hurwitz, wenn jede der Matrizen A11,
A22, A33 und A44 ihrer Kalman Dekomposition Hurwitz ist.

Der Satz folgt daraus, dass die Eigenwerte einer Block-Dreiecksmatrix die Eigenwerte der Blöcke
auf der Hauptdiagonalen sind, s. S. 62 in [1].

Bemerkung. Für lineare, zeitinvariante Systeme der Form

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 ∈ Rn

y = Cx+Du

gelten die gleichen Definitionen und Sätze bzgl. Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit, Stabilisiertbarkeit
und Entdeckbarkeit und hängen somit nicht von der Durchgriffsmatrix D ab.
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Dualität

Definition 5. Das System

ẋ′ = A>x′ + C>u′, x(0) = x0 ∈ Rn

y′ = B>x′

mit u′(t) ∈ Rk, y′(t) ∈ Rm heißt das duale System zu einem linearen, zeitinvarianten System.

Satz 7. Folgende Beziehungen gelten zwischen einem linearen, zeitinvarianten System und dem
dazugehörigen dualen System.

1. System ist asymptotisch stabil ⇔ duales System ist asymptotisch stabil.

2. System ist steuerbar ⇔ duales System ist beobachtbar.

3. System ist beobachtbar ⇔ duales System ist steuerbar.

4. System ist stabilisierbar ⇔ duales System ist entdeckbar.

5. System ist entdeckbar ⇔ duales System ist stabilisierbar.
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Einige wichtige Sätze zur Stabilitätstheorie von Lyapunov

Sei U ⊂ Rn offen und 0 ∈ U . Wir betrachten im folgenden Differentialgleichungen der Form

ẋ = f(x) (1)

wobei f : U → Rn einmal stetig differenzierbar ist. Ohne Einschränkung sei x∗ = 0 eine Ruhelage
von (1), d.h. f(0) = 0. Eine Lösung von (1) mit Anfangswert x0 wird mit t 7→ x(t;x0) bezeichnet.
Sei A = ∂f

∂x |x=0, dann ist die Linearisierung der Differentialgleichung (1) um die Ruhelage 0
gegeben durch

ẏ = Ay. (2)

x∗ heißt stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn für jedes ε > 0 ein δ(ε) > 0 existiert, so dass

|x0| < δ(ε)⇒ ∀t ≥ 0 :|x(t, x0)| < ε

gilt. Eine Ruhelage die nicht stabil im Sinne von Lyapunov ist heißt instabil (im Sinne von
Lyapunov). Eine Ruhelage x∗ heißt anziehend (attraktiv), wenn es ein η > 0 gibt, so dass gilt

|x0| < η ⇒ lim
t→∞

x(t;x0) = 0.

Ist die Ruhelage x∗ stabil und attraktiv, dann heißt die Ruhelage asymptotisch stabil.
Die Ruhelage x∗ heißt exponentiell stabil, falls es Konstanten c, k, α > 0 gibt so dass für alle
|x0| < c gilt, dass

|x(t;x0)| ≤ k |x0| e−αt

gilt. Ist x∗ eine asymptotisch stabile Ruhelage von ẋ = f(x), dann heißt die Menge

R = {x0 ∈ U | lim
t→∞

x(t;x0) = x∗} (3)

der Einzugsbereich von x∗. Gilt R = Rn, dann heißt x∗ global asymptotisch stabil.

Eine einmal stetig differenzierbare Funktion V : U → R heißt lokal positiv definit (semidefinit),
wenn V (0) = 0 und V (x) > 0 für x ∈ U \ {0} (V (x) ≥ 0 für x ∈ U \ {0}). Ist U = Rn und ist V
lokal positiv definit (semidefinit), so sagt man V ist positiv definit (positiv semidefinit). Analog
definiert man lokal negativ definit (semidefinit) und negativ definit (semidefinit).

Sei V : Rn → R. Gilt
lim
|x|→∞

V (x) =∞, (4)

dann heißt V radial unbeschränkt.

Die Lieableitung LfV von V (Ableitung von V in Richtung des Vektorfeldes f) ist definiert durch

LfV =
∂V

∂x
f .

Wir schreiben V̇ für LfV .

Satz 1 (Indirekte (erste) Methode von Lyapunov). Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und
sei die Linearisierung um die Ruhelage gegeben durch ẏ = Ay. Dann gilt:



a) Falls der Realteil aller Eigenwerte von A negativ ist, dann ist die Ruhelage x∗ = 0 asym-
ptotisch stabil.

b) Gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil positiv ist, dann ist die Ruhelage x∗ = 0
instabil.

Bemerkung 2. Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und sei die Linearisierung um die
Ruhelage gegeben durch ẏ = Ay. Sind die Realteile aller Eigenwerte λ von A nichtpositiv, also
gilt Re(λ) ≤ 0 für alle Eigenwerte λ von A, und gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil
gleich Null ist, so kann mittels der Linearisierung keine Aussage über die Stabilität der Ruhelage
x∗ = 0 gemacht werden.

Satz 3 (Direkte (zweite) Methode von Lyapunov). Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x)
und V : U → R lokal positiv definit. Dann gilt:

a) Falls V̇ lokal negativ semidefinit ist, dann ist die Ruhelage x∗ = 0 stabil.

b) Falls V̇ lokal negativ definit ist, dann ist die Ruhelage x∗ = 0 asymptotisch stabil.

Eine (untere) Abschätzung des Einzugsbereichs einer Ruhelage erhält man wie folgt:

Bemerkung 4. Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) mit f : U → Rn. Sei D ⊂ U ein
Gebiet mit x∗ ∈ D auf dem V : U → R positiv definit und V̇ negativ definit ist. Jede beschränk-
te Niveaumenge Hc = {x ∈ U |V (x) ≤ c} mit Hc ⊆ D ist eine (untere) Abschätzung für den
Einzugsbereich.

Satz 5 (Barbashin-Krasovskii). Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) und V : Rn → R
positiv definit und radial unbeschränkt. Ist V̇ negativ definit, dann ist x∗ = 0 global asymptotisch
stabil.

Satz 6 (Invarianzprinzip nach Krasovskii und LaSalle). Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ =
f(x). Weiterhin sei V : U → R lokal positiv definit, und V̇ sei lokal negativ semidefinit in U . Falls
es keine nichttriviale Lösung t 7→ x(t;x0) (nichttrivial heißt es gibt ein t ≥ 0 mit x(t;x0) 6= 0)
gibt, so dass für alle t ≥ 0 gilt x(t;x0) ∈ E = {x ∈ U |V̇ (x) = 0}, dann ist x∗ = 0 asymptotisch
stabil.

Bemerkung 7. Das Invarianzprinzip nach Krasovskii und LaSalle besagt also, wenn die triviale
Lösung t 7→ x(t;x∗) = x(t; 0) mit x(t; 0) = 0 für t ≥ 0 die einzige Lösung ist, so dass für alle
t ≥ 0 gilt x(t; 0) ∈ E = {x ∈ U |V̇ (x) = 0}, dann ist x∗ = 0 asymptotisch stabil.

Satz 8. Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x) mit f : Rn → Rn. Weiterhin sei V : Rn → R
positiv definit, radial unbeschränkt und V̇ sei negativ semidefinit. Falls es keine nichttriviale
Lösung t 7→ x(t;x0) gibt, so dass für alle t ≥ 0 gilt x(t;x0) ∈ E = {x ∈ U |V̇ (x) = 0}, dann ist
x∗ = 0 global asymptotisch stabil.

Satz 9 (Instabilitätsatz nach Chetaev). Sei x∗ = 0 eine Ruhelage von ẋ = f(x), f : U1 →
Rn, f(0) = 0, V : U1 → R stetig differenzierbar, V (0) = 0, Bε = {x ∈ Rn||x| < ε} ⊂ U1 und
Ω = {x ∈ U1||x| ≤ ε, V (x) > 0}. Wenn V̇ (x) > 0 für alle x ∈ Ω und wenn für jedes offene
U2 ∈ Rn mit 0 ∈ U2 gilt

U2 ∩ {x ∈ U1|V (x) > 0} 6= ∅,

dann ist x∗ = 0 instabil.

Satz 10 (Lyapunov-Gleichung). Sei f(x) = Ax, A ∈ Rn×n. x∗ = 0 ist genau dann asymptotisch
stabil, wenn für alle positiv definiten Q ∈ Rn×n ein positiv definites P ∈ Rn×n existiert, so dass
gilt

ATP + PA = −Q.
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Untersuchung der robusten Stabilität

Zusammenfassung der Vorgehensweise

1 Festlegen des Unsicherheitstyps
(z.B. multipl. Ausgangsunsicherheit).

2 Bestimmen/Festlegen von Größe (l(ω)) der Unsicherheit ∆.
3 M-∆-Struktur aufstellen und M ermitteln.
4 ∆ normieren (bestimme Gewicht W∆(s)).
5 |W∆(jω)M(jω)| ≤ 1 für alle ω ⇔ robust stabil.

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung

Beispiel zur robusten Stabilität

Ziel

Untersuche Auswirkung des Unsicherheitstyps
auf den Konservatismus.

Betrachte parametrierten Regler

K (s) =
k

s
mit k ∈ R.

Zulässige Reglerverstärkung für

a) Additive Unsicherheit.

b) Multiplikative Unsicherheit.

c) Reale Strecke (kein Konservatismus).

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung



Reale und nominelle Strecke

Beispiel aus Einführungsvorlesung

Reale Strecke Greal (s) =
1

s + 1
1

(0.1s + 1)2

Nominelle Strecke G (s) =
1

s + 1
Motivation

Für Reglerentwurf nominelle Strecke und Gewichte W∆

niedriger Ordnung sinnvoll.
Schätze hochfrequente Dynamik in Greal durch Unsicherheit
mit konstantem Gewicht W∆ ab.

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung

Nominelle Stabilität

Nomineller geschlossener Kreis

Gcl (s) =
G (s)K (s)

1 + G (s)K (s)
=

k

s2 + s + k
asy. stabil für k > 0.

Sprungantwort

0 5 10
0

0.5

1

Zeit

y
c
l

k = 0.3

k = 0.5

k = 1

Gute Sprungantwort für k ≈ 0.5.

Nomineller geschlossener Kreis asymptotisch stabil für k > 0.
Robuste Stabilität?

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung



a) Additive Unsicherheit 1

1 Festlegen des Unsicherheitstyps:
additive Unsicherheit: G∆(s) = G (s) +∆A(s)

2 Größe der Unsicherheit:
lA(ω) = |∆A(jω)| mit ∆A(s) = − s

s+1

s+20

(s+10)2

Anmerkung

Im Beispiel: Reale Strecke als bekannt angenommen.
Im Allgemeinen: Reale Strecke durch Menge von Systemen
beschrieben (z.B. unbekannte Parameter) ⇒ ∆A ist Menge von
Übertragungsfunktionen.

3 M-∆-Struktur aufstellen und M ermitteln:
. . .⇒ MA(s) = −K (s)S(s)

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung

a) Additive Unsicherheit 2

4 ∆ normieren:
Finde stabiles, minimalphasiges System WA mit
|WA(jω)| > lA(ω).

konstantes Gewicht ⇒ WA(s) = maxω lA(ω)

10−2 10−1 100 101 102
−40

−30

−20

−10

Frequenz (rad/s)

A
m

pl
it
ud

e
(d

B
)

lA = |∆A|
|WA|

WA(s) = 0.1764
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a) Additive Unsicherheit 3

5 |WA(jω)MA(jω)| ≤ 1 für alle ω ⇔ robust stabil:

10−2 10−1 100 101 102
−20

−10

0

10

Frequenz (rad/s)

A
m

pl
it
ud

e
(d

B
) 0dB

|WAMA|, k = 1
|WAMA|, k = 5.19
|WAMA|, k = 10

WA(s)MA(s) = −0.1764k s+1

s2+s+k
asymptotisch stabil für

k > 0.
Für k < 0 Theorem über robuste Stabilität nicht anwendbar,
da WAMA instabil.

⇒ Bei additiver Unsicherheit robust stabil für 0 ≤ k ≤ kA ≈ 5.19.
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b) Multiplikative Unsicherheit 1

1 Festlegen des Unsicherheitstyps:
multipl. Unsicherheit: G∆(s) = G (s)(1 +∆M(s))

2 Größe der Unsicherheit:
lM(ω) = |∆M(jω)| mit ∆M(s) = G∆(s)/G (s)− 1 = − s(s+20)

(s+10)2

3 M-∆-Struktur aufstellen und M ermitteln:
. . .⇒ MM(s) = −T (s)
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b) Multiplikative Unsicherheit 2

4 ∆ normieren:

Finde stabiles, minimalphasiges System WM mit
|WM(jω)| > lM(ω).

konstantes Gewicht ⇒ WM(s) = maxω lM(ω)

10−2 10−1 100 101 102

−20

−10

0

Frequenz (rad/s)

A
m

pl
it
ud

e
(d

B
)

lM = |∆M |
|WM |

WM(s) = 1.154
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b) Multiplikative Unsicherheit 3

5 |WM(jω)MM(jω)| ≤ 1 für alle ω ⇔ robust stabil:

10−2 10−1 100 101 102

−40

−20

0

Frequenz (rad/s)

A
m

pl
it
ud

e
(d

B
) 0dB

|WMMM |, k = 1
|WMMM |, k = 5
|WMMM |, k = 10

WM(s)MM(s) = −1.154k 1

s2+s+k
asympt. stabil für k > 0.

Für k < 0 Theorem über robuste Stabilität nicht anwendbar,
da WMMM instabil.

⇒ Bei multiplikativer Unsicherheit nicht robust stabil für 0 ≤ k .

Mit Gewicht der Ordnung 1 robuste Stabilität für multiplikative
Unsicherheiten und k vergleichbar zu additiver Unsicherheit.
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c) Keine Unsicherheit (G (s) = Greal(s))

Offene Kreis

L(s) = Greal (s)K (s) = k

s(s+1)(0.1s+1)2

Nyquist Ortskurve von L für k = 1

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0

−0.1

0

0.1

Reelle Achse

Im
ag

in
är

e
A
ch

se

Für k ≥ 0 Phasendrehung von π/2.
Für k < 0 Phasendrehung von −π/2.

⇒ Geschlossener Kreis stabil für 0 ≤ k < 5.55.

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung

Zusammenfassung

Maximale Reglerverstärkung
1 Additive Unsicherheit: 0 ≤ k ≤ kA ≈ 5.19
2 Multiplikative Unsicherheit: keine robuste Stabilität für 0 ≤ k
3 Keine Unsicherheit: 0 ≤ k < 5.55

Additive Unsicherheit in diesem Beispiel wenig konservativ.

Multiplikative Unsicherheit

Für k ≥ 0 gibt es ein ∆(s) mit |∆(jω)| < |WM(jω)|, so dass
geschlossener Kreis instabil.

Aber:
Geschlossener Kreis aus Greal und K stabil für 0 < k < 5.55.

Multiplikative Unsicherheit hier konservativ für konstantes Gewicht.

Wahl des Unsicherheitstyps wichtig für Robustheitsunteruschungen.
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1

Bestimmung der Größe einer Unsicherheit 
–beispielhaft-

Mit unterschiedlichen Eingangssignalen identifizierte Frequenzgänge 
führen zu Band im Bodediagramm 

Bestimmung der Größe einer Unsicherheit 

Darstellung mit Ortskurve:



2

Bestimmung der Größe einer Unsicherheit 



1

Bounded Real Lemma

Bounded Real Lemma



2

Bounded Real Lemma         (proof. continued)

Bounded Real Lemma



3

Bounded Real Lemma – Alternative Darstellung

Bounded Real Lemma



4

Bounded Real Lemma



Motivating Example

Real system:

Greal(s) =
1

s + 1
·

1

(0.1s + 1)2

Approximation:

G(s) =
1

s + 1

10
−2

10
0

10
2

−80

−60

−40

−20

0

20

M
ag

ni
tu

de
Frequency

Bode magnitude plot of plant models

 

 

G
r

G

Idea: Bode plots are similar, differences only for large freqs.
Place poles far from stability border in left half-plane to be on safe side
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Motivating Example
Controller:

K(s) =
30(s + 1)

s

achieves

Gcl(s) =
GK

1 + GK
=

30

s + 30

i.e. pole at s = −30

but simulation of real closed loop
shows instability!

0 0.5 1 1.5 2
−3

−2

−1

0

1

2

3

O
ut

pu
t

Time

Step response of closed loops

 

 

with G
r

with G

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 2



Singular Value Diagrams

Example: G(s) =

[
1

s+1
0.5
s+3

10
s2+10s+2

−2
s+2

]

10
0

−60

−40

−20

0

20

S
in

gu
la

r 
va

lu
es

 [d
B

]

Frequency [rad/s]

Singular value plot

 

 

max. sing. val.
min. sing. val.
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Typical Unstructured Uncertainties
Additive uncertainty:
Greal(s) = G(s) + ∆(s)

Useful for:
high-freq. (HF) plant dynamics, uncertain
zeros

Multiplicative output uncertainty:
Greal(s) = (I + ∆(s))G(s)

Useful for: HF plant dynamics,
sensor errors, uncertain zeros

Multiplicative input uncertainty:
Greal(s) = G(s)(I + ∆(s))

Useful for: HF plant dynamics,
actuator errors, uncertain zeros

∆
Greal

G

∆

G

Greal

∆

G

Greal
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Typical Unstructured Uncertainties
Inverse additive uncertainty:
Greal(s) = G(s)(I − ∆(s)G(s))−1

Useful for:
low-freq. (LF) parameter errors, uncertain
poles

Inverse mult. output uncertainty:
Greal(s) = (I − ∆(s))−1G(s)

Useful for: dito

Inverse mult. input uncertainty:
Greal(s) = G(s)(I − ∆(s))−1

Useful for: dito

∆

G

Greal

∆

G

Greal

G

Greal∆

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 5



Normalization of ∆

What do we do if we have σ̄(∆(jω)) < l(ω) ∀ω for some frequency-dependent
function l : R → R

+ instead of
σ̄(∆(jω)) < 1 ∀ω ?

Normalize the uncertainty ∆:

1. Suppose dim(∆) = q0 × p0

2. Find a stable, proper, minimum-phase SISO system w∆(s)

with σ̄(w∆(jω)) = |w∆(jω)| = l(ω)

(or σ̄(w∆(jω)) = |w∆(jω)| ≥ l(ω))

3. Set W∆(s) = w∆(s) · I, where size of I is p0 × p0

4. Suppose we have another uncertainty ∆̄ with σ̄(∆̄(jω)) < 1 ∀ω

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 6



Normalization of ∆

5. Substitute ∆(s) := ∆̄(s)W∆(s)

Hence it holds that σ̄(∆̄(jω)W∆(jω)
︸ ︷︷ ︸

∆(jω)

) ≤ σ̄(∆̄(jω)) · σ̄(W∆(jω))
︸ ︷︷ ︸

l(ω)

< l(ω)

6. Rearrange the M -∆-structure:

∆

M

z0w0 ⇔

∆̄

W∆ · M

7. Use (W∆M, ∆̄) instead of (M, ∆).

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 7



Unsicherheitsbeschreibung: Nyquist-Diag.
Beispiel 8.2 aus K.Zhou, Essentials of robust control.
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Unsicherheitsbeschreibung

Additive Unsicherheit Multiplikative Unsicherheit
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A Robust Stability Theorem
Def.: A property is called robust against a class of uncertainties / model errors, if
the property holds in face of these uncertainties.

Theorem:
Suppose that M is a stable and proper LTI system, and consider the class of
stable and proper uncertainties ∆ with ‖∆‖∞ < 1.
Then the following statements are equivalent:

(i) The closed-loop interconnection (∗) is robustly stable.

(ii) The closed-loop interconnection (∗) is internally stable for all considered
uncertainties ∆.

(iii) σ̄(M(jω)) ≤ 1 ∀ω

(iv) ‖M‖∞ ≤ 1

∆

M

z0w0

(∗)

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 10



A Robust Stability Theorem
Remarks:

∆ is any dynamical system satisfying the assumed norm bound.
Actually, ∆ can be a linear system with an arbitrary number of states,
it can be just a complex matrix ∈ C

q0×p0 , or it can be a time-varying or
nonlinear system (with corresponding stability notions).
Hence, usually a much larger class of uncertainties than intended
is taken into account.

The theorem is necessary and sufficient.
Sufficiency means: ‖M‖∞ ≤ 1 ⇒ robust stability.
Necessity means: ‖M‖∞ > 1 ⇒ there exists at least one uncertainty
in the considered class that results in instability. It does not imply that
the closed loop with Greal is necessarily unstable.

Konzepte der Regelungstechnik – Robuste Regelung S. 11
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Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung 

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf 

Regel- 
strecke 

Stell- 
größe 

Störgröße 

Regel- 
größe 
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Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung 

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf 
(i)  Berechne Rückführung, so dass E/A-Verhalten linear  

Linearisierende 
Rückführung 

Regel- 
strecke 

Lineares System 

Stell- 
größe 

Störgröße 

“neue” 
Stellgröße 

Regel- 
größe 
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Exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung 

Idee: 2-Schritt Reglerentwurf 
(i)  Berechne Rückführung, so dass E/A-Verhalten linear  
(ii) Entwerfe linearen Regler für lineares System 

Linearisierende 
Rückführung 

Regel- 
strecke 

Lineares System 

Stell- 
größe 

Störgröße 

“neue” 
Stellgröße Linearer 

Regler 

Regel- 
größe 

Soll- 
größe 
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Beispiel: nichtlin. Feder-Masse-Schwinger 

Feder-Masse- 
Schwinger 

u y 

Systemgleichung: 

y
Am

u

dc

1

2
3
1

2

2

1

xy
uxx

x
x
x

m
d

m
c

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
!
!
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

-0.4 
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0.4 

Sprungantworten des nichtlinearen Systems 
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Homogenitätsprinzip verletzt! 
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Beispiel: nichtlin. Feder-Masse-Schwinger 

Feder-Masse- 
Schwinger 

u y 

Systemgleichung: 

y
Am

u

dc

1

2
3
1

2

2

1

xy
uxx

x
x
x

m
d

m
c

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
!
!

Linearisierende Rückführung 
!x2 = −

c
m x1

3 − d
m x2 +u = v!

⇒ u = v + c
m x1

3 + d
m x2

⇒ !!y = v

⇒
!x1
!x2

#

$

%
%

&

'

(
(
=

x2
v

#

$
%
%

&

'
(
(

Linearer Regler, z.B. Zustandsrückführung 
v = − c

m x1 − d
m x2 +w

Lineares Übertragungsverhalten 

Lineare Zustandsgleichungen 
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Sprungantworten des linearisierten Systems 
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Exakte Linearisierung: 

Zwei Aufgabenstellungen 

Linearisierende 
Rückführung 

Regel- 
strecke K(s) 

Ausgang y 

Zustand z 

1.  Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung 

Linearisierende 
Rückführung 

Regel- 
strecke K 

Zustand z 

Zustand z 

2.  Exakte Zustandslinearisierung: 
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Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung 

Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung 
 
 
 
 
 
 
Ziel:  Entwerfe Regler 

     v(s)=-K(s)y(s) 
  so dass geschlossener Kreis 

1.  asymptotisch stabil ist 
2.  gewünschte Regelgüte besitzt 

( )
( )xhy

RyuRxuxgxfx mn

=

∈∈+= ,,,)(!

Zustandsrückführung u=α(x)+β(x)v 

( )y G s v=
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Exakte Zustandslinearisierung 

Exakte Zustandslinearisierung: 

Hauptziel: Stabilisierung mit v=-Kz 

( ) mn RuRxuxgxfx ∈∈+= ,,)(!

mn RvRzBvAzz ∈∈+= ,,!

Zustandsrückführung u=α(x)+β(x)v  
und Zustandstransformation z=T(x) 
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Beispiel: Exakte Zustandslinearisierung 

eines Rührkesselreaktors 

Zustandsraumdarstellung 

A B C→ →

mit 

Reaktionsschema 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )(
( ) ) ( )

0

2
1

2
1 2

1
0 1

2

ABP

w R

BC P R

q
A A A AV

q
B B A BV

q
A RV C

k A
B R CC V

c c c k T c

c c k T c k T c

T T T k T c H

k T c H T T

ρ

ρ

= − −

= − + −

= − − Δ

+ Δ + −

&

&
&

( )

( )

1

2

1 10

2 20

E
RT

E
RT

k T k e

k T k e

−

−

=

= nur zustandslinearisierbar für E1= E2 ! 
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Beispiel: Exakte Zustandslinearisierung 

eines Rührkesselreaktors 

mit 0

x tek dt
t−∞

= ∫

( ) ( )u x x vα β= + ⋅
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Robuste Regelung
Bevor wir uns der Reglersynthese zuwenden, müssen wir klären, welche Eigenschaften vom ge-
schlossenen Kreis erwartet werden. In diesem Kapitel werden wir diese gewünschten Eigenschaften
an den Kreis definieren und in mathematischer Form quantitativ formulieren, wobei Kapitel und
bis eine Wiederholung des Stoffes aus der Vorlesung Einführung in die Regelungstechnik darstellt.
Dazu betrachten wir in Abb. 1 den Standardregelkreis mit der Strecke G(s) und dem Regler K(s).
Dabei sind: y . . . Regelgröße y′ . . . Streckenausgang

u . . . Stellgröße u′ . . . Reglerausgang
r . . . Führungsgröße z1 . . . Ausgangsstörung
η . . . Messrauschen z2 . . . Eingangsstörung.

Alle Signale sollen skalare Größen sein. Die Größe

e = r − y (1)

wird als Regelfehler bezeichnet. Dieser Standardregelkreis kann durch unterschiedliche Erweite-
rungen ergänzt werden, z.B.

• Führungsgröße vorfiltern (
”
Two-degree-of-freedom design“)

• Störgrößen beeinflussen die Regel- bzw. Stellgröße nicht additiv, sondern werden durch so-
genannte Störübertragungsfunktionen auf die Regelgröße geschaltet.

• Störungen können unter Umständen gemessen werden. Durch geeignetes Aufschalten auf
die Stellgröße (Störgrößenaufschaltung) lassen sich so verbesserte Eigenschaften erreichen
(feed-forward).

Wir stellen drei Hauptforderungen an den geschlossenen Kreis, die in den folgenden Kapiteln näher
erläutert werden:

1. Stabilität

2. gutes Regelverhalten

3. Robustheit der Stabilität

-r c - Regler K(s) -u
′ c u?z2 - Strecke G(s) -

y′ c?z1 -
yq

?c�η
6−

Abbildung 1: Standardregelkreis.

1



e - K G -s
6−

Q(s)

Abbildung 2: Regelkreis für Small-Gain-Theorem.

Nominelle Stabilität

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass das Modell der Regelstrecke G(s) mit der wirk-
lichen Regelstrecke übereinstimmt und wir untersuchen die Stabilität des geschlossenen Kreises.
Dieser Fall wird als nominelle Stabilität bezeichnet, im Unterschied zur robusten Stabilität, die in
Kapitel IV.3 behandelt wird.
An mehreren Stellen wird voraussetzt, dass G(s) streng proper und K(s) proper sind. Diese An-
nahmen stellen in der Praxis keine große Einschränkung dar.
Zusätzlich zum bereits bekannten Nyquistkriterium wollen wir hier ein weiteres wichtiges Stabi-
litätskriterium behandeln, nämlich das sogenannte Small-Gain-Theorem. Der große Vorteil dieses
Stabilitätstests ist seine sehr allgemeine Formulierung, die sogar auf nichtlineare Systeme übert-
ragen werden kann.
Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung 2 und setzen voraus, dass der offene Kreis Q = GK
stabil ist.

Satz 1 ((Small-Gain-Theorem)). Der geschlossene Kreis ist dann asymptotisch stabil, wenn

||Q(jω)||ind < 1 ∀ ω. (2)

Man beachte, dass das Small-Gain-Theorem lediglich ein hinreichendes, aber nicht notwendiges
Kriterium darstellt.
|| · ||ind kann jede induzierte Norm sein. Wenn speziell die L2-induzierte Norm gewählt wird, ent-
spricht Gl. (2) der Forderung, dass die maximale Energie-Verstärkung des offenen Kreises kleiner
als eins sein muss, also alle Signale abklingen müssen.
sectionRegelgüte Die zweite wichtige Anforderung an den Regelkreis betrifft die Regelgüte. Wir
betrachten wieder den Standardregelkreis in Abbildung 1 und bestimmen den Einfluss von Störun-
gen z1 bzw. z2, Messrauschen η und der Führungsgröße r auf den Regelfehler

e =r − y.

Aus dem Blockdiagramm lesen wir direkt ab

y = z1 +G(z2 +K(r − η − y))

woraus

y = (1 +GK)−1{z1 +Gz2 +GKr −GKη}

folgt. Damit ergibt sich als Übertragungsverhalten des geschlossenen Kreises:

e = r − y
= r − (1 +GK)−1GKr − (1 +GK)−1z1 − (1 +GK)−1Gz2 + (1 +GK)−1GKη

= − (1 +GK)−1︸ ︷︷ ︸
=:S

z1 + (1 +GK)−1r − (1 +GK)−1Gz2 + (1 +GK)−1GK︸ ︷︷ ︸
=:T

η.
(3)
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Definition 1. Die Übertragungsfunktion

S = (1 +GK)−1

heißt Sensitivität.

Definition 2. Die Übertragungsfunktion

T = (1 +GK)−1GK = GK(1 +GK)−1 (4)

heißt komplementäre Sensitivität.

Die Sensitivität S gibt die
”
Empfindlichkeit des Regelkreises“ auf Ausgangsstörungen bzw. Soll-

wertänderungen an. Die komplementäre Sensitivität T beschreibt den Einfluss von Messrauschen
auf den Regelfehler.
Wie man bereits aus der obigen Gleichung sieht, ergeben sich für das Führungsverhalten (bzgl. r)
und für die Unterdrückung von Messrauschen (bzgl. η) unterschiedliche Anforderungen für die
Auslegung des geschlossenen Kreises.
In den folgenden Abschnitten sollen nun nacheinander die verschiedenen Anteile der obigen Glei-
chung genauer untersucht werden. Wir führen dazu folgende Abkürzungen ein:

e = −Sz1︸ ︷︷ ︸
ez1

+ Sr︸︷︷︸
er

+−SGz2︸ ︷︷ ︸
ez2

+ Tη︸︷︷︸
eη

. (5)

Führungsverhalten

Nach Gleichung (3) gilt:
er(jω) = S(jω)r(jω). (6)

Wir wollen, dass der Einfluss von Sollwertänderungen auf den Regelfehler gering ist. Somit soll
die Übertragungsfunktion S

”
klein“ sein.

Im SISO-Fall gilt
|er(jω)| = |S(jω)r(jω)| = |S(jω)||r(jω)| (7)

D.h. die Amplitudenverstärkung |S(jω)| der Sensitivität muss klein sein, um gutes Führungsver-
halten zu erzielen.
Somit läßt sich diese Forderung wie folgt quantifizieren: Soll im Frequenzbereich [0, ωr] gutes
Führungsverhalten erreicht werden, so muss gelten:

|S(jω)|
!
� 1 0 ≤ ω ≤ ωr. (8)

Soll speziell nach einer sprungförmigen Änderung der Führungsgröße die bleibende Regelabwei-
chung verschwinden, so folgt aus dem Grenzwertsatz der Laplacetransformation

lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

se(s) = lim
s→0

sS(s)
1

s

!
= 0 (9)

was nur erfüllt ist, wenn:
|S(0)| = 0 (10)

Störverhalten

Nach Gleichung (3) gilt:

ez1(jω) = −S(jω)z1(jω). (11)
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Abbildung 3: Regelkreis mit StörÜbertragungsfunktion Gz.

Somit enthält die Forderung nach gutem Störverhalten bzgl. Ausgangsstörungen im Frequenzbe-
reich [0, ωz]:

|S(jω)|
!
�1 0 ≤ ω ≤ ωz. (12)

Natürlich ist nicht nur das Übertragungsverhalten von Ausgangsstörungen z1 auf den Regelfehler
interessant. Genauso wichtig ist z.B. das Übertragungsverhalten von Eingangsstörungen z2 auf
den Regelfehler

e = −SGz2 (13)

oder der Einfluss von Störungen auf die Stellgröße

u = −KSz1 (14)

bzw. u = (1 +KG)−1z2. (15)

Daraus ergeben sich analoge Forderungen an die Übertragungsmatrizen des geschlossenes Kreises:

|SG|� 1 für 0 ≤ ω ≤ ωz (16)

bzw. |KS|� 1 für 0 ≤ ω ≤ ωz. (17)

Oft wirkt die Störung auch nicht unmittelbar auf die Regelgröße, sondern wird durch eine Stör-
übertragungsmatrix Gz gefiltert (Abbildung 3). Mit

e = −SGzz (18)

folgt damit als Forderung an den geschlossenen Kreis

|SGz| � 1. (19)

Dies ist nicht identisch mit der Forderung |S(jω)| � 1 für ω ∈ [0, ωz] , da hier S für diejenigen
Frequenzen

”
groß“ sein darf, für die Gz ”

klein“ ist. Es ist dadurch meist ein besserer Kompromiss
zwischen Anforderungen an S bzw. T möglich.

Unterdrückung von Messrauschen

Nach Gleichung (3) gilt:
eη(jω) = T (jω)η(jω). (20)

Messrauschen im Frequenzbereich [ωη,∞] wird unterdrückt, falls gilt:

|T (jω)|
!
� 1 für ωη ≤ ω <∞. (21)
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Abbildung 4: Asymptotischer
”
Wunschverlauf“ für die maximale Amplitude von S.

Widersprüchliche Anforderungen

Normalerweise wollen wir gleichzeitig gutes Störverhalten und gute Rauschunterdrückung. Es sol-
len also sowohl die Sensitivität S wie auch die komplementäre Sensitivität T klein sein für möglichst
große Frequenzbereiche. Beide Anforderungen lassen sich jedoch nicht gleichzeitig realisieren.

Satz 2. Für alle Frequenzen ω gilt:

S(jω) + T (jω) = 1 ∀ ω. (22)

Beweis.
S + T = (1 +GK)−1 + (1 +GK)−1GK = (1 +GK)−1(1 +GK) = 1.

Daraus folgt direkt das Fundamentale Dilemma der Regelungstechnik:
Für eine feste Frequenz ω weist der Standardregelkreis entweder gutes Führungs- und Störverhalten

|S(jω)| � 1 (23)

oder weitgehende Unterdrückung des Messrauschens

|T (jω)| � 1 (24)

auf, aber nie beides.
Dieses Dilemma ist in der Praxis oft kein unüberwindbares Hindernis, da Führungs- und Störgrößen
in der Regel niederfrequent sind, Messrauschen hingegen hochfrequent ist. D.h. die Anforderungen
an S bzw. T gelten für unterschiedliche Frequenzbereiche.

Quantisierung der Anforderungen

Die bisher behandelten Anforderungen wie |S(jω)| � 1 für ω < ωrz sind vorwiegend qualitativer
Natur. Oft können wir genauer angeben, was wir erreichen wollen. Abbildung 4 gibt beispielhaft
einen möglichen

”
Wunschverlauf“ für den Amplitudengang der Sensitivität an. Ein SISO-System

SW dessen Amplitudengang den Wunschverlauf hat lässt sich leicht finden:

SW = K · Tzs+ 1

Tps+ 1
. (25)

Dabei bestimmt |SW (0)| = |K| die maximal erlaubte bleibende Regelabweichung. |SW (∞)| =
|K Tz

Tp
| gibt die größtmögliche (schlimmste) Verstärkung einer Störung an. Die Zeitkonstante Tz

(zusammen mit K) bestimmt die Frequenz ωS , die eng mit der Bandbreite ωB zusammenhängt.
Diese Größe gibt die Schnelligkeit des geschlossenen Kreises an. Mit ihr wird der Kompromiß
zwischen Führungs-/Störverhalten und Rauschunterdrückung geschlossen.
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Wir wollen erreichen, dass die Sensitivität S des geschlossenen Kreises unterhalb des vorgegebenen
gewünschten Verlaufes liegt

|S(jω)| < |SW (jω)| ∀ ω. (26)

Daraus folgt mit Wp(s) = S−1W (s)

|Wp(jω)S(jω)| < 1 ∀ ω (27)

beziehungsweise

||WpS||∞ < 1, (28)

wobei Wp(s) und S(s) hier als stabile Systeme angenommen werden1. Das System Wp(s), das
dem inversen Wunschverlauf für die Amplitude von S entspricht, wird als Performancegewicht
bezeichnet.
Wenn wir also überprüfen wollen, ob ein Regler K(s) die Strecke G(s) zufriedenstellend regelt,
müssen wir folgendermaßen vorgehen:

• Festlegen einer tolerierbaren bleibenden Regelabweichung, einer maximaler Störverstärkung
und einer gewünschter Bandbreite. Daraus ergibt sich der Wunschverlauf |SW (jω)| für
|S(jω)|.

• Überprüfen, ob |S(jω)| ≤ |SW (jω)| für alle Frequenzen gilt.

Alternativ können wir auch aus |SW (jω)| das Performancegewicht Wp berechnen und müssen dann
überprüfen, ob

||WpS||∞ ≤ 1. (29)

Von der zweiten Vorgehensweise machen wir in Verbindung mit dem H∞-Reglerentwurf Gebrauch.
In analoger Weise können Anforderungen an andere Kenngrößen des geschlossenen oder offenen
Kreises (z.B. an T , SGz oder GK) ebenfalls quantisiert werden. Wenn mehrere Anforderungen
gleichzeitig erfüllt werden sollen, führt dies zum Beispiel zum sogenannten Mixed-Sensivity-Design.

Robustheit

Bei unseren seitherigen Betrachtungen sind wir davon ausgegangen, dass das Modell G(s) die
wirkliche Regelstrecke exakt beschreibt. Wenn wir diese Annahme fallen lassen, werden die in
den vorangegangenen Kapiteln behandelten Untersuchungen zu Stabilität und Regelgüte nicht
mehr aussagekräftig sein. Eine kleine Veränderung in G(s) kann zu Instabilität oder zu signifikant
anderen Verläufen von z.B. |S| führen. Im folgenden wollen wir annehmen, dass G(s) die wirkliche
Regelstrecke Greal(s) nur fehlerhaft wiedergibt und wollen Bedingungen herleiten, unter denen
Stabilität und gutes Regelverhalten auch für das reale System garantiert werden können, wenn
der Regler auf der Basis des nominellen Systems G(s) entworfen wurde.
Dazu definieren wir den Begriff der Robustheit.

Definition 3. Eine systemtheoretische Eigenschaft E des geschlossenen Kreises heißt robust ge-
genüber einem bestimmten Modellfehler F, wenn diese Eigenschaft trotz des Fehlers erhalten bleibt.

Beispiel 1. Robustheit der Eigenschaft Stabilität gegenüber einer falschen Streckenzeitkonstanten.

Beispiel 2. Robustheit der Stabilität gegenüber Ausfällen in Informationskanälen (Messgliedaus-
fall: eine Zeile der Matrix C ist nur mit Nullen besetzt; Stellgliedausfall: eine Spalte der Matrix B
ist nur mit Nullen besetzt). Diese Eigenschaft bezeichnet man auch als Integrität.

1Es sei hier darauf hingewiesen, dass nur für stabile SISO-Systeme die H∞-Norm ‖G‖∞ dem Supremum des
Amplitudengangs G(jω) entspricht.
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Abbildung 5: System mit additiver Modellunsicherheit.

Beschreibung von Modellunsicherheiten

Das wahre Greal ist unbekannt (wenn es bekannt wäre, könnten wir natürlich Greal als Modell
für unsere Regelkreisuntersuchung und für den Reglerentwurf zugrunde legen). Üblicherweise geht
man davon aus, dass der Unterschied zwischen nominellen Modell G(s) und realer Strecke Greal

nicht beliebig groß sein wird. Das kann man mathematisch so ausdrücken, dass die unsichere reale
Strecke ein Element aus einer Klasse von mögliche Streckenbeschreibungen ist. Durch unterschied-
liche Festlegung dieser Modellklassen werden nun unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen
definiert. Ein typisches Beispiel sind Parameterunsicherheiten.

Beispiel 3. Das Modell eines beladenen Fahrzeugs kann sehr einfach durch folgende Gleichung
modelliert werden:

mẍ =
∑
i

Fi.

Dabei sei die exakte Gesamtmasse m des Fahrzeugs nicht bekannt. Man kann nur eine obere bzw.
untere Schranke angeben: mu ≤ m ≤ mo.

Allgemein gibt man bei derartigen Fehlern Parameterintervalle für den unsicheren Parameter ai
an: ai ∈ [aiu , aio].
Je größer die Modellklasse ist, desto schwieriger ist i.a. Robustheit zu erreichen.
Eine sehr wichtige Klasse von Modellunsicherheiten sind sogenannte unstrukturierte Unsicher-
heitsbeschreibungen im Frequenzbereich. Dabei geht man davon aus, dass sich die reale Strecke aus
einem nominellen Modell G(s) und einem Fehlerterm ∆(s) zusammensetzt. Die Unsicherheit ∆(s)
kann ein dynamisches System beliebiger Ordnung sein. Wir nehmen nur eine obere Schranke für
die

”
Größe“ dieses Fehlers an, die durch die Amplitude von ∆(s) über die Frequenz ausgedrückt

wird:

|∆(jω)| ≤ l(ω) ∀ ω. (30)

Anhand der strukturellen Abhängigkeit der realen Strecke vom Fehler unterscheidet man innerhalb
dieser unstrukturierten Unsicherheiten weitere Unterklassen:

• Additive Fehler: Die Unsicherheit ist parallel zum nominellen Modell G(s) geschaltet (Ab-
bildung 5). Die reale Strecke ist also ein (unbekanntes) Element der folgenden Modellklasse:

Greal∈{G∗ : G∗(s) = G(s) + ∆A(s) mit ∆A(s) ∈ F}
(31)

F = {∆A(s) : |∆A(jω)| ≤ lA(ω) ∀ ω} .

• Multiplikative Ausgangsfehler: Die reale Strecke ist eine Hintereinanderschaltung des
nominellen Modells und eines Fehlerterms (Abbildung 6):

Greal∈{G∗ : G∗(jω) = (1 + ∆M (jω))G(jω) mit |∆M (jω)| ≤ lM (ω) ∀ ω} . (32)

7



u - G(s) - e - ys
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Abbildung 6: System mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit.

u - e- G(s) - ys
-∆E(s)

?

Greal

Abbildung 7: System mit multiplikativer Eingangsunsicherheit.

• Multiplikative Eingangsfehler: Mehrgrößensysteme sind in der Regel nicht kommutativ.
Deshalb ergibt sich eine weitere Fehlerklasse, wenn wir die multiplikative Unsicherheit am
Eingang der Strecke annehmen (Abbildung 7):

Greal∈{G∗ : G∗(jω) = G(jω)(1 + ∆E(jω)) mit |∆E(jω)| ≤ lE(ω) ∀ ω} . (33)

Für die hier betrachteten Eingrößensysteme sind die Klassen der multiplikativen Ein- und
Ausgangsfehler äquivalent.

Dies sind die gebräuchlichsten Unsicherheitsbeschreibungen. Wie wir sehen werden, können dafür
relativ einfach hinreichende und notwendige Kriterien für die Robustheit der Eigenschaft Stabilität
hergeleitet werden.
Die beschriebenen Fehler heißen unstrukturiert, da nur eine

”
Quelle“ für die Unsicherheit an-

genommen wird und diese Unsicherheit ein beliebiges normbeschränktes System von passender
Dimension sein kann.
Üblicherweise wird durch unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen die Klasse der möglichen
Streckenbeschreibungen unnötig vergrößert. Es sind also Systembeschreibungen in dieser Klasse,
die nicht auftreten können. Deshalb werden die Robustheitsaussagen übervorsichtig sein. Man
spricht dann von konservativen Robustheitsaussagen. Regler, die für diese zu große Klasse von
Systemen Stabilität bzw. Regelgüte garantieren, werden als “konservativ” bezeichnet.
Betrachten wir im folgenden beispielhaft die Beschreibung durch multiplikative Ausgangsfehler,
die auch häufig relative Fehler genannt werden, etwas genauer. Ein in der Praxis typisches ∆M (s)
ist in Abbildung 8 angegeben.
Für niedrige Frequenzen kennen wir das dynamische Verhalten häufig verhältnismäßig genau, d.h.
der relative Fehler ist klein. Für hohe Frequenzen wird der relative Fehler zunehmend größer
und überschreitet meist sogar den Wert Eins. D.h. der Einfluss des Fehlerterms ∆(s) kann dann
sogar größer sein als der Beitrag des nominellen Systems. Das dynamische Verhalten ist damit
“vollständig” unsicher.
Zur Veranschaulichung dieses Sachverhaltes betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4. Eine SISO-Regelstrecke sei durch folgendes Modell exakt wiedergegeben:

Greal =
1

T1s+ 1
· 1

(T2s+ 1)2
T1 = 1, T2 = 0.1. (34)
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Abbildung 8: Typischer Verlauf der Schranke lM (ω) einer multiplikativen Modellunsicherheit.

Wenn wir als nominelles Modell

G =
1

T1s+ 1
(35)

wählen, können wir explizit den relativen Fehler zwischen nominellem und realem System berech-
nen und plotten. Üblicherweise ist das reale Modell nicht bekannt, so dass eine solche Untersu-
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Abbildung 9: Amplitudengang von realer Strecke (gestrichelt) und nominellem Modell (durchge-
zogen).

chung natürlich nicht möglich ist. Abbildung 9 zeigt den Amplitudengang von realer Strecke und
nominellem Modell. Aus

Greal = (1 + ∆M )G (36)

läßt sich der Fehler ∆M formal berechnen:

∆M =
Greal −G

G
(37)

Der Verlauf des Amplitudengangs des Fehlers ist in Abbildung 10 dargestellt. Man sieht, dass der
relative Fehler für Frequenzen oberhalb ω ≈ 10 rad/sec ungefähr eins wird, obwohl der absolute
Fehler wie aus Bild 9 ersichtlich, sehr klein ist.
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Abbildung 10: Amplitudengang des Fehlers.

- M

�∆

Abbildung 11: M -∆-Struktur.

Die M-∆-Struktur

Wir wollen Robustheitskriterien für unterschiedliche Unsicherheitsklassen herleiten. Es sollen aber
verallgemeinerte Betrachtungen bleiben, die nicht von einer speziellen unstrukturierten Unsicher-
heitsbeschreibung abhängen.
Dazu formen wir den Regelkreis mit Strecke, Unsicherheit und Regler mit der einen, unstruk-
turierten Unsicherheit so um, dass er die in Abbildung 11 dargestellte Form hat, wobei ∆ der
jeweilige Unsicherheitsterm ist und M eine zu berechnende Übertragungsfunktion darstellt, die
keine Unsicherheiten mehr enthalten soll.

Beispiel 5. Wir betrachten den Regelkreis in Abbildung 12 (multiplikative Ausgangsunsicherheit).
Zur Berechnung von M müssen wir das Übertragungsverhalten zwischen ↓©1 und ↑©2 betrachten.

e - K - G - e -s
−

6

�
��2
z2

s
- ∆u

?
?

z1
�
��1

Abbildung 12: Geschlossener Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit.
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-Wu(s) - ∆̄(s) -

∆

Abbildung 13: Aufspaltung der Unsicherheit ∆ in Unsicherheitsgewicht Wu und normierter Unsi-
cherheit ∆̄.

- WuM

�∆̄

Abbildung 14: M -∆-Struktur mit Unsicherheit ∆̄.

Mit den Hilfsgrößen z1 und z2 erhält man:

z2 = −GK(z1 + z2)

= −GK(1 +GK)−1︸ ︷︷ ︸
M

z1. (38)

In diesem Fall entspricht M also der negativen komplementären Sensitivität.

Entsprechend verlaufen die Umformungen für andere Systembeschreibungen. Diese Struktur wird
M -∆-Struktur genannt.
Wir wollen noch weiter verallgemeinern bzw. normalisieren. Bei den bisherigen Betrachtungen sind
wir davon ausgegangen, dass die Größe des Fehlers eine frequenzabhängige obere Schranke besitzt:

|∆(jω)| ≤ l(ω) ∀ ω. (39)

Wir können die Unsicherheit noch weiter normalisieren und damit erreichen, dass diese Schranke
für alle Frequenzen gleich eins wird:

∆(ω) = ∆̄(ω)l(ω) mit |∆̄(jω)| ≤ 1 ∀ ω (40)

Wir können l(ω) als dynamisches Gewicht interpretieren, wenn wir ein stabiles und nichtmi-
nimalphasiges dynamisches SISO-System Wu(jω) finden, das l(ω) als Amplitudengang besitzt:
|Wu(jω)| = l(ω). Die Unsicherheit ∆ hat also die in Abbildung 13 gezeigte Struktur. Das Un-
sicherheitsgewicht Wu(s) ist bekannt. Deshalb können wir es mit der Übertragungsfunktion M
zusammenfassen

M̄ = WuM (41)

und können dann annehmen, dass die verbleibende Unsicherheit auf den Betrag eins beschränkt
ist, also |∆̄(jω)| ≤ 1 ∀ ω gilt (Abbildung 14). Im Weiteren wollen wir die betreffenden Matrizen
M und ∆ (nicht M̄ bzw. ∆̄) nennen, aber in Zukunft annehmen, dass Wu in M enthalten ist und
‖∆‖∞ ≤ 1 gilt.
Für diese allgemeine M -∆-Struktur können wir Aussagen über die Robustheit der Stabilität ma-
chen.
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Abbildung 15: M -∆-Struktur resultierend aus einer multiplikativen Ausgangsunsicherheit.

Satz 3 ((Robuste Stabilität, unstrukturierte Unsicherheiten)). Unter der Annahme, dass M und
∆ stabil sind und ‖∆‖∞ ≤ 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust asymptotisch stabil,
wenn gilt

|M | < 1 ∀ ω (42)

oder äquivalent
||M ||∞ < 1. (43)

Bemerkung 1: Satz 3 gilt auch bei vertauschten Annahmen zu M und ∆. Also unter der Annah-
me, dass M und ∆ stabil sind und ‖∆‖∞ < 1 gilt, ist der geschlossene Kreis genau dann robust
asymptotisch stabil, wenn gilt

|M | ≤ 1 ∀ ω (44)

oder äquivalent
||M ||∞ ≤ 1. (45)

Bemerkung 2: Die Annahme, dass ∆ stabil sein soll, ist eigentlich zu restriktiv. Der Satz gilt
auch, wenn das nominelle und das unsichere System die gleiche Anzahl instabiler Pole haben (∆
darf auch instabil sein). Man kann sogar zeigen, dass die Zahl der instabilen Pole unterschiedlich
sein darf, wenn die instabilen Pole durch

”
Überqueren“ der imaginären Achse entstehen und nicht

durch Pol/Nullstellen-Überdeckung.

Der hinreichende Teil von Satz 3 folgt direkt aus dem Small-Gain Theorem. Der Beweis der
Notwendigkeit kann zum Beispiel nachgelesen werden in Morari, M. ; Zafiriou, E.: Robust
Process Control. Prentice Hall, 1989.
Der Satz gibt hinreichende und notwendige Bedingungen für robuste Stabilität an. D.h. wenn z.B.
||M ||∞ > 1, dann existiert ein ∆ mit |∆| ≤ 1, so dass der Kreis instabil wird. Man sagt dann auch,
dass dieses Robustheitskriterium nicht konservativ ist, d.h. nicht übervorsichtig.
Jetzt wollen wir diesen Satz auf die unterschiedlichen Unsicherheitsbeschreibungen anwenden, die
wir seither kennengelernt haben. Für den Spezialfall der multiplikativen Ausgangsunsicherheit gilt:

Greal = (1 + ∆M )G, |∆M | ≤ lM (ω). (46)

Weiter oben wurde gezeigt, wie die Matrix M der M -∆-Struktur (Abbildung 15) berechnet wird
wobei |∆M | ≤ lM (ω) ∀ ω gilt.
Um den Robustheitssatz anwenden zu können, müssen wir die Unsicherheit normalisieren,

∆M (jω) = ∆(jω)Wu(jω) mit |Wu(jω)| = lM (ω). (47)

wobei nun |∆(jω)| ≤ 1 ∀ ω (Abbildung 16).
Die Anwendung des Robustheitssatzes (3) liefert nun als notwendige und hinreichende Bedingung
für robuste Stabilität die folgende Aussage:

Corollar 1. Der geschlossene Kreis mit multiplikativer Ausgangsunsicherheit nach Abb. 6 ist
genau dann asymptotisch stabil für alle Unsicherheiten ∆ mit ‖∆‖∞ ≤ 1, wenn gilt

‖WuGK(1 +GK)−1‖∞ < 1. (48)
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Abbildung 16: M -∆-Struktur mit normalisierter Unsicherheit ∆ für multiplikative Ausgangsunsi-
cherheit.

Mit |lM (ω)| = |Wu(jω)| kann man diese Bedingung noch umformen:

|GK(1 +GK)−1lM | < 1 ∀ ω ⇔ |T (jω)| < 1

lM (ω)
∀ ω. (49)

Wenn wir also robuste Stabilität bezüglich multiplikativer Ausgangsfehler fordern und lM (ω) als
obere Grenze für den Fehler bekannt ist, müssen wir nur den Amplitudengang der komplementären
Sensitivität des nominellen Kreises aufplotten und schauen, ob dieser kleiner als 1

lM (ω) für alle

Frequenzen ist. Also gibt es eine weitere Grenze für |T |, analog zur Rauschunterdrückung.
Für hohe Frequenzen, für die auch lM i.a. groß ist, gilt:

ω � ωB : |GK(1 +GK)−1| = |(1 +GK)(GK)−1|−1 = |(GK)−1 + 1|−1

≈ |(GK)−1|−1 = |GK|

⇒ |GK| < 1

lM
für große ω. (50)

D.h. wenn die Unsicherheit groß ist, muss die Verstärkung klein sein. Man muss also
”
vorsichtig“

regeln. Wenn die Unsicherheit klein ist, dann kann man auch die Verstärkung groß wählen.

Unsicherheitsbeschreibung Robustheitskriterium

multiplikative Greal = (1 + ∆M )G |GK(1 +GK)−1| = |T | < 1
lM (ω) ∀ ω

Ausgangsunsicherheit |∆M | ≤ lM ∀ ω

multiplikative Greal = G(1 + ∆E) |KG(1 +KG)−1| < 1
lE(ω) ∀ ω

Eingangsunsicherheit |∆E | ≤ lE ∀ ω

additive Greal = G+ ∆A |K(1 +GK)−1| = |KS| < 1
lA(ω) ∀ ω

Unsicherheit |∆A| ≤ lA ∀ ω

Tabelle 1: Robustheitskriterien für unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungen.

Das Auffinden von Robustheitskriterien für andere Unsicherheitsbeschreibungen erfolgt ganz ana-
log. Hier soll nur das Ergebnis angegeben werden (Tab. 1)
Es gibt noch weitere unstrukturierte Unsicherheitsbeschreibungen in der Literatur, die aber oft
nur für Spezialfälle interessant sind: z.B. inverse multiplikative Ausgangsunsicherheit oder additiv
rückwirkende Unsicherheit. Mit dem allgemeinen Satz (3) kann man leicht die Robustheitskriterien
für die entsprechenden Fälle herleiten.


