Prifung in Héhere Mathematik 3 9. Marz 2010

Aufgabe 1: (7 Punkte)
Gegeben ist die Menge

G:={(xy) eR?|x=rcog¢),y=rsin(¢),0<r<¢$,0< ¢ <4m}.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt v@n

Aufgabe 2: (8 Punkte)
Die geschlossene Flackberandet das Gebiet

V= {(x,rcog9),rsin(¢) +x*) € R*|r € [0,1],¢ € [0,2r,x € [-1,1]}.
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:

g: R®* - R3: (x,y,2) — (0,0,2).

Bestimmen Sie den Ausflu%/go ndO vong durch den Ran&vonV.
s

Aufgabe 3: (11 Punkte)
Bestimmen Sialle reellen Losungen der Differentialgleichung

y' +y = 2x+ 10cog2x)

Aufgabe 4: (3 Punkte)
Fury +# 0 ist die folgende Differentialgleichung gegeben:

Bestimmen Sielie reelle Lésungf der Differentialgleichung, welch&(0) = 2 erfllt.

Aufgabe 5: (5 Punkte)
Bestimmen Sialle reellen Lésungen des Differentialgleichungssystems

2 0
y = (_1 3) y.
Aufgabe 6: (10 Punkte)
Es ist die 2r-periodische Funktiorf mit

fx)=e X fur —m<x<m und f(x+2m=f(x)

gegeben. Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe fvon
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Losungsvorschlage zur Klausur
far bau, fmt, lul, mach, tema, umw, verf und zugehoérige Technkpédagogik

Aufgabe 1: (7 Punkte)
Gegeben ist die Menge

G:={(xy) € R?|x=rcog9).y=rsin(9),0<r < $,0< ¢ <4r.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt v@n

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Die MengeG ist bereits in einer Parametrisierung in Polarkoordingtegeben.

Man erkennt, die ,Rand“-Kurve der Parametrisierdng (tcogt),tsin(t)) liegt fur Para-
metert € [0,2m1] im Inneren der Meng&. Relevant fir die Bestimmung der Fléche ist also
nur der Bereich € [21, 4.

Fur den Flacheninhak von G gilt also:

am

A= / 1-rdrd¢
2 JO
47T1

=/, ~¢dg
1..14" 1 28
= {—¢3] = é(64n3— 8rr) = =

6 21T
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Aufgabe 2: (8 Punkte)
Die geschlossene Flackberandet das Gebiet

V:={(x,rcog¢),rsin(¢)+x?) e R3|r € [0,1],¢ € [0,2m,x € [-1,1]}.
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:
g: R® = R3: (x,y,2) — (0,0,2).
Bestimmen Sie den Ausflu%/sgo ndO von g durch den Ran&vonV.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Variante 1: Direkte Berechnung
Die FlacheS setzt sich zusammen aus den folgenden drei Flachenstlcken:
Si: ®1: [0,4] x [0,211 — R®: (r,) — (1,rcog9),rsin(¢) +1)
St ®: [0,1] x [0,27 — R®: (r,¢) — (~1,rcog—¢),rsin(—¢)+1)
Sz ®3: 0,271 x [-1,1] — R>: (¢,X) — (X,cog(¢),sin(¢) + ).

Die partiellen Ableitungen und die zugehérigen Normalé&hveen der einzelnen Parame-
trisierungen berechnen sich zu:

P 0 P 0
ﬁdbl(r,qb) = | coq¢) %CDl(r,dJ) = | —rsin(¢)

sin(¢) rcoq¢)
r
SOu1.0) x 501 ) = ( 8)
)~ [ o) | ZLonro )
—@y(r,¢) = | cog— —Ds(r, ) = rsin(—
or sin(—¢) o0 i —rcoq—¢)
—r
%%(r,mx%%(w)( : )
0 1
0 . 0
ﬁq’s(d’vx) = ( —C(S):EP‘I;) ) s ¢) = ( 20x>
9 P —2xsin(¢)
%q)S(rv ¢) X 0_)(¢3<r7 ¢) = Z?ri:g))
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Insbesondere erkennt man hieran, dass die angegebenemeRai@rungen fir die Berech-
nung des Ausflusses richtig, also nach auf3en orientiert sind
Hiermit kann der Ausfluss folgendermal3en bestimmt werden:

//g.ndo // g.ndo+// gond0+// gendo

b {2

L M)

J/

-~

=0
- 0 —2xsin(¢)
+/2 /1 0 o cog¢) | dxdg
0 =1\ sin(¢)+x2 sin(¢)
_ /02"/1 (sin(¢))? + sin(¢ X2 dxdg
x=1

2x+ %sin(:p)x?’} d¢

I
o\
N
5
| — |
—~
23
>
A~
-
SN—
S—

Variante 2: Mit Hilfe des Satzes von Gaul}
Nach dem Satz von Gaul3 gilt

//SgondO: ///Vdivg(x7y,z) dxdydz.

divg(x,y.2) =1
Das GebieV ist bereits in parametrisierter Form angegeben, allesdimght in kartesischen
Koordinaten. Sei

Z:[0,1] x [0,211] x [-1,1] — R3: (r,¢,X) — (x,rcog¢),rsin(¢)+x%)

Esist

mit zugehdriger Funktional-Determinante

r,

1 0 0
detJZ(r,(p,x)—det( 0 cog¢) rsin(fb))
2x sin(¢) rcog¢)
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dann kann der Ausfluss wie folgt berechnet werden:

//SgondO:///Vdivg(x,y,z)dxdydz

= e 11-detJZ(l‘,¢,X)dl‘d¢dX
I

1 2 rl
/ / / ( dr deb dlx
-1J0 0

1 r2m
:/ L 46 ox
0
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Aufgabe 3: (11 Punkte)
Bestimmen Siallereellen Losungen der Differentialgleichung

Y’ +y = 2x+ 10cog2x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

Teil 1: Berechnung der homogenen Lésung

Wir bestimmen zunéchst die homogene Losung.
Ausy’ +Yy = 0 erhalten wir das charakterischtische Polyrg) = t?+t =t(t + 1).
Die homogene Ldsung lautet somit

fn(X) = cp1+ce *mitc,c € R

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Lésung

Variante 1: Inhomogene L6sung nach Art der Rechten Seite

Nun wird die inhomogene Losung nach Art der rechten Seitérbed. Ausserdem wird
das Superpositionsprinzip genutzt.

Betrachte die Storfunktion 10 c(@x).
Es liegt keine Resonanz vor. Der Ansatz mitsamt seinen Alvlgén lautet

f1(x) = asin(2x) + bcog2x)
f1(x) = 2acog2x) — 2bsin(2x)
f/'(x) = —4asin(2x) — 4bcog2x)

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

—4asin(2x) — 4bcog 2x) + 2acog 2x) — 2bsin(2x) = 10cog2x)
sin(2x) (—4a— 2b) 4 cog2x) (—4b+ 2a) = 10co$2x)

Damit sinda=1,b=—-2und
f1(x) = sin(2x) — 2cog 2x)

Nun wird die Storfunktion 2 betrachtet.
Es liegt Resonanz vor mit Vielfachheit= 1. Ansatz und Ableitungen sind somit

f2(X) = x(cx+d)
f5(x) = 2cx+d
fJ(x) = 2c
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
2c+ 2cx+d = 2x
Ein Koeffizientenvergleich liefeit = 1 sowied = —2 und somit
fo(X) = X% — 2x
Die partikulare Losung ist
fp(X) = f1(X) + f2(X) = sin(2x) — 2 cog2x) +x* — 2x
Die allgemeine LOsung ist damit

f(X) = fr(X) + fp(X) = 1+ CoeX+sin(2x) — 2c0¢2X) + x> —2x  mitcy,c € R
Variante 2: Inhomogene Lésung mit Variation der Konstanten

Moo= (g 5x )

Hiermit erhalten wir den Ansatz der Variation der Konstante

M(x) - ( %Eg ) = < 2%+ 1ooco$2x) )

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
1 e
0 —e X

1 e*
0 1

Daran kann man ablesen, dass

Die Wronskimatrix lautet

0
2xX+10c0g2x) )

Dies formen wir um zu

0
—2xe* — 10e*cog 2x) >

Ci(x) = / 2%+ 10cog2x)dx
Co(X) = — / Oxe + 106" cog(2x)dx
Man sieht direkt, dass
Ci(x) = / 2x-+10cog2x)dx = [x2 + 5sin(2x)]

Zur Bestimmung voiC,(x) seien die folgenden Stammfunktionen berechnet. Partigke
grationen ergeben:

/ xe‘dx = [xe] — / edx = [€(x— 1)]
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sowie
/ & cog2x)dx — [€Xcog2X)] + 2 / & sin(2x)dx
= [€“cog2x) + 2€*sin(2x)] —4/excos(2x)dx

was

/ & cog(2x)dx — % (€cog 2X) + 2€*sin(2X)]

zur Folge hat.
Damit ist
Co(x) = —2€* (x— 14 cog2x) + 25sin(2x))

Einsetzen ergibt
fp(X) = C1(X) - 14 Ca(x) - €% = X2 — 2x+ 2+ sin(2x) — 2cog 2x)
und

f(X) = fa(X) + fp(X) = C1 + Co& ¥ +x% — 2x+ 24sin(2x) — 2cog2x) mitcy,c € R
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Aufgabe 4: (3 Punkte)
Fury # 0 ist die folgende Differentialgleichung gegeben:

Bestimmen Sielie reelle Lésungf der Differentialgleichung, welch&(0) = 2 erfullt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
: : 1 ,
Mit Satz 3.2.2 aus der Vorlesung, wolggk) = x? undh(y) = ¥ erhalten wir

y=vx3+c
Alternativ konnen wir durch Umformen und Integrieren falgedass

y 33
——§+C

3
y=vx3+c
Die allgemeine L6sung lautet also

f(x)=vVx3+c mitceR

Das Anfangswertproblem I6sen wir durch Auswertung an deltest = 0.
Wir erhalten¥c = 2, alsoc = 8. Die gesuchte Lésung ist somit

f(x) = v/x3+8
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Aufgabe 5: (5 Punkte)
Bestimmen Sialle reellen Loésungen des Differentialgleichungssystems

2 0
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Das Differentialgleichungssystem besitzt das folgendedBmentalsystem:

f1(x) = (1) e und fo(x) = ((1)) e

Die allgemeine LOsung ist somit

f=cifi+cpfy, mitc,coeR

Alternative: Betrachtung als Anfangswertproblem
v 1
-~ \O
2 0\/1 2
w=(505)(0)-(5)
2. (2 0O\[/2)\ (4
AV= (—1 3)\-1) -5

Diese drei Vektoren sind linear abhéngig. Gena#év.— 5Av+ 6v = 0. Daraus erhalten wir
das Polynom

Wir wahlen uns als Startvektor
und erhalten

und

q(x) = x> —5x+6 = (x—2)(x—3)
Die zugehorige Wronskimatrix ist

M) = (s o)

wo- (23

mo) = (2 )

Unter Verwendung von Satz 6.3.4 aus der Vorlesung ist
f(x) 1 2\ (3 -2\ (e [ &
M=o -1/ \—1 1)\ (e&—e*
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Durch Ableiten erhalten wir
2e
20 = 00 = (2 g

Die allgemeine LOsung ist somit

f=cifi+cpf, mitc,coeR
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Aufgabe 6: (10 Punkte)
Es ist die 2r-periodische Funktiorf mit

fx)=e M fir —m<x<m und f(x+2m) = f(x)

gegeben. Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe fvon

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

Variante 1: Reelle Rechnung

Es gilt
b=0 fir keN,

daf eine gerade Funktion ist.

a = 7—1T/_7:Tf(x) cog kx)dx
— I_ZT/One‘Xcos(kx)dx

integriere partiell

mm 1+Kk2 o T 1+k2 0
_2/1-(—1ke "
o 1+ k2

Es berechnet sich

2 {ke‘xsin(kx)—e—xcos(kx)}" 2 {O—e‘"(—l)"qtl g
2

ag 1—e™
2 mo
und damit ist die relle Fourierreihe bestimmt:

1-e™ 221 (—1ke ™

. kx) .
m nk; 1+ k2 costk)

f(X) ~
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Variante 2: Komplexe Rechnung

Mochte man bei dieser Aufgabe partielle Integration ved®rj so bietet es sich an die kom-
plexen Fourierkoeffizientegy zu bestimmen:

1 T .
Ck = ET/_nf(x)e"Xkdx
0 . T
— %T ( / ge Xdx+ [ e e 'Xkdx>
—TT 0
_ 1 (/0 e(lik)xdx+/ne (1+|k)xdx)
21T —71T 0
1 { [e2-ikx]° (1-ikx ] ™
“onl |10k | DTk
-1 0
1 1— e—(l—lk)n e(—l—ik)n_ 1
“on\ T 1ok T —1oik
1 /1-e ")k —eT(—D*+1
21T 1—ik 1+ik
1 (—1ke T
O m(1+k?)

Dacy rein reell ist, gilt
by=0 fir keN

(sieht man natdrlich auch daran, ddsgerade ist).

Weiter ist ) (1_ (_1)ke_n)
a = 2Re(cy) = 1Tk
und 2% -
2 %" ¢
Damit ist die Fourierrein&; bestimmt:
225 A ot
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Aufgabe 1: (10 Punkte)
Gegeben ist die Parametrisieruidgines Flachensticl&durch

®: (0,271 x [0, 5] — R: (9, ) — ((cos#) +2) cos( ), (cos§) +2) sin(y), sin(9)).
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:

g: R* = R3: (x,y,2) — (2,0,0).

Bestimmen Sie//(rotg) e ndO.
S

Aufgabe 2: (10 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differegigéthung

y' —2y +y = 8coshx)

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differegiiggthung

y +sinh(x)y = sinh(x)

Aufgabe 4: (8 Punkte)
Gegeben ist die folgende®periodische Funktiori mit

f(x) = 0 furxe[-mO
|2 furxe (0,m)

(a) Entwickeln Sief in eine reelle Fourierreihe.

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourierreihe.

1 -1
A=|0 2
O 0 2

gegeben. Bestimmen Silee reelle Losung des Anfangswertproblems

Aufgabe 5: (12 Punkte)
Es ist die reelle Matrix

=N

y =~Ay mit y(0)=(0,1,0).
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehorige Technikpiddagogik

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Gegeben ist die Parametrisierung ® eines Flachenstiicks S durch

®: [0,27] x [0, g] —R: (@, y) — ((cos(@) +2) cos(w), (cos(¢) +2) sin(w),sin(¢)) .
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:
g: RP = R3: (x,y,2) — (2,0,0).
Bestimmen Sie //S(rotg) endO.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Variante 1: direkte Berechnung

Es gilt
0
rotg(x,y,z) = ( 1 )
0
und weiter
—sin(@) cos(y) 2)sin(y)
Dy (9, y) = —sin(qozsi)n(w) cos(w>
cos(

—cos(p)(cos(p)+2)cos(y)
5(9.9) = Do x Dy(p. ) = | —cos(@)(cos(g) +2) sin(y)
—sin(¢)(cos(¢) +2)

Damit ergibt sich

2 %
[[wotg endo = [ [ rotg(@(g.))) en(g. y) ayde
S o Jo
om 20 —cos(@)(cos(p)+2)cos(y)
:/ / 1 o | —cos(@)(cos(p)+2)sin(y) | dyde
00 —sin(@)(cos(¢) +2)
2n
_/ / —cos(p)(cos(p)+2)sin(y)dyde
- | 2”[cos<<p><cos<<p> +2)cos(y)]Y3 do

2 2
— [ ~(cos(9)?dg+ [ ~2c05(p)do
0 Jo

J/

-0
1 1 2
— [E(p—i— Zsm(ZgD)} ) =-7

Prof. Dr. N. Knarr Seite 1 von 10



Priifung in Hohere Mathematik 3 7. Semptember 2010

Variante 2: Mit dem Satz von Stokes

Mit Hilfe des Satzes von Stokes kann die Flichenintegration durch die Integration iiber die

Randkurve ersetzt werden
//(rotg)ondO / s)eds,
S

dabei ist K die Randkurve des Parametergebiets [0,27] x [0, 7]. Es ergeben sich vier Teilkur-
ven der Rankurve K, die wie folgt parametrisiert werden sollen

Ki: Cp:[0,27] — R2: ¢+ (¢,0)

= (
K: G: [0,5] = R*:¢ (27r,t)
Ky: C3:[0,2n) = R*: 1 — (2w —1,%)
Ky Cs: [0,3] = R*: 1~ (0,5 —1)
mit den zugehorigen Kurven im Raum
®(Cy): [0,27] — R?: t — ((cos(r) +2),0 sm(t))
D(C): [0,3] —R?: ¢ (3cos 1), 3sm ),0)
d(C3): [0, 27r]—>R2 — (0, (cos(27 2),sm(27r—t))
D(Cy): [0,3] —R?: ¢ (3005(%— ) SSm(%— 1),0)

Man sieht dabei sofort, dass die Kurvenstiicke ®(K;) und ®(K4) zusammenfallen und gegen-
sinnig durchlaufen werden. Sie brauchen bei der weiteren Rechnung also nicht mehr beachtet
werden. Aullerdem ist

(PoC) (1) = (—sin(r),0,cos(r))
(@ oC3)'(t) = (0,sin(—t),—cos(—1))

Damit kann das gesuchte Integral bestimmt werden

//S(rotg)ondO / g(s ods-/ ods—l—/ K% s)eds

_ /022<c1><cr1 (1)) (@oCrY () + /Ozng@(cs(r))) ¢ (@oCr) (1)

ox [ sin(z) —sin(r)
= / 0 ° 0 dr
0 0 cos(t)
or [ Sin(2w —1) 0
+ / 0 o sin(—r) |ar
0 0 —cos(—t)
0
2n 1 1 2n
= / —(sin(¢))*dr = — [—(p—i— - sin(Zq))} =-7
0 2 4 0
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Aufgabe 2: (10 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y" —2y' +y = 8cosh(x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Teil 1: Berechnung der homogenen Losung

Die Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom
2 —241=(t—1)

Dat =1 ein doppelter Eigenwert ist, folgt

fu(x) =cre* +coxe®  mitcp,ep €R

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Losung

Variante 1: Inhomogene Losung nach Art der Rechten Seite

Wir betrachten nun den inhomogenen Teil
8cosh(x) =4e* +4e™*
Wir I6sen nach Art der rechten Seite, unter Verwendung des Superpositionsprinzips.

Bei 4¢* liegt ein Resonanzfall vor. Ansatz und Ableitungen lauten

fi = ax*e"
f1 = ae* ()c2 + Zx)

fil=a (x2 +4x+2)
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
ae* (x2 +4x + 2) —2ae* (x2 + 2x) +ax?e” = 4é"
2a =4
a=72

Also ist
f1(x) = 2x%"

Bei 4¢* liegt keine Resonanz vor. Ansatz und Ableitungen lauten

h= be ™
fim e
= be
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

be X +2be ™t +b ¥ =4

4b =4
b=1
Also ist
frx)=e™
was
Fr() = fi(x) + folx) = 2%+
und
F(x) = fu(x) + fo(x) = cre +cpxe’ + 2x%¢" + e mitep,cp €R

ergibt.

Variante 2: Inhomogene Losung mit Variation der Konstanten

Die Wronskimatrix lautet
o xe

M(x) = (Zx ex(x—)lc— 1)>

Mit dieser Wronskimatrix erhalten wir mit dem Ansatz

4)=(oto)
Mx)| 1) =
) (Clz )
e* xe* 0
e* e“(x+1)|de"+4e™

1 0| —4x—dxe™>

0 1| 444

cq :/—4x—4xezxdx

das Gleichungssystem

dies lasst sich umformen zu

Also ist

c) = /4+4e_2xdx

Man sieht direkt, dass
c) = /4 +de Pdx = [4x — 26_2x]

Partielle Integration ergibt

—2x _ _f —2x l/ —2x _ —2x _)_C_l
/xe dx—[ 26 ]+2 e dx—{ (2 4)]
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Damit ist
c1=—2+e F(2x+1)
sowie
fp(x)= 2x%e¢* +e "
und

f(x) =cre’ +coxe” + 2% +e ™ mitep,cp €R
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Aufgabe 3: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y' + sinh(x)y = sinh(x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Teil 1: Berechnung der homogenen Losung

1
Mit Satz 3.2.2 aus der Vorlesung, wobei g(x) = —sinh(x) und i(y) = — sind, erhalten wir
y

yp=c-e O mitceR.

Alternativ konnen wir durch formales Umformen und Integrieren folgern, dass

__ sinh(x)dx
y

In(y) = —cosh(x)+¢ mitéeR

y=c-e )  mitceR

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Losung

Mit Variation der Konstanten kommen wir auf den folgenden Ansatz
c(x) = / ¢“*N) ginh (x)dx
Wir substituieren u = cosh(x) und erhalten

c(x) / ¢“°") sinh (x)dx

e'du
_ [ ecosh(x)}

Einsetzen ergibt

cosh(x) = ,—cosh(x) _ 1

Die allgemeine Losung lautet folglich

y(x) = yp(x) +yp(x) =c- e~ 11 miteeR
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Aufgabe 4: (8 Punkte)
Gegeben ist die folgende 27-periodische Funktion f mit

0 firxe[—m,0]
2 firxe (0,7)

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.

(b) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Man erkennt leicht, zum Beispiel anhand einer Skizze, dass die Funktion f weder gerade
noch ungerade ist. Ihre Periode betrigt 27z. Wir berechnen

aozl/ /de_27r_2

/ f(x)cos(jx)d / 2cos(jx)d l [3sm(] )} =0

0
T

bj:_/ﬂf( ) sin(jx)dx / 2sin(jx)dx = []—jcos(]x)}

- ;—j (cos(jm) —1) = ;—; (“1)i—1) = Jin (—1)7*1 1)

0

wobei hier j € N. Als Fourierreihe erhalten wir

~ 14 Z —1)/*1 4 1) sin(jx)
Jj= 17

(b) Die Funktion f ist fiir alle x € R\ {k7}, k € Z stetig differenzierbar. Die Fourierreihe
von f konvergiert somit fiir alle Elemente dieser Menge gegen f.

Fiir alle {x = kn}, k € Z konvergiert die Fourierreihe jeweils gegen den Mittelwert aus
links- und rechtsseitigen Grenzwerten an diesen Stellen. Dieser Mittelwert ist an allen
diesen Stellen gleich 1.

Prof. Dr. N. Knarr Seite 7 von 10



Priifung in Hohere Mathematik 3 7. Semptember 2010

Aufgabe 5: (12 Punkte)

Es ist die reelle Matrix
1

A=

SO =

2
0

N =N

gegeben. Bestimmen Sie die reelle Losung des Anfangswertproblems

Y'=Ay mit y(0)=(0,1,0).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Variante 1 mit minimalem Polynom

Ay(0) = (—1,2,0)7 | AZ%y(0) = (-3,4,0)T

Wir bestimmen das Polynom x4, indem wir in der mit den berechneten Vektoren gebildeten
Matrix eine Nullzeile erzeugen und die entsprechnden Operationen zusammenfassen:

0 10 0 10 0 10
12 0] B2 -1 0 0] 2P (-1 0 0
3 40 3 40 0 40

0 10

B 10 0

0 00

Folglich ist
A% —3(Av—2v) —4v=0.

Das annulierende Polynom lautet somit
xa(A)=A*—=31+2=0.

Setzen wir in )4 den Differentialoperator D ein, so ist x4 charakteristisches Polynom zu der
Differentialgleichung

2a(D)y=0 < y'-3y+2y=0.

Daraus folgt
mA)=0 & M=1,4h=2

Das Fundamentalsystem von y4(D)y = 0 wird somit von

gi(x)=¢" , gx)=e*

aufgespannt.
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Wir bestimmen die zugehorige und an der Stelle x = 0 ausgewertete transponierte Wronski-

Matrix M(0), sowie die fiir den Losungsalgorithmus benétigte Inverse (M7 (0)) !

wo-(3 )
wo-(1})
o) = e (G 1) =3

Damit erhalten wir die gesuchte Losung zu dem AWP:
0 —1 . 1 — . 2x
f(x) =1 2 ’ <_21 11) ) (eer) =10 1 ) (eZX) = e
0 0 0 0/ \° 0
Variante 2 mit charakteristischem Polynom

Ay(0) = (=1,2,0)" , A%y(0) = (-3,4,0)"
Das charakteristische Polynom von A liest man direkt ab:
2()=A-1)(A-2)

Setzen wir in )4 den Differentialoperator D ein, so erhalten wir das Fundamentalsystem der
dadurch induzierten DGL y4(D)y = 0 duch die Nullstellen von x4 :

2a(A) = (A —1)(A -2y

2x

=g1x)=¢€¢" , o) =e , g3(x):xe2x

Mit diesen Funktionen bilden wir die Wronski-Matrix:

e~ er X er
M(x)= [ e 2e% (2x+1)e*
e de¥ (4x+4)e*
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1 4 -3 2
MDY ©0)=[-4 4 -3
1 -1 1
Somit erhalten wir die Losung
0 —1 -3 4 -3 2 e 1 30 e e — e
foy=11 2 4| [-4 4 3] |e&]=|010 Xl = &
0 0 0 1 -1 1 xe* 000 xe? 0
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Aufgabe 1: (10 Punkte)
Es sei

M:={(xy,2) e R®| ¥+ <1, —(C+y) <z<xy+1}
gegeben.

(a) Zeigen SieM ist bezlglich defx,y)-Ebene ein Normalbereich.

(b) Bestimmen Sie fiir das stetig differenzierbare Vektdrfel R — R3 mit

f(xy.2) = (1,025 +12)

den Ausfluss vorf durch die Oberflache vol.

Aufgabe 2: (7 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialglerdn

1
(2 —X)Y +y=2% x> 5

sowie die spezielle Losung zum Anfangswgit) = 2.

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleran

y' —y —2y=4(sinh(x))?+ 2.

Aufgabe 4: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die L6sung des Anfangswertproblems

1 0 -1 1
y=(-62 2]y, y0=|(0].
5 0 -1 1
Aufgabe 5: (9 Punkte)

Gegeben ist die 2-periodische Funktibmit

f(X) =x+sin(mx) fur —1<x<1 wund f(x+2)="f(x).
(a) Entwickeln Sief in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.
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Losungsvorschlage zur Klausur
fur bau, ernen, fmt, lul, mach, tema, umw, verf

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Es sei
M:={(xy,2) e R®| ¥ +y? <1, —(C+y?) <z<xy+1}

gegeben.

(a) Zeigen SieM ist bezlglich defx,y)-Ebene ein Normalbereich.

(b) Bestimmen Sie fiir das stetig differenzierbare Vektdrfel R — R3 mit

f(xy.2) = (1,025 +12)

den Ausfluss vorf durch die Oberflache vol.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Wir setzen im Folgenden zur Vereinfachuk(@, y) := — (X2 +y?) und/(x,y) := xy + 1 sowie
D1(0) := {(x.y) € R? [ }*+y* < 1}

(a) Da/,kaufD1(0) stetig sind undD1(0) als Kreisflache selbst ein Normalbereich beztig-
lich derx respektivey—Achse darstellt, ist nur noch zu verifizieren, dessy) < ¢(x,y)
fur alle (x,y) € D1(0) gilt.

Wir fihren Zylinderkoordinaten eirx = rcosg,y = rsing mitr € [0,1],¢ € [0,2m].
Damit erhalten wir
l(x,y) =r?cospsing +1>1—|r?|-|cospsing| > 0> —r2 =k(x,y).

<1

Folglich istM ein Normalgebiet beziglich déx,y)-Ebene.

(b) 1. Variante (mit dem Satz von Gaul})
Aus dem Satz von Gauld wissen wir

A(f,o"M):// div f (x,y, 2) dxdydz.
M

wobei wir die Randflache voll mit dM bezeichnen.
Fur die Divergenz in kartesischen Koordinaten erhalten wir

div f(x,y,2) = X- /X2 +y2.
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Damit folgt
: t(xy)
// div f(x,y,z) dxdydz = // / X+ /X2 +y2dzdxdy
M D1(0

2 rcos¢rsm¢
_/ / / r2cosp - | detly| dzdrde.
k(rcosg.rsing) SN——

r

wobei wir M in der zweiten Zeile auf Zylinderkoordinaten transforrhleben. Daraus
erhalten wir weiter

2m 1 prlcospsing+1
/ / / r3cosp dzdrd¢
0 JOo Jz=—r2

2 p1
:/0 /Or?’cosqb (r®cosp sing +1+r?) drd¢
:/Ozn/ol(r5+r3) cosp drd¢+/02n/olr5co§¢sin¢ drdg

1 1, 1 om 1 1 on _
— [ér +Zr L./O cosp d¢ + {ér }0/0 cos ¢ sing do
=0

- _E [cosgﬂ

Somit istA(f,0M) = 0.
2. Variante (per Definition)
Der Ausfluss vorf durch die OberflachéM ist durch

A(f,alvl):/a f.ndo
M

definiert, wobei wir mitn den aufdM nach auf3en gerichtete Normaleneinheitsvektor
bezeichnen. Die Oberflache v lasst sich nicht komplett stetig differenzierbar pa-
rametrisieren. D8 ein durch den Graphen védmach oben und durch den Graphen von
k nach unten begrenzter Kreiszylinder ist, konnenaWt jedoch in drei Flachen (Man-
tel IMy;, BodendMy, DeckeldMy) aufteilen, welche man jeweils stetig differenzierbar
parametrisieren kann. Es ist dann

// f~ndO:// f-nd0+// f~nd0+// f.ndo.
oM My ~ o Jom, JJowm

=Mantel =Deckel =Boden

Mantel: Die durch®M: {(¢,2) e R?|0< ¢ <2m, —1<z<cospsing+1} — R3
mit ®M(¢,2) = (cosg,sing,z) " definierte Abbildung parametrisiert stetig differenzier-
bar die Mantelflache des Zylinders. Es ist

oY (9.2) = (—sing,cosp,0)", dY(¢,2)=(0,0,1)"
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woraus sich
(q’?f X CDE”) (¢,2) = (cosp,sing,0) "
und
f(PM(9,2)) = (1,0,z-cosp) "
ergibt. Somit ist
//{}MM f-ndO= /Ozn/zcmsmwlcosrb dzd¢ = /ozn(coszcl)sin¢+2005¢)d¢

1 - 2
= [_—co§¢+23in¢] =0.
3 0

Deckel:  Die durch®’ : [0,1] x [0, 2717 — R3 mit
®'(r,¢) = (rcosp,rsing,r’cosp sing +1)"
definierte Abbildung parametrisiert den Deckel des ZylisdE&s ist
DL(r,¢) = (cosp,sing,2r cosp sing) ",
®Y(r,¢) = (—rsing,rcosp,r?(cos’ ¢ — sinch))T,

woraus sich
(be X d)fi,) (r,@) = (—r?sing, —r?cos¢,r)’

und
f(d'(r,9)) = (1,0,r*cos ¢ sing +r2cosp) "

ergibt. Damit ist

//ﬁM/f.ndO:/ozn/ol (_rzsin¢+r50052¢sin¢+r3cos¢> drdg

1 .o 1 o1 1 on
_ {—%@] /2 sing d¢ + L—lsrﬁ]o/oz cos ¢ sing do + [%r“} /02 cosp d¢
R , —

0/0 0
=0 =0
1 1 21
=~ . |-Zcos =0.
6 { 3 ¢L

Zum Schluss berechnen wir noch das Oberflachenintegragbelzidles Bodens.

Boden: Die durch®*: [0,1] x [0,2r1] — R3 mit ®X(r,¢) = (rcosg,rsing, —r2)T
definierte Abbildung parametrisiert den Boden des Zylindéssist

OK(r,¢) = (cosp,sing,—2r)",  ®(r,¢) = (—rsing,rcosp,0)"

woraus sich
(d)'r‘ X CDE) (r,¢) = (2r%cosp, 2r?sing,r)"
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und

f(CDk(r7 ¢)) = (17 07 —r4COS¢)T
ergibt. Damit der Normalenvektor nach auf3en zeigt, mussen mit—1 multipliziert
werden. Somit ist

//aMkf.ndO:/OZn/ <r5cos¢ 2r cosqb) drd¢
2
3

:l%rG -3} / cosp d¢ = 0.

// f.ndO = // f.ndo = // f.ndO=0
0M|\/| sz de

und damit insgesan#(f,dM) =

Somit ist
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Aufgabe 2: (7 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialglerdn

(2¢ —X)Y +y=2x x>

27
sowie die spezielle Losung zum Anfangswgit) = 2
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Umformen ergibt
y+ >
(2x YT x(2x—1)

Diese Gleichung hat die Form

Y +9(x)y = h(x)

1 2
9(x) X(2x—1)’ ) 2x—1
Nach Satz 3.2.8 berechnen wir unter Verwendung einer Rarttehzerlegung

/g dx—/(ZX . X)dx:ln(Zx—l)—In(x),
—I

mit

nx-1) _ _ X
2x—1
und erhalten damit die homogene L&sung
X
f =C——, CeR.
h(X)=Cs —, Ce€
Fur die partikulare Losung verwenden wir den Ansatz derafem der Konstanten:

fo(0) = k(¥ 5

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

:/m@&w
_ 2 n(2x-1)—In(x)
_/2x—1el dx
2 2x-1 2
=51 % dx:/)—(dx:ZInx.

Damit ist die gesamte LOsung

f(x) = (C+k(x))e"®¥ = (C+2Inx) CeR.

X
2x—1’
Aus der Anfangsbedingung(1l) = 2 folgt durch Einsetzel® = 2 und damit die spezielle
Losung

y(x) = (2+2Inx)2xx_1.

Prof. Dr. N. Knarr Seite 5 von 10



Prifung in Héhere Mathematik 3 15. Marz 2011

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialglerdn

y' —y —2y=4(sinh(x))2+ 2.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Zuerst muss die homogene Losung bestimmt werden.yAusy — 2y = 0 ergibt sich das
charakteristische Polynom

p(X) =X?—X—2=(X—-2)(X+1)
mit den Nullstellem1 = 2, A, = —1. Die homogene Losung lautet daher
fo(X) = c1e®+ce ™ mitcy, e R.

Um die inhomogene LAsung zu bestimmen, bietet es sich anedie Seite umzuformen:

1 2
h(x) = 4(sinh(x))2+2 =4 (é(eX — ex)) +2=e"4e .

Nun gibt es mehrere Mdglichkeiten:
e Ansatz nach Art der rechten Seite

Hier wird das Superpositionsprinzip angewendet, d.h. eslevepartikulare Losungen
zu den beiden Storfunktionem (x) = € und hy(x) = e ¢ gesucht. Dazu wird der
Ansatz nach Art der rechten Seite genutzt.

1. Storfunktionhy:
Zunéchst wird die Storfunktioh;(x) = € betrachtet. Da das charakteristische
Polynom die einfache Nullstelle 2 hat (Resonanz) und denotyale Faktor der
Storfunktion vom Grad O ist, besitzt der Ansatz fur die pantire Losung die
Form

fpr(X) = axe™
mit den Ableitungen
(¥ =al+2xe*  und (%) = a(4+ 4x)e™ .
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
a(4+ 4x)e? — a(1+ 2x)e?* — 2axe®™ = 326 = e = hy(X) ,
was aufa = £ fiihrt. Alternativ kann der Operatorenkalkiil verwendet aear:
(D+1)(D — 2)axe® = &
(D + 3)D(ax) = &
(D+3)a=1
3a=1,
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was ebenfalls = 2 5 liefert. Damit lautet die partikulare Losung
1

2. Storfunktionhy:
Die zweite Storfunktion lautdix(x) = e~2*. Da—2 keine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms ist und der polynomiale Faktor derf8tiktion Grad O hat,
besitzt der Ansatz fir die partikulare Losung die Form

fp2(X) = ag™
mit den Ableitungen
h2(X)=—2ae"®  und bo(X) = dae™ >
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
dae 2 4 2ae 2 — 2ae X = dae X L e X = hy(x)
was aufa = 1 fithrt. Damit lautet die partikulare Lésung

1
fpo= -
2= 74
e Variation der Konstanten

Der Ansatzfp(x) = c1(X)e* + cp(x)e > fulhrt auf
e e (¥ 0
2 —e ) \c(x)) ~ \eX+e )"

(5 aee) (d) - (212%)

Umformen liefert

und damit

G0 =5(1+e®), =3 (e
Integration ergibt

c1(x) = %x— %2e‘4x, Co(X) = %e3x+ %e‘x

und damit die partikulare Losung
1 1
fo(X) = _erX+ S
Insgesamt erhalt man die allgemeine Lésung

1 1 )
f(X) = c1€* + coe * + éxe2X+ Ze‘zx mitci,co € R .
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Aufgabe 4: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die L6sung des Anfangswertproblems

1 0 -1 1
y = (6 2 2) y, y(0)= (0) :
5 0 -1 1

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 4:
e 1. Variante (mit Minimalpolynom) (siehe Satz 6.3.7)

Wir erhalten

und damitA?v+ 4v = 0. Das zugehdrige Polynom
p(X) =X2+4

hat die Nullstellemy , = +2i, und damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zu-
gehdorigen skalaren Differentialgleichung

91(X) = cog(2x),  g2(X) = sin(2x).
Die zugehorige Wronski-Matrix ist

g2x)  sin(2x)
M(x) = <_Czosin();x) ZSCIBS(;X))

Mo = (5 ). mon=(G 3).

Damit ist die Lésung des Anfangswertproblems gegeben durch

1 0 cog 2x)
B B 1 0\ fcog2x)\ _ e
0= ((1) 44) <O %) <sin(2x)) (cos{sz)iréi)i?m(Zx)) |

e 2. Variante (mit charakteristischem Polynom)(siehe Satz 6.3.4)

mit

Wie oben erhalten wir
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Das charakteristische Polynom der Mathixautet
Xa(X) = (2= X) (1= X)(=1=X) +5) = (2= X)(X*+4)

mit den Nullstellem, , = +2i, A3 = 2. Das reelle Fundamentalsystem der zugehdrigen
skalaren Differentialgleichung lautet damit

g1(x) =cog2x), ga(X) =sin(2x), g3(x) =€>.
Die zugehorige Wronski-Matrix ist

( cog2x) sin(2x) e )

M(x) = [ —2sin(2x) 2cog2x) 2e*

—4cog2x) —4sin(2x) 4e
mit

1 01
M@O)=[ 0 2 2
0

—4

IS
v
<
—~
o

_|
AN
1
|
ol @ NIF
I i |
P NN
ol O NI
\_/

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

1 0 - 3 -3 cog(2x) cog(2x)
fx)=(0 -4 0 0 3 sin(2x) | = —2sin(2x) .
1 4 — -1 - e cog(2x) + 2sin(2x)

I O NI
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Aufgabe 5: (9 Punkte)
Gegeben ist die 2-periodische Funktibmit

f(x) =x+sin(mx) fuar —1<x<1 wund f(x+2)=f(x).
(a) Entwickeln Sief in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Da f(—x) = —f(x) qilt, ist die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung. Daisi
ap = ap = O fur allen.

Um die anderen Koeffizienten zu berechnen, bietet es sichiarBummandex und
sin(7x) getrennt zu betrachten. Fir den ersten Teil erhalten wir

. 1 1
bn = / xsin(nmx)dx =2 [ xsin(nmx)dx
-1 0

2 t 2t
= [—F[xcos(nnx)hjL FT/O cognrx)dx

2 2 1 a1 2
= Ecos{nn)jtw[sm(nnx)]o_( 1) —

Der zweite Summand sjrnx) ist schon in Form einer Fourierreihe gegeben.

Damit erhalten wir insgesamt

f(X) ~ sin(7x +z ”+1 —sin(n7)

(1+ )sm ) + Zz ”+1 —sin(n7)

(b) Die Funktionf ist nur an den Punktef?k+ 1 : k € Z} unstetig. An allen anderen Punk-
ten konvergiert die Fourierreihe folglich gegen den Fuidiwert, wahrend sie an den
Sprungstellen gegen den Mittelweytl + (—1)) = 0 konvergiert. Der Grenzwert der
Fourierreihe ist also die 2-periodische Fortsetzung dekfon

x+sin(x), fur —1<x<1,
0, far x=-1
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Aufgabe 1: (9 Punkte)
Gegeben seien die beiden Mengen

Mpi= ({(xy)€R?|0<x<4, x—4<y<i(x—4)?}
U{(xy) €R?|-4<x<0, —3(x+4)><y<x+4})

und
Mo :=[—4,4] x [-1,1].

Mit diesen Mengen bilden wik := M1\ Ma.

(a) Fertigen Sie eine Skizze vém an.

(b) Bestimmen Sie fuf (x,y) = |x| den Wert des Integrals

/ f(x,y) dxdy.
M

Aufgabe 2: (9 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung

y’ +9y = 3sin(3x) .
(a) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Differentialdiamy.

(b) Bestimmen Sie die Losunfy welche die Bedingungen

(@0 wa 0(F)-im

erfillt.

Aufgabe 3: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialglengssystems

4 -1 2e
=2 (0)
Aufgabe 4: (10 Punkte)

Gegeben ist die2-periodische Funktiori mit

Fix) — -1, fur —m<x<0,
(x) = 2y, fur O0<x<Tm

(a) Entwickeln Sief in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Untersuchen Sie, olb eine 2t-periodische StammfunktioR besitzt. Wenn ja, geben
Sie eine Fourier-Reihe vdn an.
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, ITul, mach, tema, umw, verf

Aufgabe 1: (9 Punkte)
Gegeben seien die beiden Mengen
M= ({(x,y)eR*|0<x<4,x—4<y< %(x—4)2}
U{(ny) eR?| -4 <x<0, —3(x+4)> <y<x+4})

und
M, :=[—4,4] x [-1,1].

Mit diesen Mengen bilden wir M := M| \ M,.

(a) Fertigen Sie eine Skizze von M an.

(b) Bestimmen Sie fiir f(x,y) = |x| den Wert des Integrals

//Mf(x,y) dxdy.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

v

(a)
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(b) Aufgrund der Symmetrie von M und f(x) = |x| gengt es, f ber M NH™ mit H :=
{(x,y) € R?:y> 0} zu integrieren:

//Mf(x,y)dxdy:2-//MmH+ |x|dxdy.

Wir setzen zur Vereinfachung g(x) = x+4, p(x) = ;(x—4)? und zerlegen MNH™ in
die zwei Bereiche

Ni={(xy) €R?| 1 <x<0,1<y<g(v)},
Noi={(x,y) eR*|0<x< 1,1 <y < p(x)},

wobei 7] = —3 und 7, = 2 die Losungen von g(x) = 1 sowie p(x) = 1 sind.

2
// flx,y)dxdy=2- Z// |x|dxdy
M j=177Nj
0 rgx) 2 rplx)
= —/ / xdydx+/ / xdydx

-~ -~

=A =B

Somit ist

A berechnen wir durch

und analog dazu B

2 p) 271 14 25 3,17 5
B= dydx= [ (-2 —2x"+3x Jdx=|—x*- S+ 22| =Z.
/O/y_lxyx /0(4x x+x)x [16)6 3x+2x0 3

Somit erhalten wir: 9 5 37
dxdy=2-( -+~ | =—.
foar=2(5+3) =3
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Aufgabe 2: (9 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung

y" +9y = 3sin(3x) .
(a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die Losung f, welche die Bedingungen

(B0 w5

erfullt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(a) Zuerst muss die homogene Losung bestimmt werden. Aus y” + 9y = 0 ergibt sich das
charakteristische Polynom

p(X)=X*+9=(X+3i)(X —3i)
mit den Nullstellen A; , = 4-3i. Die homogene Losung lautet daher
fu(x) =crcos(3x) +cysin(3x), mitcy,co €R.
Um die inhomogene Losung zu bestimmen, gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Variante 1: komplexer Ansatz

Anstelle von & wird zunichst die komplexe Storfunktion
h(x) = 3¢

betrachtet. Nach Art der rechten Seite erhélt man fiir die partikuldre Losung fp der
komplexen Storfunktion den Ansatz

Folx) = axe™™
da ein Resonanzfall vorliegt. Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit dem
Operatorenkalkiil
(D+3i)(D — 3i)axe®™ = 303
™ (D + 6i)D(ax) = 330
(D +6i)a=3
6ia =3
und somit a = —%. Fiir die partikuldre Losung fp ergibt sich also
fr(x) = —%xem = %xsin(?)x) — %xcos(3x) :

Da h(x) = Im(h(x)) folgt fiir die partikulére Losung f,, zur Stérfunktion i

fr(x) =Im(fp(x)) = —%xcos(3x) .
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e Variante 2: reeller Ansatz

Nach Art der rechten Seite erhilt man fiir die partikuldre Losung f,, der reellen
Storfunktion den Ansatz

fp(x) = axsin(3x) + bxcos(3x) ,
da ein Resonanzfall vorliegt. Die Ableitungen lauten

J(x) = (a—3bx)sin(3x) + (3ax + b) cos(3x),
/! :
» (x) = —(9ax + 6b)sin(3x) + (6a — 9bx) cos(3x).
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

—6bsin(3x) + 6acos(3x) = 3sin(3x),

was durch Koeffizientenvergleich zu a =0, b = —% fithrt. Damit lautet die Parti-
kuldrlosung

1
frx)= —Excos(fix) .
Insgesamt erhilt man die allgemeine Losung
1
f(x) =cycos(3x) + ¢y sin(3x) — Excos(3x) mitcj,c2 € R.

(b) Nach Ableiten der allgemeinen Losung und Einsetzen der Anfangswerte erhilt man das
Gleichungssystem

clcos(§)+czs1n(5) Zcos (
(3 s (%

—3cysin (%) + 3¢y cos

mit der Losung ¢ = % und ¢, = 0. Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems

flx)= gcos(3x) - %xcos(3x) .
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Aufgabe 3: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

;o (4 —1 2¢3%
=02

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Fiir die Losung des homogenen Systems ermitteln wir (analog zu 6.4.5) ein Fundamentalsy-
stem. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische Polynom der Matrix:

X(X)=(@4-X)2-X)+1=X>—6X+9=(X —3)*

mit der doppelten Nullstelle A; = 3. Damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zugehori-
gen skalaren Differentialgleichung

3x

gl(x) =e, gz(x) = xe™.

Fiir die zugehorige Wronskimatrix und ihre Inverse in O ergibt sich

M(x):<3ee3; (3x)f31x)e3X)’ M(O)ZG ‘1)) (M(0>T>—1:<(1) —13).

Ausgehend von dem ersten Einheitsvektor e; erhalten wir die linear unabhiingigen Vektoren

() =)

so dass die Losung des homogenen Anfangswertproblems y’ = Ay, y(0) = e; gegeben ist durch

am=o 1) (5 ) () = (M12),

Das zweite Element des Fundamentalsystems erhalten wir entweder iiber

X e3x
A =10 = ({326

3x
oder iiber die Bestimmung des Eigenvektors vi = G) , der zur Losung f>(x) = (23x> fiihrt.

Damit ist die allgemeine Losung des homogenen Systems gegeben durch

1 1
fnlx) = c1e” ( j;x> +cpe™ (1> , c1,c0€R.

Fiir die Bestimmung einer partikuliren Losung verwenden wir den Ansatz der Variation
der Konstanten, der auf das folgende Gleichungssystem fiihrt:

(7 (-5
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Umformen ergibt

(6) - (4 ) 6)=(5)

was auf c1(x) = 2x, ¢2(x) = —x? und damit auf die partikulire Losung

— 3x X\ 2 3x _ 3x (X 2x
fp(x) =2xe ( ) x“e (1> =e ( ’ )

fiihrt. Die allgemeine Losung ist dann durch fj, + f,, gegeben:

2
flx)= cre> G) +cpe” (1 jc—x> + e (x ;2)6) , c1,00€R.
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

Flx) = —1, fir —7<x<0,
o %x, fir 0<x<m.

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Untersuchen Sie, ob f eine 27-periodische Stammfunktion F besitzt. Wenn ja, geben
Sie eine Fourier-Reihe von F an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Da f(x) weder gerade noch ungerade ist, miissen alle Koeffizienten berechnet werden.
Fiir ag ergibt sich

L ) 1,
ag = — / —1dx+/ —xdx =—1+ 5710 =
T -7 o T

Weiter berechnen wir

1 0
an = (/ —cos(nx) dx+/ —xcos(nx) dx)
—T

1 0 2 2o
= {—E sm(nx)] B + {Wxsm(nx)} ) 2 sin(nx)dx
=~ 2 5 [cos(nx)]§ = 22712 (=D)"=1),

n2m?
b, = % (/_On — sin(nx)dx-l—/o %xsin(nx) dx)
— {% cos(nx)} Oﬂ + [—%xcos(nx)} : + % /On cos(nx)dx
_ % (1—(=1)") — %(—1)" + nzzﬂz [sin(nx)]g = % (1=3(=1)").

Damit erhalten wir insgesamt

10~ X, (s (1) =)o)+ (1 =317 sino))

n?m?

= (—m cos((2k—1)x) — % sin(2kx) + sin((2k — l)x)) .

4
(2k—1)m

(b) Daap=0ist, besitzt f eine 27-periodische Stammfunktion F', deren Fourierreihe durch
gliedweise Integration bestimmt werden kann:

Z ( ~1)sin(nx) — —— (1 —3(—1)")cos(nx)>

- n’r

i ( ﬁsm(@k— 1)x)+ 2k12n_cos(2kx) — ﬁcos(@k— l)x)) .

k=1
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Aufgabe 1: (6 Punkte)
Die archimedische Spirale wird durch

A RHRz mit A((p) = ((PCOS(P,(pSin(p)T
parametrisiert. Fiir 7 < ¢ < 37 begrenzt diese zusammen mit dem Geradenstiick
G:= {(X,y) GRZ ‘ —3r<x< —7TT, y:()}

ein ebenes Gebiet J. Bestimmen Sie fiir g : R?> — R? mit g(x,y) = (—y,x)7 die Zirkulation
von g entlang des Randes von J.
Aufgabe 2: (6 Punkte)

Rotiert man das in der (x,z)-Ebene gelegene Rechteck [1,2] x [0, 2] um die z-Achse, so entsteht
eine Menge M C IR?. Bestimmen Sie den Ausfluss des Vektorfelds

g:R*— R’ mit g(xyz)=(xz3y7+y"2y—2)"
durch den Rand von M.

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung y : R — R? des Anfangswertproblems

3 -3 0 -1
Y=16 -3 0]y, »0)={0
12 3 1

Aufgabe 4: (5 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

y' =2y =3y =nx.

Aufgabe 5: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(4+x2)y =44y, y(0)=2.
Hinweis: Den Definitionsbereich der Losung miissen Sie nicht bestimmen.

Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die 2 m-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

0 fir -7 <x< -7,
-1 fir -7 <x<0,
fx)=<0 fiir x =0,

1 fir0 <x<7%,

0 fir 7 <x<m.

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) Geben Sie fiir alle x € [— 7, 7] an, gegen welchen Wert die Fourier-Reihe von f im Punkt
x konvergiert.

(c) Begriinden Sie, ob f eine 2 w-periodische Stammfunktion besitzt. Falls das so ist, geben
Sie die Fourier-Reihe einer solchen Stammfunktion an.

Hinweise: Ausdriicke der Form sin(j7/2) bzw. cos(j7/2) miissen ausgerechnet werden.
Ausdriicke der Form 14 (—1)/ miissen nicht weiter vereinfacht werden (j € INy).
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Die archimedische Spirale wird durch

A:R—R> mit A(@)=(@cos@,@sing)’
parametrisiert. Fiir 7 < ¢ < 37 begrenzt diese zusammen mit dem Geradenstiick
G:={(x,y) eR*| -3x<x<—m y=0}

ein ebenes Gebiet J. Bestimmen Sie fiir g : R> — R? mit g(x,y) = (—y,x)” die Zirkulation
von g entlang des Randes von J.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
1. Variante: Direkt iiber Randintegral

Wir parametrisieren den linearen Teil des Rands dJ durch
Cs:[0,1] — R? mit Cg(@)=(—31+21¢,0)"

und den Rest wie in der Aufgabenstellung angegeben duch die archimedische Spirale A auf
[,3 7] eingeschrinkt. Damit folgt der Ansatz:

Z(g,d]) = / g(s)ds

_ / (Cole))-Colp)g+ | 7 o(A(0))-A'(9)do

Da das Vektorfeld g u.a. die Koordinaten vertauscht, ist das Kurvenintegral iiber den linearen
Teil identisch O.

Mit

1o\ (cos(@)—@sin(@)
Ale)= <sin<<p> +<pcos<<o>)

folgt also

_ 3r
2(2.07) = [ glA(9)-A'(9)de

B ”3” [0} sm . cos(¢) — @ sin(@)
. ( ¢ cos( ) <sin((p) +0 cos((p)) de
3n
= /ﬂ —@ sin(@) cos(@) + @” sin(@)” + @ cos(9) sin(@) + ¢ cos()*de

2% 4
?7[

3n ) 1
= (pd(p_

T

3

Prof. Dr. N. Knarr Seite 1 von 10



Priifung in Hohere Mathematik 3

28. Februar 2012

2. Variante: Mit Green

Die Fliche J kann mittels ebener Polarkoordinaten durch die Abbildung

®:0—R>:(r, ) — (rcos(e), rsin())’,

Q:={(rne)r<e<3r,0<r<o}

parametrisiert werden. Da
rotg(x,y) =1—(-1) =2,

folgt mit dem Greenschen Satz in der Ebene und weil

|det® (r,@)| =r:

Z(g,d0J) = /rotg(x,y)dxdy

J
it ro 3n
:2/ /rdrd(p:/ |8 de
T 0 T

1 26
= §<P3 2= ?”3-
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Aufgabe 2: (6 Punkte)
Rotiert man das in der (x,z)-Ebene gelegene Rechteck [1,2] x [0,2] um die z-Achse, so entsteht
eine Menge M C R>. Bestimmen Sie den Ausfluss des Vektorfelds

g:RP— R mit g(x,y,z) = (xz,3y2+y*,2y—2)7
durch den Rand von M.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Offenbar ist
M={(x,y2) eR}|1 <2 +y*<4,0<z<2},

d.h. M lisst sich in Zylinderkoordinaten durch
®:[1,2] x [0,27] x [0,2] — M mit ®(r,,z) = (rcos(@),rsin(@),z)"

parametrisieren. Wir erhalten mit Gauss den Ausfluss von g durch den Rand dM von M somit
durch

A(g,0M) = / / Mdivg(w,Z)dxdde-

Da
divg(x,y,z) =z+322+2y+y—322 =z+3y

und | det®'(r, @,z)| = r folgt:

21

2 2 2
A(g,0M) = / / (z+3rsin(@))-r dzdedr
1J9=0Jz=0
0=0

r=
(
2r

(2r+67*sin(¢))dedr
0

2r 43z sin(@)) ‘izod(pdr

| =

o
s

1

1

¢
2
(2ro— 61 cos(@)) |(pﬂzodr

[\

1

™|

Il
S

4rmdr = 2r27r‘? =6T.
1
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung y : R — R? des Anfangswertproblems

3 .30 -1
Yy=16 =3 0|y »0)=
12 3 1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
1. Variante (mit Minimalpolynom) (siehe Satz 6.3.7) Wir erhalten

—1 -3 9
v=y0)=| 0|, Av=|-6|, Av=[0
1 2 -9

und damit A%y +9v = 0. Das zugehdrige Polynom
p(X)=X%+9

hat die Nullstellen 4, ;, = £3i, und damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zu-
gehorigen skalaren Differentialgleichung

g1(x) =cos(3x), ga(x)=sin(3x).

Das Anfangswertproblem hat dann die Losung

f(x)

I
<
b
<
=
=2
|
ﬂ
N\
o
==
~__

mit der zugehorigen Wronski-Matrix

[ cos(3x)  sin(3x)
M(x) = (_3 sin(3x) 3COS(3X)>

o=, w0 7=(; )

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

mit

o= (5 ) 6 D)~ (7 7) (8)
_ (e

cos(3x) + % sin(3x)
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2. Variante (mit charakteristischem Polynom) (siehe Satz 6.3.4) Wie oben erhal-
ten wir

-1 -3 9
v=| 0], Aav=|-6], A>v=1| 0
1 2 -9

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet
24(X) = (B3 =X)(B-X)(-3-X) +18) = 3-X)(X*+9)

mit den Nullstellen A, /2 =131, A3 = 3. Das reelle Fundamentalsystem der zugehérigen
skalaren Differentialgleichung lautet damit
g1(x) =cos(3x), ga(x) =sin(3x), g3(x)=e".

Das Anfangswertproblem hat dann die Losung
fx)=1|v Av A2y | M(O)T | g2(x)

mit der zugehorigen Wronski-Matrix

N——— A ~

cos(3x) sin(3x)  e3F
M(x) = [ —3sin(3x) 3cos(3x) 3e3F
—9cos(3x) —9sin(3x) 9e3*
also
Lo Loy
MO)=|0 33|, MOO"=| 0 L+ 0
-9 0 9 —% —1% i
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch
-1 -3 9 3 -3 % cos(3x)
fx)=10 -6 0 0 10 sin(3x)
1 11 3
1 2 -9 1§ —15 18 e
-1 -3 9 1(cos(3x) —sin(3x) +€**)
=0 -6 0 1 sin(3x)
1 2 -9 T (—cos(3x) —sin(3x) +€>)

-1 -1 0 cos(3x)
=10 -20 sin(3x)

1 % 0 e
—cos(3x) —sin(3x)
= —2sin(3x)

cos(3x) + % sin(3x)
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Aufgabe 4: (5 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

y' =2y =3y =x.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
1. Berechnung der Losung y; der homogenen Gleichung. Das charakteristische Poly-
nom der Gleichung lautet:

p(X)=X>—2X-3=(X-3)(X+1),

also lauten die Grundldsungen g1, g» und die allgemeine Losung der homogenen Glei-
chung so:

g1(x) = e3x, ex)=e" yx)= c1e3x—}—cze_x, c1, ¢ €R.

2. Berechnung einer Partikulirlosung y, der inhomogenen Gleichung.

Ansatz nach Art der rechten Seite. Resonanz liegt nicht vor, also lautet hier der
Ansatz y,(x) = oox+ 3, das heilit:

yp(x) = ax+ B, y,(x) = a, y,(X) =0.

Einsetzen und Koeffizientenvergleich:

! 1 2 1 2
20-30x-3f=x = 00=—5,-=3p &= a=—=,0=—
Damit lautet eine Partikuldrlosung
1 2
yp(x):—§x+§.

Alternativldsung: Variation der Konstanten. Ansatzy,(x)=ci(x)e>*+ca(x)e ™.
Wronski-Matrix M (x) zu den Grundlosungen:

e3x e X B 1 _e—3x _e—3x
M<x):<363x _€x>7 M(x) 12_1(_36)( &~ )

Differentialgleichungen fiir die ,,Konstanten*:

(@)= 50 ) Q=)

Integration liefert als Stammfunktionen zum Beispiel

3x+1 1
c1(x) =— );_g e 3%, cz(x):Z(l—x)ex,
was dann hier auf die Partikuldrlosung y, fiihrt:
~ 3x —X 1 2
Vp(x) =ci(x) e’ +ea(x)e :—§x+§:yp(x).

Zufillig gilt hier y, = J,,.
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3. Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Die Gesamtlosung y ist also durch

1 2
y(x) = yp(x) +yu(x) = —zXtgte S fee™, ¢, 0 ER,

gegeben.
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Aufgabe 5: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(4+x7)y =4+y%, y(0)=2.
Hinweis: Den Definitionsbereich der Losung miissen Sie nicht bestimmen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Es ist 4 +x> > 0 und 4 +y? > 0, also kann man die Differentialgleichung fiir alle x € R
separieren:

/

y 1
44+y2 44 x2

y 1
<— dx = dx
/4+y2 /4+x2
1 1
= [ ——dw|poy= [ ——=dx
/4+w2 Wl /4+x2

1 1 1 1
= 5/ ot

= arctan(%) = arctan(g) +C, CeR.

(4+x%)y =44y —=

Da 0 im Definitionsbereich ist, 16st man nach y mit dem Hauptzweig der Tangens-Funktion
auf:
X
y(x) =2 tan (arctan(i) +0),

Anfangswerte anpassen:
T
y0)=2tanC=2 < C= T
also

X T
y(x) =2 tan (arctan(i) + Z)

Variante ,,automatisch richtige Anfangswerte‘: Natiirlich kénnte man auch bestimmt in-
tegrieren:

(4—i—x2)y/ :44—y2 und  y(0)=2

* (&) AR N B
<:>/0—))2d§_/0 gl wmd (0)=2

4+ (v(&
:)/y;d —/x#déj
2 2T )y ag g
N arctan(®)["
= arctan(z)‘n_2 = arctan(z) B

= arctan(%) = arctan(g) + arctan(1)

<= y(x) =2tan (arctan(g) + g)
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Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die 2 m-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

0 fir -7 <x< -7,
-1 fir -7 <x<0,
fx)=<0 fiir x =0,

I fir0<x<Z,

0 fir 7 <x<m.

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) Geben Sie fiir alle x € [—7, 7] an, gegen welchen Wert die Fourier-Reihe von f im Punkt
x konvergiert.

(c) Begriinden Sie, ob f eine 2 w-periodische Stammfunktion besitzt. Falls das so ist, geben
Sie die Fourier-Reihe einer solchen Stammfunktion an.

Hinweise: Ausdriicke der Form sin(j7/2) bzw. cos(jm/2) miissen ausgerechnet werden.
Ausdriicke der Form 1 + (—1)/ miissen nicht weiter vereinfacht werden (j € Ny).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(a) Die Funktion f ist offenbar ungerade, daher gilt a; = 0, k € Np.
Fiir die Sinus-Koeffizienten by, k € N, erhélt man unter Ausnutzung der Eigenschaften

von f
1 T
m:—/_m@mw@m
TJ)-x
2 (T2 2 /2
= E/o sin(kx)dx = = [— cos(kx)}0
2 T
= ﬁ (1 — COS(k 5))
Also gilt

) { = fiir k ungerade,
k— 1 ; w7 A
j—ﬂ(l—(—l)l) fiir k = 2 j gerade.

Die Fourierreihe ist dann

2 [(&sin((2j+1)x) S 1—(=1) .
flx)~ - (];) 2t +j221 2 sm(2]x))

B =osin((27+1)x) & 2 .
- (j;) i1 +1;o2(21+1) sm(2(2l+1)x)>

sin((2j+1)x)  sin((4j+2)x)
2+l 241 )

|

SIS IS
D8 <
VR
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(b) f ist stetig differenzierbar in den Stellen —x, 7 und in (7, ) bis auf die Sprungstellen
bei =7 und 0, da f stiickweise konstant ist existieren die einseitigen Grenzwerte, also
konvergiert die Fourierreihe nach Satz 7.3.4 gegen die folgenden Werte in [—7, 7]:

f(x)a xE[—ﬂ', ﬂ]\{_%aoag}W
%i (Sin((Zj—l—l)x)+sin((4j+2)x)> _ b x=-Z
T iZo 2j+1 2j+1 0 x=0,

1 _ T

b X = 5-

(¢) Dadie Fourierreihe von f eine reine Sinusreihe ist, ist der erste Kosinuskoefizient a( na-
tiirlich O und f besitzt eine (stiickweise) Stammfunktion F, die ebenfalls 2 -periodisch
ist.

Gliedweise integration liefert

F(x) ~ 2 (i cos{(2/+1)x) - il ! _4(;21)] cos(2jx)>

T
2 & [cos((2j+1)x)  cos((4j+2)x)
2L (T e
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Aufgabe 1: (6 Punkte)
Rotiert man die Menge
{(r2) e R*|0<y<2m,z=cosy}

um die z-Achse, so ensteht die Fliche F C R3. Bestimmen Sie die Zirkulation von

g R — R mit glxyd) = (~525,0.0)7

langs des Fliachenrandes von F.

Aufgabe 2: (5 Punkte)
Es sei der Normalbereich

V.= {(x,y,z) cR3 | —1<x<1,0<y<1 —x20<z< sin(xz)}
sowie

g:R*x[-1,1] — R® mit g(x,y,z) = (x*, —2xy,arcsin(z)) '
gegeben. Bestimmen Sie den Ausfluss von g durch den Rand von V.

Hinweis: Sie diirfen |

ﬁ; te(—1,1),

_ 1 t) =
% arcsin(t)

verwenden.

Aufgabe 3: (10 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen y : R — R? des Systems

2 4 )
Y (x) = (1 p )y<x>+( : )4
Aufgabe 4: (10 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

y' —4y =sin(4x) —4x.

Aufgabe 5: (9 Punkte)
Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

0, fir —r<x<-7,
fx)y=¢ 1, fir -5 <x<?%, fx+2m) = f(x).
0, fir 7<x<um,

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourier-Reihe.
Hinweis: Ausdriicke der Form sin(j%) und cos(j7), j € Ny, miissen ausgerechnet wer-
den.

(b) Geben Sie fiir alle x € [, 7] an gegen welche Wert die Fourier-Reihe von f im Punkte
x konvergiert.

(c) Besitzt f eine 27m-periodische Stammfunktion? Falls ja, geben Sie ihre Fourierreihe an.
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Rotiert man die Menge
{(z) eR* |0 <y <2m,z=cosy}

um die z-Achse, so ensteht die Fliche F C R3. Bestimmen Sie die Zirkulation von

R — R mit = (-
g mit  g(x,y,2) = (=750,

langs des Flichenrandes von F.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
1. Variante: Mit Stokes

Mi dem Satz von Stokes gilt fiir die Zirkulation ldngs des Randes dF von F:

Z(g,9F) = / /F rotg - ndO.

Eine reguldre Parametriesierung von F° wird z.B. durch
®:[0,27] x [0,27] — R® mit ®(r,@) = (rcos@,rsin@,cosr) "

gegeben. Damit ist

D, (r,p) = (cos (,1),sin(p,—sinr)T7 Dy (r,@) = (—rsin@,rcos (p,O)T
®, x Py (r,9) = (rsinrcos @, rsinrsing,r) "
und
rotg(@(r, 9)) = (0,0, )
g 7(p - ) 747[ M
Somit

2n 21 1
Z(g,0F) :/0 /0 (O,O,W)T-(rsinrcos(p,rsinrsin(p,r)Tdrd(p

1 2n 21
= — rdrd
47r2/o /0 ¢
B 1/2ﬂ22”d _1 Zﬂd
=T.
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2. Variante: Direkt iiber den Rand

Der Rand JF von F ist ein in der Ebene z = 1 gelegener Kreis mit Radius 27.
Eine positiv orientierte Parametrisierung von dF erhalten wir somit durch

Cyr :[0,2n] — R? mit Cyp(t) = (27 - cost,2x-sinz, 1) .

Per Definition ist die Zirkulation von g lings JF das Wegintegral iiber dF :

2n
2(g.0F) = [ g(s)ds= [ g(Cor(t))-Cop(t)c.

Da -

sin

= (———.,0,0)T
§(Cor) = (~50.,0)
Ch (1) = (—2msint,2mwcost,0) "

folgt

2r ) 1 ) t )
Z(g,0F) :/ sin“tdt = —5sinzeost + 5 67 =
0
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Aufgabe 2: (5 Punkte)
Es sei der Normalbereich

V.= {(x,y,z) cR3 | —-1<x<1,0<y< l—xz,ngg sin(xZ)}

sowie
g:R?x[-1,1] — R® mit g(x,y,z) = (x*, —2xy,arcsin(z)) "

gegeben. Bestimmen Sie den Ausfluss von g durch den Rand von V.
Hinweis: Sie diirfen

, te(=1,1),

— arcsin(t) =
dt ®) 1—1¢2
verwenden.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Esist 0 < sin(xz) <1 fir —1 < x < 1. Die Menge

{(y2) eR} | —1<x<1,0<y<1—x2,z=0}

ist somit ein zweidimensionaler Normalbereich und die gegebene Menge V ein Normalbereich
beziiglich der (x,y)-Ebene im R3.
Nach dem Gausschen Satz ist der Ausfluss

A(g,V)= / / | divg(x,y,z)dxdydz.
|4
Mit

) 1
divg(x,y,z) = 2x — 2x+ — arcsin(z) =

dz V1=22

und den obigen Uberlegungen ergibt sich somit

el L

= / arcsm( ) |0 d dx
=—1Jy=0

1 2
:/ Xy |37 dx
e
2

dzdydx

|

1
| P atdr=2 (1/3x3 —1/54° |5)
(1/3—1/5)=4/15.
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Aufgabe 3: (10 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen y : R — R? des Systems

v = (7w () e

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Fiir die Losung des homogenen Systems ermitteln wir (analog zu 6.4.5) ein Fundamentalsy-
stem. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische Polynom der Matrix:

AX)=02-X)(6—-X)+4=X>—-8X+16= (X —4)?

mit der doppelten Nullstelle A; = 4. Damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zugehori-
gen skalaren Differentialgleichung

4x

gi(x) =€, 82(X):X€4x-

Fiir die zugehorige Wronskimatrix und ihre Inverse in O ergibt sich

o= (G fe)e 0= (1), o7 (3 ).

Ausgehend von dem ersten Einheitsvektor e; erhalten wir die linear unabhiingigen Vektoren

() =)

so dass die Losung des homogenen Anfangswertproblems y' = Ay, y(0) = ¢ mitA = (2 _4>

1 6
=3 )65 ()= ()

Das zweite Element des Fundamentalsystems erhalten wir

gegeben ist durch

Variante 1: durch Ableiten von f;

A =i = (3, 07) &

Damit ist die allgemeine Losung des homogenen Systems gegeben durch

1—-2x X 2—8x X
fh(x):cl( . >e4 +cz<4x+1)e4, c1,cy € R.
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Fiir die Bestimmung einer partikuliren Losung verwenden wir den Ansatz der Varia-
tion der Konstanten, der auf das folgende Gleichungssystem fiihrt:

OB () ()
Umformen ergibt

({)- (2 E)()-()

was auf ¢j(x) = —4x, ¢p(x) = x und damit auf die partikuldre Losung

_ 1—-2x 4x 2—8x 4x
fp(x)= 4x( . >e +x(4x+1)e

_[(—4x+8x*+2x—8x? dx_ [(T2) L
N —4x> +4x% +x 1

fithrt. Die allgemeine Losung ist dann durch fj, + f,, gegeben:

f(x)=ci (1 —xe) et 4o (ix_ff) LT (_12) xe**, ¢, eR.

Variante 2: f, mittels Eigenvektor: man bestimmt einen Eigenvektor zum Eigenwert 4
und bestimmt damit die 2. Grundlosung zu

Plx) = (‘12) A

Dann weiter wie oben aber mit gednderten Zahlen: Damit ist die allgemeine Losung des
homogenen Systems gegeben durch

fn(x) =cy (1 —xe> AR (—12) e e, eR.

Fiir die Bestimmung einer partikuliren Losung verwenden wir den Ansatz der Varia-
tion der Konstanten, der auf das folgende Gleichungssystem fiihrt:

() ER) - (7)

Umformen ergibt
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was auf ¢1(x) =0, ca(x) = x

und damit auf die partikuldre Losung

fiithrt. Die allgemeine Losung ist dann durch fj, + f,, gegeben:

f(x) — ¢ (1 —x2x> €4x+02 <—12> e4x+ <—12) xe4x

c1, ¢ € R.

Prof. Dr. N. Knarr
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

y' —4y =sin(4x) —4x.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
1. Berechnung der Losung y, der homogenen Gleichung. Das charakterischtische Po-
lynom der Differentialgleichung lautet

p(X)=X>—4X =X (X —4),

also lauten die Grundlosungen g; und g, und die allgemeine Losung y, der homogenen
Gleichung wie folgt:

g1(x) = e4x, g (x) = O = I, yx)= cle4x+cz, c1, c2 €R.

2. Berechnung einer Partikulirlosung y, der inhomogenen Gleichung.
Ansatz nach Art der rechten Seite
Ausnutzen des Superpositionsprinzips, das heit, y, =y, 1 +y), > mit
Yp1(x) =4y, 1 (x) = sin(4x) und yy 5 (x) — 4}, 5(x) = 4x.
mit einer Konstanten z € C liefert
1 1 1 1-i 1

!
167 16iz4 1 z= - — — —(i—1).
LT ibiz = Tris 16 2 o miY

zu y,1: Ansatizy,(x) =3(ze*™)

Also:

Vp1(x) = 3(3%(1 —1)(cos(4x)+isin(4x))

— %S (—cos(4x) — sin(4x) + i (cos(4x) —sin(4x)))
_ cos(4x) —sin(4x)
32 '

Alternative zu y, | ohne komplexe Zahlen: Dann lautet der Ansatz natiir-
lich §,, 1 (x) = c cos(4x) + s sin(4 x), zugehdrige zweite Ableitungen:

)7;771 (x) =4 (—csin(4x)+s cos(4x)), )7;;71 (x) =—16(c cos(4x)+s sin(4x)).

Eingesetzt:
—16 (c cos(4x)+ s sin(4x) —csin(4x) +s cos(4x)) = sin(4x)
< —16cos(4x)(s+c)+16sin(4x) (c —s) = sin(4x)

1
< = — d = —
S cund ¢ 32,

also (4 ) ) (4 )
B cos(4x) —sin(4x
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zu y,: Resonanzfall, Ansatz also y,»(x) = x(ax+ f3), das heift:
ypa(x) = x>+ Bx, ¥, (x)=2ax+f, y,(x)=2a.
Einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert

1 1 1
20—8ax—4f = —4x < o=, a=2p < o=z, [3:1,

Also erhilt man y,»(x) = (2x% +x) /4.
Insgesamt ist dann

cos(4x) —sin(4x) N 2x% +x
32 4

Yp(x) = yp,1(x) +yp2(x) =

Alternativweg: Variation der Konstanten Ansatzy,(x) = c;(x)e**+cy(x). Wronski-
Matrix M(x) zu den Grundlosungen:

4x
e 1 _ 1 _ 0 —1
M(x) = <4e4x 0> ) M(x) = _Ze . (_4e4x e4x> )

Differentialgleichungen fiir die ,,Konstanten*:

(i) =5 (o ) (oo

Umformen liefert
(30) =5 (i)

Integration liefert als Stammfunktionen z.B.

X
X

_ 8x+2—cos(4x) —sin(4x) 4,

c1(x) = w e,
2 cos(4x) + 16x?
2l = 32 ’
was dann hier auf die folgende Partikulérlosung y), fiihrt:
5 ix cos(4x) —sin(4x) 2x*+x 1 1
Vp(x) =ci(x)e™ +cr(x) = 5 + 2 +E:yp+ﬁ'

3. Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Die Gesamtlosung y(x) ist also

cos(4x) —sin(4x) N 2x% +x

4x
0 1 +cre +oo,

y(x) = yp(x) +yu(x) =

mit ¢y, ¢y € R.
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Aufgabe 5: (9 Punkte)
Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

0, fir —wr<x<-Z,

f)=¢ 1, fir ~Z<x<Z = f(x+27)=f(x).
0, fir Z<x<m,

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourier-Reihe.
Hinweis: Ausdriicke der Form sin(j%) und cos(j%), j € Ny, miissen ausgerechnet wer-
den.

(b) Geben Sie fiir alle x € [—m, 7| an gegen welche Wert die Fourier-Reihe von f im Punkte
x konvergiert.

(c) Besitzt f eine 27-periodische Stammfunktion? Falls ja, geben Sie ihre Fourierreihe an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Esistb; =0,Vj € Nda f(x) gerade ist.

Fiir j # 0 folgt:
/2
/ f(x)cos(jx)d / cos(jx)dx

2 (st g/z)

2-sin(4)

:\~1|
N[y ~

T
Durch eine Fallunterscheidung erhalten wir somit:

0, fir j=2k,
aj=—-¢ +1, fir j=4k—-3, keN.
J
T
Jo =1, fir j=4k—1,

Es fehlt noch der Fall j = 0:

/2 B 2 )2
ap= A dx-E[x]O =1
Somit ist
1 o [ cos((4k—3)x) cos((4k—1)x)
fo)~ Fylx) =3+ ; < (4k—3)x (4k—1)m
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(b) fistauf [—7x, 7]\ {7} stetig und macht an den Stellen 7 einen Sprung der Hohe 1.
Somit konvergiert die Fourierreihe .7 (x) fiir x € [—m, 7]\ {£7 } gegen f(x)
und in den Punkten xo = £7 ist

ﬁf@fo):l( lim f(x)+ lim f(x))=

1
x—x0+0 x—x9—0 2’

(¢) Da ag # 0 kann keine periodische Stammfunktion von f existieren.
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Aufgabe 1: (10 Punkte)
Die Fliche 7 im R sei gegeben als

T:={(xyz2) € R |2+’ =1-[]}.

Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld f: R? — R, (x,y,2) — (xz,yz, %z3) den Ausfluss A(f,T).

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y'(x) = Ay(x) + h(x), wobei

1 -1 4=
ae (U)o ().
Aufgabe 3: (8 Punkte)

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

y' + 4y = 8+ 4cos(2x).

Aufgabe 4: (10 Punkte)
Die 2-periodische Funktion f : R — IR sei gegeben durch

) =[x+ folx), xe[-11), flx+2)=f(x) mit

3x, xe€[-1,0)

fi(x) :==sin(7mx) und fo(x):= { 0. xelo.1)

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.

(b) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Die Fliche T im R sei gegeben als

T:={(xy2) eR|F+y*=1—[}.
Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld f : R® — R3, (x,y,z) — (xz,yz, 2°) den Ausfluss A(f,T).

Losungsvorschlag: Nach dem Satz von Gauss gilt: A(f,T) = [ [ [divf dx dy dz, wobei V
das Innere von T bezeichnet. Es ist

divf(x,y,2) = 2242

Benutze Zylinderkoordinaten: x = rcos0, y = rsin@ mit 0 < r < /1 —|z|, 6 € [0,27) und
lz| < 1.
Die Funktionaldeterminante fiir die Koordinatentransformation ist r.

Also ergibt sich:
2 1 py/1-7
:/ / / rodivf drdz do =
0 -1J0

N /om /_11 /omr@wzz) drdz d6 =
B /ozn /11[%r2(2Z+12)]3/1__'Z' dzdo =
= [7 [ -2 +2) dzae =
_/2” </ (1422 +) d”/ (1-9(32 +Z)dz>d9_

2 1 1 1 1
410 2 3 41
— - s de =
/ ( 74 z+8z]_ +[2 cZ 8Z]0)
1 1 1 1 1 1 T
G N T _
M3t378 27678 6
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Alternativ: Ohne den Satz von Gauss ldsst sich der Ausfluss direkt berechnen als

://Tf-ndO.

Dazu parametrisiert man 7" wieder durch Zylinderkoordinaten:

/1 —|z|cos 6
®:[-1,1]x[0,27) =T, (z,0)— | /1—]z|sinB

<

Normalenvektoren erhélt man durch das Kreuzprodukt der Ableitungen: fiir z > 0 ist

2F0059 —+/1 —2zsin 0O —v1—zcos 0
D, x Py = -sin@ | x| VI-zcos® |=| —vI-zsin®

2V1= 1

0 -2

und fiir z < 0 analog
2\/1{?(3?59 —V/1+2zsinB —\/1—|—zc986
D, x Py = 2\/msme X \/1—|—gc059 =| —v1+4zsinb
1 2

Bestimmt man diese Vektoren an ausgewihlten Punkten, zum Beispiel an (3,0) und (—3,0),
so sieht man, dass dusseren Normalenvektoren in beiden Féllen durch —®, x ®4 gegeben sind
(der dussere Einheitsnormalenvektor n wire dann (—®, x ®g) - |®, x ®g|~!, die Bestimmung
von n ist aber fiir die Berechnung des Integrals nicht ntig). Damit berechnet man nun

A(f,T)://Tf-ndO://Tf(CID(z,G))-nMDZ(z,Q)><CI>9(Z,9)|dzd9:

—//f (2,6 D, x Pg) dz dO =

/27r /0 72V 1+zcosB v/ 1+2zcosB

1+4+2zsin6 . v 1+2zsin@ dz+
1.3 1
3% 2
1—zcosO v1—zcos0
—|—/ Z 1—zsm9 . v/1—2zsin0 dz | do =

1

2
2 1 13
—/ / 1+Z)_6Z dz+/ (1—z2)— - dz | d6 =

2%1 1 1, 1. 1
2 4 2 3 411
_ 40 =
/ Z+Z 24]1+[2 —38 T ¢
1 1 T
:2 J— —_—) = —.
matw) =%
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Aufgabe 2: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y'(x) = Ay(x) + h(x), wobei

A= G _31)  h(x) = (_“Z;;J .

Losungsvorschlag: Zuerst bestimmen wir die Losungen des homogenen Anteils y'(x) =
Ay(x). Wir 16sen dazu zunichst ein Anfangswertproblem y'(x) = Ay(x) mit y(0) = v. Wir

wihlen hier
vi=e = <(1)) ,

betonen aber, dass man auch einen anderen Vektor wihlen kann und analog vorgehen kann
(solange dessen Bild unter A linear unahéngig zu diesem Vektor ist — ansonsten, also bei
einem Eigenvektor, muss das Verfahren wiederholt werden). Es ist

()

Al = A(Av) = (O)
4
gilt jedoch A%y = 4Av — 4v, wie man mit dem GauB-Algorithmus sieht:
1 10 GauB 1 0 -4
01 4 01 4)°

Es gilt also p(A)v = 0 mit p(X) := X% —4X +4 = (X —2)%.
Ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung p(D) = 0, d.h. y” —4y" +4y =0, ist

und daher sicherlich Av ¢ (v). Fiir

e2x’ erx )

Die Wronski-Matrix dieses Fundamentalsystems ist

2x 2x
€ X€
M('x) = (262x e2x_|_2xe2x>

(M(©0))T = (G (1)>1>T:((1) _12) |

Wir bekommen nun ein Element eines Fundamentalsystems von y'(x) = Ay(x) durch
2x 2x 2x 2x
o _nr/f e (1 1\ (1 =2\ [e (e —xe
81 (x) T (V | AV) (M(O) ) (erx) - (O 1) <O 1 erx - erx :
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Eine dazu linear unabhiingige Losung ist

e — Dxe?*
g2(x) :=Ag1(x) =g (x) = (ezx + 2x62x>

Die allgemeine Losung zu y'(x) = Ay(x) ist also ot g1 (x) + 0xg2(x) mit oy, ap € R.
Nun bestimmen wir eine spezielle Losung von y'(x) = Ay(x) + h(x) mittels Varitation der
Konstanten. Die Wronski-Matrix des Fundamentalsystems (g, g2) von y'(x) = Ay(x) ist

er _ erx er _ 2xe2x
erx er + 2xe2x

wort =g 1) =5 )

Die Inverse von M (x) ist laut Vorlesung

M(x) =

Es ist

—2x —2x —2x —2x
-1 e 1 (e +2xe 2xe”* —e
M) =) ()= (TR 2L

Wir miissen nun Funktionen ¢ (x),c;(x) finden fiir die gilt

) =m0 ne = (555)

Wir integrieren dazu die rechte Seite einfach komponentenweise under erhalten:

(a)=()

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

agi(x)+Bga(x) +gp(x)

mit o, B € R.
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

y' + 4y = 8+ 4cos(2x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(a) Losung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losung fj, der homogenen Gleichung berechnet werden. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom aus der Gleichung y” + 4y = 0:

p(X) =X +4=(X+2i)(X —2i).
Dieses hat die Nullstellen A; » = &2/ und daher lautet die homogene Losung:

fn(x) =c1fi(x) + cafa(x) = 1 cos(2x) + ¢; sin(2x) mit ¢, ¢ € R.

(b) Losung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Hier nutzt man das Superpositionsprinzip aus, d. h. man sucht Losungen f),, von ygl +
4y, =8und f,, von ygz +4y,, = 4cos(2x) und bekommt damit die partikuldre Losung

fP :fpl +fp2'

(1): Storfunktion h;
Fiir die Storfunktion £ (x) = 8 erhdlt man den Ansatz

i (%) = ae®™,
da keine Resonanz vorliegt. Zweimaliges Differenzieren und Einsetzen liefert
0+4a=8.

Somit lautet das Ergebnis nach Koeffizientenvergleich f,, (x) = 2.

(2): Storfunktion h, komplex
Anstatt /1 (x) betrachtet man zunéchst die komplexe Storfunktion

hy(x) = 4e*™.
Es liegt Resonanz vor mit A; = 2i und Vielfachheit m = 1, daher lautet der Ansatz
Fop () = axe®™.
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit dem Operatorenkalkiil
(D +2i)(D — 2i) (axe®™) Z4e%
¢** (D + 4i)D(ax) L4020
(D +4i)(a) =4
dia =4
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und somit @ = —i. Die partikulidre Losung fm lautet also
Fp, (x) = —ixe®™ = xsin(2x) — ixcos(2x).

Da die eigentliche Storfunktion der Realteil der komplexen Stérfunktion ist 2, (x)=
R(hy(x)) folgt damit auch fiir die gesuchte Partikulédrlosung

fp(x) = ‘K(fpz (x)) = xsin(2x).

(3): Storfunktion h; reell
Man kann das Rechnen mit den komplexen Storfunktionen auch vermeiden, indem
man direkt den folgenden reellen Ansatz macht

fp, (%) = axsin(2x) + bxcos(2x).

Zweimaliges Ableiten dieser Ansatzfunktion liefert dann

fl’)2 (x) =(2ax+ b) cos(2x) + (a — 2bx) sin(2x),
[y (x) =(4a — 4bx) cos(2x) — (4b + 4ax) sin(2x).

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhilt man durch einen Koeffizien-
tenvergleich somit ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten a und b

4acos(2x) — 4bsin(2x) =4 cos(2x).

Dieses Gleichungssystem hat die Losung a = 1, b = 0 und damit hat die partikulire
Losung zu hy(x) wie vorher die Form

fp,(x) = xsin(2x).
Die komplette Partikuldarlosung erhdlt man durch Addition der Einzell6sungen
fp(x) = fp,(x) + fp,(x) =2+ xsin(2x).

(¢c) Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten
Alternativ kann man die partikuldre Losung auch durch Variation der Konstanten be-
stimmen. Dazu muss man die Wronskimatrix M (x) fiir f1(x), f>(x) aufstellen und ihre
Inverse M~ (x) berechnen

s(2x)  sin(2x) _ 1 (2cos(2x) —sin(2x)
M(x) = (—CZOSin(Zx) 2005(2x)> , M) = 2 (25?n(2x) cos(2x) ) '

Damit kann man ein Gleichungssystem fiir die Ableitungen der noch zu bestimmenden
Funktionen ¢ (x) und c;(x) aufstellen

() =3y ) (s o)
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und erhiélt nach Ausfiihren der Matrixmultiplikation

() (2 es)

Man sieht sofort, dass
—4/sin(2x)dx: 2cos(2x) und 4/cos(2x)dx: 2sin(2x).

Zur Bestimmung der restlichen Stammfunktionen kann man z.B. die Substitution z =
sin(2x) ~» dz = 2cos(2x)dx oder z = cos(2x) ~» dz = —2sin(2x)dx nutzen

2
/ 2sin(2x) cos(2x)d. / dz = Sm 2%) bzw. — / zdz = w

bzw. partiell integrieren

sin(2x)

/cos2(2x)dx:/cos(2x) cos(2x)dx =

= %sin(zx) cos(2x) + /(1 —cos?(2x))dx

cos(2x) + / sin®(2x)dx

1
! sin(2x) cos(2x) + g

Damit lauten die Funktionen ¢ (x) und ¢, (x) letztendlich
I . 2 1 2
c1(x) =2cos(2x) — 5 sin (2x) bzw. ¢1(x) = 2cos(2x) + 5 cos (2x),
1
c2(x) =2sin(2x) + 5 cos (2x) sin (2x) + x,
und man bekommt die partikulédre Losung durch Einsetzen dieser Funktionen
fp(x) = c1(0) f1(x) +c2(x) f2(x)
1 1
=2cos?(2x) — 5 sin?(2x) cos(2x) 4 2sin®(2x) + 5 cos (2x) sin® (2x) + xsin(2x)
=2+xsin(2x) bzw.

fr(x) = %cos(Zx) + 2+ xsin(2x).

Zusammenfassend lautet die allgemeine Losung als Linearkombination des homogenen und
partikuldren Anteils somit

F(x) = fu(x)+ fp(x) =24cycos(2x) + (c2 +x)sin(2x)  mitcy,cz € R.
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Die 2-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

f):=hHE)+fK), xe[=1,1), fx+2)=f(x) mit

3x, xe€[-1,0)

fi(x) :==sin(7rx) und fo(x):= { 0. xelo.1)

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.
(b) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Zum Entwickeln der reellen Fourierreihe von f bietet es sich an die Fourierreihen von
/1 und f> zunichst separat zu bestimmen und danach zu kombinieren.

(1) Mit den bekannten Orthogonalitétsrelationen fiir f| sieht man sofort, dass

1,k=1
a17k:O VkGN(), b17k:(]].{7}(k) :){ O,k;é7 ,kGNo.

(2) Der erste Koeffizient ay g fiir f> folgt durch einfache Integration sofort:

0 1 5 0 3

a20:3/xdx—|—/0dx:3 {x—] -2

7 2|, 2
—1 0

Zum Bestimmen der allgemeinen Koeffizienten ist es hilfreich zuerst die allgemei-
nen Stammfunktionen durch partielle Integration auszurechnen

1
Fi(x) = /xcos(knx)dx :% sin(k7mx) 4 ) cos(kmx),

1
F(x) = / xsin(kmx)dx = — % cos(kmx) + ) sin(kmx).

Die Koeffizienten erhilt man dann durch Einsetzen in diese Stammfunktionen
0 1
ar i =3 /xcos(kitx)dx+ /Ocos(kﬂx)dx =3F(0)=3F (-1)
—1 0

3 3 3 .
=i~ i O = s (1 (1),

0 1
bry =3 / xsin(krx)dx + / Osin(kmx)dx = 3F(0) — 3Fy(—1)
—1 0

3(=1F

3
=~ cos(—km) = —
cos(—km) o

kn
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(3) Alternativ fiihrt auch die Rechung im Komplexen fiir f, mit 7 =2 und ® = 7 zum
Ziel. Durch partielles Integrieren bekommt man

_ —ik _ ([ 1 —ik
F3(x)—/xe M dx = (E—l—m)e e

und somit die Koeffizienten ¢, ; analog zu den Rechnungen im Reellen als

0 I

3 - 1 - 3 3
2k =5 /xe_’k”xder 3 /Oe_’k”xdx =3k (0) — §F3(—1)
0

-1

371 3/—i 1 L
= — ) =2 =+ —— (=1
2 (kznz) 2 (kn * k27r2) (=1)
31 w3 (=DF
“rep I

Man sieht sofort, dass ¢, _; = ¢34 gilt und bekommt somit wie vorher

3
k?m?

3(—1)k

a i (c2.4) pom

(1= (=1)") und byy=—23(co) = —

(4) Fasst man nun alle vorher berechneten Koeffizienten zusammen und nutzt aus, dass

die Koeffizienten mit geraden Indizes in der Cosinusreihe von f, verschwinden, so
lautet die Fourierreihe von f

y 1=

3
+—= cos(kmx)
4 w2 & k?
3
T

2 i (=1)* sin(k7x) + sin(77x)

——cos((2k— 1) mx)

Ok
+ Z <]l{7} (k) — 3(k7r1) ) sin(k7x).

(b) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (2k —1,2k) U (2k,2k + 1)
(k € Z) mit endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f” in
allen Punkten {k|k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (2k — 1,2k + 1)
(k € Z), konvergiert die Fourierreihe in diesem Bereich also gegen f(x). In den Punkten

{2k + 1|k € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 3, sodass sich der Grenzwert
dort berechnet als

%( lim f()+ lim f(x))z%(0—3):—§.

x,2k+1 XN2k+1
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Aufgabe 1: (10 Punkte)
Im R3 wird eine Fliche T durch die Abbildung

®:[0,32] x[0,3%] — R3
(34 cos(t))
(s,¢) — | (3+cos(r))
sin(t)

cos(s)
sin

(5)

parametrisiert. Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldes

f:R? - R}
X 0
y — 0
Z —XZ

entlang der Randkurve von T'.

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Finden Sie die allgemeine Losung des Systems y' = Ay + A mit

-1 1 2e*
A= (—4 3)’ h(x) = (4@6)'
Aufgabe 3: (8 Punkte)

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

y' =3y +2y =2+ 3xe>.

Aufgabe 4: (10 Punkte)
Sei f: R — R die 2-periodische Abbildung, die gegeben ist durch

f(x):=sinh(x), xe[-1,1), f(x+2)=f(x).

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f. Ihre Losung darf Ausdriicke der Form

sinh(a) bzw. cosh(b) mit a,b € R enthalten.

(b) An welchen Stellen x € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert

konvergiert die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Im R3 wird eine Fliche T durch die Abbildung

®:[0,%]x[0,%%] — R}
(3+cos(r)) cos(s)
(s,¢) — (34 cos(t)) sin(s)
sin(t)

parametrisiert. Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldes

f:R3 —» R3
X 0
y > 0
Z —XZ

entlang der Randkurve von T'.
Losungsvorschlag: Bei der Zirkulation von f entlang der Randkurve von 7 handelt es sich
um das Kurvenintegral

[ rw)-du

wobei fiir die Randkurve eine Orientierung gewéhlt werden muss, wodurch das Ergebnis nur
bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Sei Q := [0, 2Z] x [0, 2%]. Nach dem Satz von Stokes

gilt
[ rw)-du= //T(rotf)-ndO,

wobei hier die Orientierung der Randkurve 97 vertrdglich sein muss mit der Einheitsnormalen
n. Da das Ergebnis aber nur ohnehin bis auf Vorzeichen eindeutig ist, miissen wir uns im die
im Satz von Stokes geforderte kompatible Orietierung keine Gedanken machen und werden
im Folgenden einfach beide Seite als gleichwertige Losungswege berechnen.

Losungsweg 1: Es ist das Integral

//T(rotf)-ndO,

wobei n eine Einheitsnormale an 7" ist, zu berechnen. Eine Einheitsnormale n an T ist gegeben

durch
0P 0P

X
ni=n(s,t) = 95— 9L

|as><az|
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Wir werden unten sehen, dass sich der Betrag \% X 8 ; | im zu berechnenden Integral raus-
kiirzt, sodass man nicht notwendig eine Einheitsnormale bestimmen muss. Es ist

—(3+cos(r)) sin(s) —sin(t) cos(s)
%_CI) X 8a_<I> = 3 +cg§€t))cf>s(s) X —Zin(t)(s:.?rf(s)
§ ! 0 cos(t)
(3 +cos(t)) cos(s) cos(z)

) )
= (3 +cos(t)) sin(s) cos(
(3 +cos(z))sin(s) sin(z) sin(s) + sin(z) cos

(3+cos(r)) cos(s) cos(t)

= (3—|—cos(t))sm( )cos(t)
(3+cos(t))sin®(s) sin(r) 4 (3 + cos()) sin(z) cos>(s)
(3+cos(t))))cos( s) cos(t

)
(5)(3+cos(t))cos(s)

) cos(s)cos(t)
= | (3+cos(t (s)cos(t) | = (3+cos(t)) | sin(s)cos(t)
(3 +cos(z))sin(t) sin(t)
Der Betrag dieses Vektors ist 3 + cos(7) und daher erhalten wir
cos(s)cos(t)
n= | sin(s)cos(t)
sin(t)
Es ist o of
aa—ﬁ - aa—j 0-0 0
rotf=[ 2195 | = o—(—2)) =[z] .
9h _ 9N 0-0 0
ox dy
wobei f1,..., f3 die Komponentenfunktionen von f sind. In den Koordinaten von @ ist also
0
(rot ) o®(s,t) = | sin(?)
0
und daher

((rot f) o®(s,1)) -n(s,t) = sin(z) sin(s) cos(z) .
Fiir das Oberflichenintegral erhalten wir nun unter Beriicksichtigung von 2.2.2 im HM-Skript

/(rotf )-ndO = / (rot f)o®)- n|a—q)><aq)|dsdt

2P ., I
X dd IJP
_ (rotf)-ndOz/((rotf)ofb) 2 g T8 O ds
/T 0 ]%_‘f %_‘f| ds
3
= [ | 7 (sin(t)sin(s) cos(r)) (3 +cos(r)) ds dt
s=0Jt=0
3
=[] 3sin(t) sin(s) cos(¢) + sin(¢) sin(s) cos(#)? ds dr
s=0Jt=0
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Mittels partieller Integration bestimmt man folgende Stammfunktionen

/cos(@)sin(@) de = —1008(9)2 ;

2
- 20 1 3
sin(6)cos(0)” d6 = 3 cos(0)”,
Damit sehen wir, dass
3n
2 1
/ ’ cos(t)sin(r) dr = =,
=0 2
7 1
/ sin(t)cos(t)? dt = = |
=0 3
und daher
¥ ¥ 17 3
/ 3sin(¢)sin(s)cos(t) ds dr = 3—/ sin(s) ds = =,
5=0J1=0 2 Js=0 2
T ¥ 1 (7 1
/ sin(¢) sin(s) cos(r)? ds dr = —/ sin(s) ds = = .
s=0Jt= 3 s=0 3

Wir erhalten nun

Losungsweg 2: Es ist das Integral
f(u)-du
oT

zu berechnen. Die Randkurve dT is durch die Einschrinkung von & auf das Quadrat dQ
parametrisiert. Wir durchlaufen dQ gegen den Uhrzeigersinn und parametrisieren die vier
Seiten des Quadrats einzeln wie folgt:

375 2 R
1110, 7]—>IR{ , S (O) ,

3w 3 _
K3 [077]_>R27 SH(23_7T )7
2
3n
Ky [0,7] —>R2, > (3—750—2‘)
2

Fiir die Parametrisierung des Quadrats gibt es einen Punkt.
Es gilt dann (siehe auch 2.2.2 im HM-Skript)

4 3z /
/an(u).du:i;/o foq)oKi(u)'(q)OKi)(u)du-
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Es ist
4cos(s) 0
fo®oK(s)=f|4sin(s) | = |0
0 0
und daher ist das Integral tiber K; gleich 0.
Es ist
0 0
fo®oKy(t)=f[—-3—cos(t) | =1|0
sin(7) 0
und daher ist auch das Integral iiber K> gleich 0.
Es ist
3 cos(%’r —) 0
fo®oKs3(s)=f| 3sin(3Z —s) | = 0 ,
—1 3cos(3Z —)
/ :
/ 3cos(3Z — ) 3sin(3F — )
(PoK3)'(s) = 3sin(37”—s) = —3008(37”—s) ,
—1 0
und daher ist auch das Integral iiber K3 gleich 0.
Es ist
3+cos(3F —1) 0
fodoky(t)=f ~ 0 ,
sin(3E — 1) — (3+cos(3E —1))sin(3E —1)
3+cos(3E 1) / sin(3Z —1)
(@oKy) (1) = - 0 ,
sm(%ﬂ—t) —cos(%’r—t)

und daher ist
3
/2 FodoKy(t)- (Poky) (1) di
0

7 3n 3n 3n
= /0 <3+cos(7 —t)) sm(T —t)cos(7 —t)dr.

Wir konnen dieses Integral entweder analog zu oben mittels partieller Integration berechnen,
konnen es aber auch mittels Substitution berechnen:

3 3
wi= cos(g —1) ~>dw = sin(—7r —1)dr

und obiges Integral wird dann gleich

1 1 1
/0(3—1—w)wdw:Bw+§w2} :%—i—
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Also ist auch hier
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Aufgabe 2: (12 Punkte)
Finden Sie die allgemeine Losung des Systems y’ = Ay + A mit

A= (G s) o= ().

Losungsvorschlag: Berechne zunichst die allgemeine Losung des homogenen Systems

y/ = Ay. Wihle dazu einen beliebigen Startwert, etwa v = (1,0)7, dann sind v und Av =
(—1,—4)T linear unabhingig.
Das charakteristische Polynom von A ist X? —2X 4 1 = (X — 1)?, was man entweder durch
Berechnung von det(A — A1) oder aus der Gleichung A%v = 2Av — v erhilt. Ein Fundamen-
talsystem der zugehorigen Gleichung y” — 2y’ +y = 0 bilden die Funktionen g (x) = ¢* und
g2(x) = xe*, und daraus erhilt man die Wronski-Matrix

mo= (5 2)= (& wlie)

Auswerten bei xg = 0, Transponieren und Invertieren ergibt

mon =5 7).

Somit ergibt sich als Losung f; der homogenen Gleichung zum Anfangswert f;(0) = v:

- ~—1( & \ [ e —2xée*
i) =l 00"y (4 ) = ().
Da v und Av linear unabhéngig sind, kann als zweite, linear unabhingige Losung f> = f]

gewihlt werden:
—e* —2xe*

fx) = < —4¢* — 4xe* )
Also ist mit f und f> ein Fundamentalsystem fiir das homogene System gefunden. Alternativ,
aber aufwendiger, kann zur Bestimmung einer zweiten, linear unabhédngigen Losung auch ein
weitere Startwert, etwa v = (0,1)7 gewihlt und obige Rechnung dafiir wiederholt werden.
Nun muss noch eine partikulidre Losung des inhomogenen Systems durch Variation der Kon-
stanten berechnet werden. Die Wronski-Matrix M(x) des homogenen Systems ist

' —2xe*  —e* —2xe"
M(x) = (filf2) = ( —4xe*  —4e* —4xe" )

Auswerten bei x = 0 und Invertieren ergibt

M(0) = b-l und M(0)~! = ! _%
0 —4 0 —3 ’
Damit berechnet man nun

M(x) " = M(0) M(—x)M(0) ! = ( e bxe ™ e e )

X 1l ,—x 1., ,—x
xe 7€~ 5xe
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Der Ansatz
rooN 1 [ e +xe —%e‘x—%xe_x 2e8 1
)= e = (T T ) (G )= ()

fiihrt jetzt zu
X
()

und damit erhalten wir eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems als
e’ —2xe* —e* —2xe* X 2xe*
Fp(x) = M(x)e(x) = ( —4xet  —4e* —4xe* > ( —X ) n ( 4xe* ) ’
sowie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

f:fp+C1fl+C2f2:ex( 2x+C1(1—2x)+C2(_1_2x) )

4x —4cix+cp(—4 —4x)

mit c1,c; € R beliebig.
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

Y =3y 42y =2+ 3xe*.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y” — 3y’ + 2y = 0. Das charakteri-
stische Polynom p dieser Differentialgleichung lautet

p=X>-3X4+2=(X-1)(X-2).
und hat die Nullstellen 1 und 2. Also lautet die allgemeine homogene Losung fj:

Sa(x) = c1f1(x) +cafa(x) = cre* + cre™
mit cy,cp € R.
In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikulire) Losung der

gegebenen inhomogenen Differentialgleichung — und zwar entweder durch einen Ansatz nach
Art der rechten Seite (Variante 1) oder durch Variation der Konstanten (Variante 2).

Variante 1: partikuliire Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Losung f,, von y” — 3y’ +
2y =2+ 3xe*, indem man eine partikulidre Losung f,1 vony” — 3y’ +2y =2 = h;(x) und eine
partikulire Losung f,2 von y” — 3y’ + 2y = 3xe*™ = hy(x) bestimmt und diese beiden addiert:

fp:fpl+fp2-

e Zunichst zu y” — 3y’ +2y = 2 = hy(x)! Weil 0 keine Nullstelle von p ist (keine Reso-
nanz), machen wir den Ansatz

fo1(x) = ae™.
Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
0+2a=h;(x) =2.
Alsoa=1und f,(x) = 1.

o Jetzt zu y" — 3y 4 2y = 3xe** = hy(x)! Weil 2 eine einfache Nullstelle von p ist (Reso-
nanz), machen wir den Ansatz

fr2(x) = (b+cx)x'e®,
Zweimaliges Ableiten ergibt

fpa(x) = (b+2(b+c)x+2ex?)e™,
fra(x) = (4b+2c+ (4b+8c)x + 4cx2) e,
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Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
2cxe™ 4 (b4 2¢)e™ = 3xe™
und damit ¢ = % und b = —3 (Koeffizientenvergleich!). Also f,2(x) = —3xe* + %xzezx.
Insgesamt erhalten wir f,(x) = f,1(x) + fp2(x) = | —3xe* + 3x%e™.

Variante 2: partikulire Losung durch Variation der Konstanten
Die Wronskimatrix M (x) zu fi, f> und deren Inverse M (x)~! lauten:

e

) = (5 pa)e M0 = psatne) = (2050 %)),

Aufgrund eines Satzes aus der Vorlesung ist eine partikuldre Losung gegeben durch f,(x) =
c1(x) f1(x) +c2(x) f2(x), wobei ¢y, ¢; Funktionen sind, sodass

AN gt (O )= (260 e (0 Y (e e
ch(x)) g h(x)) ~ \—e ™ e ) \243x¢?) ~ \ 272 43x /-
Also gilt (mit Integrationskonstanten c, ¢20):

c1(x) =2 —=3(x—1)e" + 1o,

3
co(x) = —e sz + 20

(partielle Integration fiir ¢;!). Wihlt man die Integrationskonstanten cyg, ¢3¢ beide gleich 0,
so erhilt man eine partikuldre Losung f, durch

fr(x) = ci1(x) fi(x) +c2(x) fa(x) = (26 =3(x—1)e") e + (- e 4 %xz)ezx

3
=14 3™ —3xe> + §x262x :
(Diese partikulire Losung unterscheidet sich von der in Variante 1 durch die Losung x +— 3e%
der homogenen Gleichung. Wihlt man die Integrationskonstanten cqp,cg2 als ¢co; = 0 und

co2 = —3, so erhilt man die partikulidre Losung aus Variante 1.)

In einem dritten und letzten Schritt muss man schlielich noch die oben bestimmte allge-
meine homogene Losung und die oben bestimmte partikulidre Losung addieren:

3
F0) = o)+ folx) = 16+ e2¢™ +1-3x + 22 (e1,02 € R),

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Sei f: R — R die 2-periodische Abbildung, die gegeben ist durch

f(x):=sinh(x), xe[-1,1), f(x+2)=f(x).

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f. Thre Losung darf Ausdriicke der Form
sinh(a) bzw. cosh(b) mit a,b € R enthalten.

(b) An welchen Stellen x € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert
konvergiert die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Weil sinh(x) = %(ex — ™) (in Worten: weil sinh der ungerade Anteil von exp ist), ist
sinh ungerade und damit gilt a,, = 0 fiir alle n € NU{0}.

Wir miissen also nur noch
2 (2 21 I
b= /_ zg Fx)sin (Sex) dx = /_ sinh(x)sin(nx)
berechnen fiir alle n € N (wobei T = 2 die Periode von f ist).

Variante 1: Ausnutzung von sinh = cosh’ und cosh = sinh’
Wegen sinh = cosh’ und cosh = sinh’ kann man das b,-Integral mithilfe (zweimaliger)
partieller Integration berechnen, und zwar wie folgt:

/ sinh(x) sin(nmx) dx = cosh(x) sin(nmx) — nn / cosh(x) cos(nmx) dx
= cosh(x) sin(nmx) — nx ( sinh(x) cos(nmx) +nm / sinh(x) sin(n7mx) dx)
= cosh(x) sin(n7x) — n7wsinh(x) cos(nmx) — n’m? / sinh(x) sin(nmx) dx,

das heifit (Auflosen der obigen Gleichung!)

1

/Sinh()C) Sin(l’lﬂ.X') dx = m

( cosh(x) sin(nmx) — nmwsinh(x) cos(mrx))
und damit ergibt sich mit sin(+nz) = 0 und cos(£nm) = (—1)", dass

- /_11 sinh(x) sin(n7rx) dx — (cosh(x) sin(n7x) — nasinh(x) cos(nnx)> ’]_1

1 +n?nm?
1
= Toan (— nrsinh(1)cos(nw) +nmw sinh(—l)cos(mt))
n
2nm .
= m(—l)’“rl sinh(1).
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Variante 2: Ausschreiben von sinh in die exp-Bestandteile

Wegen sinh(x) = %(ex — ™) kann man das b,-Integral auch in zwei Integrale aufteilen

und diese dann wieder mit (zweimaliger) partieller Integration getrennt berechnen.
/ex sin(nmx)dx = " sin(nmx) — nﬂ:/ex cos(nmx)dx
= e'sin(nmx) —nxw (ex cos(nmx) +nmw / e sin(nmx) dx) ,
/e" sin(nmx)dx = —e *sin(nmx) + nn/e" cos(nmx) dx
= —e “sin(nmx) + nn( —e “cos(nmx) — nit/ex sin(nmx) dx) )

das heit (Auflosen der obigen Gleichungen!)

1
/ex sin(nmx)dx = T5ie <ex sin(nmx) —nmwe* cos(nn’x)) )
1
/e_x sin(nmx) dx = 1o < —e “sin(nmx) —nmwe™ cos(nitx))

und damit ergibt sich mit sin(+nx) = 0 und cos(£nm) = (—1)", dass

1 1,/ 1
b, = / sinh(x) sin(n7mx) dx = 5 ( / e sin(nmx) dx — / e “sin(nmx) dx)
-1 -1 -1

= 1 X Q1 X —x - x 1
= m<e sin(nmx) — nmwe* cos(nmx) + e *sin(nmx) +nme cos(mrx))‘_1
1
EETIE) <—n7re1 cos(nm) +nme ! cos(nm) +e ' cos(nm) —e! cos(nn’))
n
2nm .
T (—1)""sinh(1).

SchlieBlich miissen wir die eben bestimmten reellen Fourierkoeffizienten noch zur reel-
len Fourierreihe Sf von f zusammensetzen:

(=1)"n

ao
- 1+n2n2

$F(0) =4

+ Z ay cos(nmx) + Z by sin(nmx) = —27msinh(1) Z sin(nmx).
n=1 n=1 n=1

(b) Wie man sofort sieht, ist f|(_ 2 142x) flir jedes k € Z stetig differenzierbar und sowohl
f als auch f” sind stetig fortsetzbar auf das abgeschlossene Intervall [—1 + 2k, 1 + 2k],
mit anderen Worten: die einseitigen limites

1. 1 / 1 1 /
x\irlr}FZkf (), x\irlr}FZkf (), x/‘llTZkf (), x/llr-li}2kf (x)
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existieren in den reellen Zahlen. Also konvergiert die Fourierreihe von f nach einem
Satz der Vorlesung in jeder Stelle x € R gegen das arithmetische Mittel aus den einsei-
tigen Grenzwerten, kurz:

sy = L6216 _

: > (1im £() + lim £(»))

v/ % pAY

Weil nun f in den Stellen 1+ 2k (k € Z) Sprungstellen hat und in allen anderen Stellen
stetig ist, ergibt sich

f(x=)+ f(x+) _ sinh(1)+sinh(—1)

Sf(x)= > = 5 =0 firxe{l+2k:keZ},
Sf(x):f(x_);f(XJr):f(x) fiirx ¢ {1+2k: k€ Z}.
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Aufgabe 1: (11 Punkte)
Gegeben ist der Korpét = {(x,y,2) € R® | 1< XP+y?+722 <4; xy,z>0}.

(a) Geben SiK in Kugelkoordinaten an.
(b) Berechnen Sie das Volumen des Korpérs

(c) Berechnen Sie den Schwerpunkt un

Aufgabe 2: (6 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

y =Ay, y(0) =V,

1 -1 1
Aufgabe 3: (2 Punkte)

Seix = x(t), v=v(t) eine Losung des Differentialgleichungssystems

X=v,V=-—x

wobei

und seiE = ¥4 Zeigen Sie, das&c < 0.

Aufgabe 4: (7 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine L6ésung der Differentialdiaitg

y'(X) — 4y (x) — 5y(x) = cosh(x).

Aufgabe 5: (5 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die Z-periodische Funktiog: R — R sei gegeben durch

T, _ m
_Z’Z>’ 9(X>—9(X+§)-

(a) Entwickeln Siegin eine reelle Fourier-Reihe.

g(x) :=—x; Xe |

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

(c) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe vbx) = sin(8x).
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Ldsungsvorschlage zur Klausur
fur bau, ernen, fmt, geod, mach, medtech, tema, umw, verf, vk )

Aufgabe 1: (11 Punkte)

Gegeben ist der Korpét = {(x,y,2) € R® | 1< XP+y?+722 <4; xy,z>0}.
(a) Geben SiK in Kugelkoordinaten an.
(b) Berechnen Sie das Volumen des Korpeérs

(c) Berechnen Sie den Schwerpunkt un

Losungsvorschlag:

(a) Eine mogliche Parametrisierung des Hohlkugeloktantetetau

rsin(3)coq @)
K(r,¢,3)= ( rsin(3)sin(¢) ), 0<I9<m/2, 1<r<2, 0<¢<m2
rcogd)

(b) Das Volumen des Korpers berechnet sich Giber das Volumegnaiteie folgt:

/2 rm/2 (2
vK:/ / / r2sin(39)drdgd9
0 0 1

_m
6
Alternativ: Es gilt fur das Volumen eines Kugeloktanten mit dem Radius
V(r) 4/3m3
8 8
Somit ist das gesuchte Volumen gegeben durch
v V@ -V
8
_Tm
6

(c) Fur Koordinaten des Schwerpunkts berechnen wir einer digeriden Integrale:

S— ViK///xdxdydz: %/On/z/on/z /12rsin(z9)cos(qb)rzsin(z‘})drdd)dz‘}
K

_ 4
~ 56
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oder 6 12 2 g2 45
TT, TT,
_ 3qi _
S = 771/0 /0 /1 rsin(3)cogd)drd¢dd 6

Aus Symmetriegrinden gi§, =S, =S..

Alternativ Kartesische Koordinaten:

(@)

(b) Berechnung des Volumens mit kartesischen Koordinatenl€¥ g- Vo> — Vi, wobeiV,
das VWolumen des Kugeloktantes mit dem Radiumezeichnet. Fur das entsprechende
Integral schreiben wir:

ro V2= 122y
V, = / / / dxdydz
o Jo 0

V=122

:/or E(( 2—zz)arcsir(\/%)+y\/r2—22—y2) dz

y=0

_ (T2 _m

_/o 20 —ZA)dz= 5
7

V=—
6

(©)
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Aufgabe 2: (6 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

y =Ay, y(0) =V,

(1) ()
o ()

(VIAV) = ( . 1)

Das charakteristische Polynom der Mathixst

wobei

Losungsvorschlag:

Also

A-1 1

del()\I—A):‘ 1 -3

— -2

2 ist die einzige Nullstelle des charakteristischen Patysound sie ist zweifach. Deswegen
bekommen wir

91\ _ e

g2 te?
Also ist die Wronski Matrix

M(t) = ( (22[2[), (tt:ztzt)/ ) = ( ;:Z (2tt+ej>e2‘ )
)

und wir bekommen
Jetzt berechnen wir
und

Deshalb ist die Losung des Anfangswertproblems

—wmmonH(8) - (51 (E2)(S)

lice
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Aufgabe 3: (2 Punkte)
Seix = x(t), v=v(t) eine Losung des Differentialgleichungssystems

X =v,V=-v_x

und seiE = ¥4 Zeigen Sie, das&E < 0.
Ldsungsvorschlag: Mit der Kettenregel bekommen wir

dE

= XV4V(—V° —X)
=<0

Apl. Prof. Dr. N. Knarr
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Aufgabe 4: (7 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialdiaitg

y'(x) —4y'(x) — 5y(x) = cosh(x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
e LOsung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losuniyg der homogenen Gleichung berechnet werden. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom aus der Gleichlingdy — 5y = 0:

p(X) =X2—4X —5= (X —5)(X+1).
Dieses hat die Nullstelleh; = —1,A» = 5 und daher lautet die homogene Losung:

fh(X) = C1 f1(X) + Cafa(X) = cre X+ ce™ mit ¢y, ¢ € R.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art dexchten Seitegx)
Wir verwenden cosfx) = exzefx und setzen nach Superposition zwei partikuléare L6-

sungen an. Zunachsg, (x) = ae*

fo,(x) =ae" und fJ (x) =ae".

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fp, —4fp —5fp, —ae‘— 4ae — Sae
= — 8age*

Ein Koeffizientenvergleich liefert
1

16
Als zweiten Ansatz wahlen wir wegen der Reson#igzx) = bxe™.

fo,(X) =b(e*—xe™™) und fJ (x)=b(—2e+xe).

a—=

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fp, —4fp, —5fp, =b(—2e 7 +xe™) —4(b(e ™ —xe ™)) — 5(bxe ™)

= — 6be *
efX
2
Ein Koeffizientenvergleich liefert
1
b=—-——.
12
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Damit lautet die partikulare Losung

1 1

e LOsung derinhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art decchten Seitefoshx))
Wir verwenden direkt den cosh und missen wegen der Resoiyarzacoshx) +
bsinh(x) + cxcoshx) 4 dxsinh(x) ansetzen. Dies fuhrt auf

fo(x) = (a+d)sinh(x) + (b+c) cosh{x) + cxsinh(x) + dxcosHx)

und

fp(X) = (b+2c) sinh(x) + (a+ 2d) cosh{x) + dxsinh(x) + cxcosh(x).

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fy —4f, —5f, =(b+2c)sin(x) + (a+ 2d) cosh{x) + dxsinh(x) + cxcosh(x)

—4((a+d)sinh(x) + (b+ c) coshx) + cxsinh(x) + dxcoshx))
— 5(acoshx) + bsinh(x) 4+ cxcoshx) + dxsinh(x))

=(a+ 2d — 4b— 4c— 5a) cosh(x) + (b+ 2c — 4a— 4d — 5b) sinh(x)
+ (c—4d — 5c)xcosh(x) 4 (d — 4c — 5d)xsinh(x)

=(—4b—4c—4a+ 2d) cosh{x) + (—4a— 4d — 4b+ 2c) sinh(x)
+ (—4d — 4c)xcosh(x) + (—4c — 4d)xsinh(x)

=coshx).

Ein Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

—4 —4 -4 2\ [a 1
—4 -4 2 -4|[b]| [0
0 0 -4 —4|fc| |0
0 0 -4 -4/ \d 0

Es folgt sofortd = —c und durch Subtraktion der ersten von der zweiten Zeile
6¢c — 6d = —1 und damit

1
¢ 12
Die letzte verbleibende Gleichung reduziert sich durcls&iren aut-4a—4b = % und
damit 1
b=—-——-—-a
8

Damit lautet die partikulare Losung

fp = (a(cosh(x) —sinh(x))) — %sinh(x) - %Zxcosffx) + %zxsinh(x).
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bzw, daa undb vertauschbar sind,

fp = (b(sinh(x) — coshx))) — %cosf{x) - %Zxcosr(x) + %zxsinh(x).

Da coslix) — sinh(x) = e * gilt, kann man die Konstant(bzwb) in der Konstante;
der homogenen Lésung verschwinden lassen.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Komstten
Alternativ kann man die partikulare Losung auch durch \feorader Konstanten be-
stimmen. Dazu muss man die Wronskimatixx) fur f1(x), fo(x) aufstellen und ihre
InverseM (x) ! berechnen

—X X 1 _
M(X) = (_ee—x Se;x) ) M<X)_1 = 6 (eS—e:x e—eSZ(() :

Damit kann man ein Gleichungssystem fir die Ableitungemaeh zu bestimmenden
Funktionencs (X) undcy(X) aufstellen

(é&;) - % (e?‘egx e %xx) (cosorm)

und erhélt nach Ausfiihren der Matrixmultiplikation
X)) [ —&(E*+1)
o(x))  \ (e *+e®))
Man sieht sofort, dass

1 1 1 1 1 1
[ 1 - — e _/ X o By — T MX T o6
12/ TAX=mog€ T 1) e TX=E g e

Damit lauten die Funktioneey (X) undcy(x) letztendlich

c1(X) =— e 1

1 24 12
. 1 —AX 1 — BX
Co(X) == 288 "~ 7%

und man bekommt die partikulare Losung durch Einsetzeredi@snktionen

fp(X) = c1(X) f1(X) + c2(x) f2(x)
_ txex o o ax L a1 exx

24 12 28° 72° €
o1, 1 1,
—Eex—l—zxe (—7—2e )
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Zusammenfassend lautet die allgemeine Losung als Linedrkation des homogenen und
partikularen Anteils somit

1 1 .
f(X) = fr(X) + fp(X) = —Eex—i— (c1— 1—2x)e‘x-l—c2e5X mit 1, ¢, € R.

bzw, wenn mit dem cogiX) gerechnet wurde

1 . 1 . :
f(x) = -3 sinh(x) + 1—2x(smh(x) —coshx)) +c1e ¥+ e mitcy,co e R.

oder

1 1 . )
f(x) = -3 cosh(x) + 1—2x(smh(x) —coshx)) +cie ¥+ e  mitcy,co € R.
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Aufgabe 5: (5 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 5:
e Ldsung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losunfyg der homogenen Gleichung berechnet werden. Dies erreichen
wir, indem wir den Ansatz der getrennten Variablen wahlen.

fh(x) — 2
fn(x)
Durch Integration erhalten wir
In(fh(x)) = ——=+¢
und daraus ,
fn(x) = ce 5

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art dexchten Seite
(Gluck oder genaues Hinschauen)
Wir wahlen als Ansatfp(x) = ax? + bx+c und damitf; = 2ax+b. Dann ist

X2 = f(%) +x2fp(x) = ax* -+ bx® + ox® + 2ax-+ b

und es folgt direkt, dask,(x) = 1 eine partikulare Losung ist.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Komstten
Wir variieren die Konstante der homogenen Losung und wahlen als Ans(x) =

X3 . . .
c(x)e” = . Dies fuhrt auf die Gleichung
X3
d(x) = x%e3 .

Wenn wir dies nun integrieren, bendtigen wir die Substiuiti = x3 mit g_)z( = 3x% und
erhalten

c(x) = / ¢ (X)dx = / X265 dx

1.
= [ —e3d
/Sez

= @3

IN

[EleX

es.
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Das bedeutet, die partikulare Losung laufigix) = eg

e Allgemeine L6sung aus homogener und inhomogener Lésung
Die allgemeine LOsung lautet
3

f(X) = fu(X) + fp(X) = ce~ 7 + 1.

e LOsung der allgemeinen Gleichung nach getrennten Verantienen
Durch Umstellen der Gleichung erhalten wir

und daraus ,

f(x) = ce 3 +1

e LOsung des Anfangswertproblems aus der allgemeinen Lésung

Es gilt alsof (0) = c+ 1 =5 und damitc = 4. Die Losung des Anfangswertproblems

lautet also ,

f(x)=4e 3 +1.
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Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die 5-periodische Funktiog: R — R sei gegeben durch

T 7T>
4’4
(a) Entwickeln Siegin eine reelle Fourier-Reihe.

g(x) :=—x; xXe|[—

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

(c) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe vbx) = sin(8x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(@) (1) Weilg(x) = —x ungerade ist, gila, = O fur allen € NU{0}.

(2) Die Koeffizienteroy, fur g folgen durch einfache Integration sofort:

—xsin(4nx)dx = 4 [M} ——/cos(4nx
=

4
A
" T 4n

m:\ s

N:l

_ {xcos(4nx) B sin(4nx)} i (="
nrt a?mr | 2n

L
4

(3) Die Fourierreihe vorg ist

g(x) ~ f (_1>ksin(4kx).
2k
(b) Die Funktiongist stetig differenzierbar in den Intervall{r?k;l) ) (ZkH ) (ke Z) mit
endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohgféls auckg’ in allen Punk-
ten { (2”1 ke Z} Da die Funktiong insbesondere stetig ist |6(2k;1)", (Zkzl)"
(ke 7z), konverglert die Fourierreihe in diesem Bereich also geg®). In den Punkten
(Zki |k e Z} hingegen machg einen Sprung der Hohg, sodass sich der Grenz-

wert dort berechnet als

1 1
5 im gx)+ lm 9X) |==(—=+-)=0.
2 <H<2k;1>"_o @i 2 4" 24

X—

(c) Mit den bekannten Orthogonalitatsrelationen fur(8k) sieht man sofort, dass
Sin(8x) ~ % + > accog(4kx) + by sin(4kx)
K=1

mit
1,k=2
a =0 vk e No, bk:(ézyk:){ 0kz2 KN
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Aufgabe 1: (4 Punkte)
Essei K = {(x,y) € R? | x> +-y? < 1}. Bestimmen Sie [/ sin(x* + y?)dxdy.
K

Aufgabe 2: (6 Punkte)
sin(z?)
(a) (2 Punkte) Sei h(x,y,z) = | x'®—z+2y |.Bestimmen Sie rot/ und divA.
Xy

(b) (4 Punkte) Es seien die Flichenstiicke T = {(x,y,z) € R? | x? +y? -2 =0,0<z< 1}
und D = {(x,y,z) € R} | x> +y> <1, z = 1} gegeben.

Bestimmen Sie den Ausfluss A(h, T UD) = [[ h-ndO.
TUD

Aufgabe 3: (10 Punkte)
. 11
SeiA = ( 11 ) .
(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor von A.

(¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungs-
systems y' = Ay.

(d) (6 Punkte) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialglei-
chungssystems y' = Ay + ( g )
Aufgabe 4: (7 Punkte)
Bestimmen sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y”—2y’—|—y:ex.

Aufgabe 5: (3 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y (x) = xy(x) = 2% (x)
y(0) =3.

Aufgabe 6: (10 Punkte)
Die 4-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

Jx+2, x€[-2,0)
f(x)'_{x—Z, x€[0,2)

(a) (1 Punkt) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—8,8).
(b) (5 Punkte) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.
(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.

(d) (2 Punkte) Entwickeln Sie die reelle Fourierreihe fiir cos(57x).
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Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, geod, mach, medtech, tema, umw, verf, verk

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Essei K = {(x,y) € R? | x> +y? < 1}. Bestimmen Sie [/ sin(x? +y?)dxdy.
K

Losungsvorschlag:
Durch Einfiithrung von Polarkoordinaten bekommen wir das Integral:

2 rl
//sin(x2+y2)dxdy:/ / sin(rz)rdrd(p
¥ 0 0

1

— /02” {—%(cos(rz)hd(p

2r 1
:/0 —E(cos(l)—l)dq)
=m(1 —cos(1))

Aufgabe 2: (6 Punkte)
sin(z?)
(a) (2 Punkte) Sei A(x,y,z) = | x'©—z+2y |.Bestimmen Sie rot/ und divA.
Xy

(b) (4 Punkte) Es seien die Flichenstiicke T = {(x,y,z) € R? [ x> +y>—7z2=0,0<z< 1}
und D = {(x,y,z7) € R? | x> +y> < 1, 7= 1} gegeben.
Bestimmen Sie den Ausfluss A(h,TUD) = [[ h-ndO.

TUD
Losungsvorschlag:
(@)
x+1
roth= | 2zcos(z?) —y
10x°
divh =2

(b) T UD ist der Rand des Korpers V = {(x,y,z) € R} | x> +y* <72, 0< z < 1}.

Wir beschreiben den Korper mit Hilfe von Zylinderkoordinaten als

V = {(rcos(), rsin(@), 2)[0<z<1, 0<r<z, 0<¢<2m}.
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Wir benutzen den Satz von Gauss und erhalten dann fiir den Ausfluss

2r 1 pz
A(h,TUD):// divhdxdydz:/ //Zrdrdzd(p
0 0 JO
14

2n 1 1z
:/0 /0 [r}odzd(p

21 12
e
0 0
_27r

3
Alternativ: Der Korper V ist ein Kegel der Hohe 1 mit einem Kreis vom Radius 1 als
Grundfliche. Da die Divergenz konstant ist, erhdlt man nach dem Satz von Gauss fiir
den Ausfluss das Produkt aus der Divergenz und dem Volumen des Kegels.

I
A(h,TUD) = // divhdxdydz = 257
|4

Aufgabe 3: (10 Punkte)

Sei A = ( i i ) .
(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor von A.
(¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungs-
systems y' = Ay.
(d) (6 Punkte) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialglei-
chungssystems y' = Ay + ( é )
Losungsvorschlag:

(a)
-2 1

det(A—l):‘ L 1-2

’:z(z—z).

Also ll = 0,7(‘2 =2.

(b) Ein Eigenvektor mit Eigenwert A; = 0 erfiillt die Gleichung A < “jl > = 0. Das gibt
2

vi +vp =0. Also ist ( > ein Eigenvektor.

—1
Ein Eigenvektor mit Eigenwert A, = 2 erfiillt die Gleichung (A — 2Ej3) ( :1 ) = 0. Das
2

gibt vi —vy = 0. Also ist ( !

| ) ein Eigenvektor.
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(c) Mit Hilfe der Teile (a), (b) bekommen wir, dass die allgemeine Losung ist
1 1 2x )
fu(x) =ci 1 4+ L) mit cj,cr € R,

(d) Die Wronksi Matrix des Systems ist

Man kann die Inverse berechnen

B 1 er o e2x
1 _
M) =5 (S

Mit dem Ansatz )

Also hat das System eine partikuldre Losung der Form

o =me = (G ()= ()

Deshalb ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

_1
c ! +c3 ! P 2 mit cj,co €R
-1 1 —X—3

Aufgabe 4: (7 Punkte)
Bestimmen sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Y'=2y+y=e".

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
e Losung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losung fj, der homogenen Gleichung berechnet werden. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom aus der Gleichung y” —2y' + 1y = 0:

p(X)=X*-2X+1=(X-1)>~
Dieses hat die doppelte Nullstelle A, /2 = 1 und daher lautet die homogene Losung:

fn(x) =c1fi(x) +cafa(x) =cre’ + cpxe’ mitcp,cr € R.
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e Losung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Da 1 eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist liegt doppelte Reso-
nanz vor. Daher muss hier der Ansatz f,(x) = ax*e* lauten.

Mit den Ableitungen
fp(x) = 2axe* + ax’¢* und [y (x) = 2ae* +4axe* + ax’e*
folgt fiir die Differentialgleichung

e = f, (x) = 2f,(x) + fp(x) = 2ae* + 4axe* + ax’e® —2(2axe* + ax*e") + ax’e* = 2ae*

=

und damit a =
Die partikuldre Losung lautet also

o Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten
Alternativ kann man die partikuldre Losung auch durch Variation der Konstanten be-
stimmen. Dazu muss man die Wronskimatrix M (x) fur fi(x), f2(x) aufstellen und ihre
Inverse (M(x))~! berechnen

M) = (G ) 0100y = (TN ),

—e e

Damit kann man ein Gleichungssystem fiir die Ableitungen der noch zu bestimmenden
Funktionen ¢ (x) und c,(x) aufstellen

()= (= ) (@)

und erhélt nach Ausfithren der Matrixmultiplikation

(@)=(7)
/—xdx: —%2, /1dx:x.

Damit lauten die Funktionen ¢ (x) und ¢, (x) letztendlich

Man sieht sofort, dass
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und man bekommt die partikuldre Losung durch Einsetzen dieser Funktionen

fp(x) = c1(x) fi(x) + c2(x) f2(x)
xz X X
= —Ee + xxe

Zusammenfassend lautet die allgemeine Losung als Linearkombination des homogenen und
partikulidren Anteils somit

2
fx) = fulx)+ fp(x) = (c1 +c2x+ %)e" mit c1,c; € R.

Aufgabe 5: (3 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y (x) = xy(x) = 2% (x)
y(0) =3.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
o Losung der Gleichung
Durch Umstellen der Gleichnung sieht man, dass es sich um eine Differentialgleichnug
mit getrennten Variablen handelt.

Durch Integration erhalten wir

In|f(x)| :%In(l—i-xz)—l—é

und daraus

f(x) =cV1+x2

o Losung des Anfangswertproblems
Es gilt also f(0) = ¢ = 3 und damit ¢ = 3. Die Losung des Anfangswertproblems lautet

also
f(x) =3V 1+x2

Aufgabe 6: (10 Punkte)
Die 4-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

Jx+2, xe€[-2,0)
f(x)'_{x—2, x€[0,2)
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(a) (1 Punkt) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—8, 8).
(b) (5 Punkte) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.
(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.

(d) (2 Punkte) Entwickeln Sie die reelle Fourierreihe fiir cos(57mx).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(a) Skizzieren von f:

(b) Bestimmung der Fourierreihe:
(1) Weil f ungerade ist gilt a,, = O fiir alle n € NU{0}.
(2) Losung mit Beriicksichtigung der Symmetrie:

MitT =4 und o = ZTE = % erhalten wir fiir die Koeffizienten

T
2
4
b, = ?/f(x) sin(nwx)dx
0
durch Integration:
2 2 2
by, :/(x—Z) sm(n—;rx)dx: /xsin(n—;m)dx—2/sm(?)dx
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Alternative Losung ohne Beriicksichtigung der Symmetrie:

MitT =4 und o = ZT” = % erhalten wir fiir die Koeffizienten

T
2
b, = % /f(x) sin(nwx)dx
I
durch Integration:
2
by =~ / £ ) sin( 25 )dx
-2
2 2
:1 /xsm dx+/51n Ydx — /sm(?)dx
- 0
[ xcos(”gx)]2 nmx
= +—/cos( )dx
nm nm

{2008 ]o N {2005 nnx):|2

2
[ xcos(”’zrx) 2sm(’””)} 2
)

- T
|:ZCOS (%55) ]0 |:ZCOS ””x)]z
_|_
0
=1y 2( 2 21" 2 2 4
B nmw nmw nmw nmw nw nm

(3) Die Fourierreihe von f ist

flx) ~ i —isin (ﬂ) :

- nr 2

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (4k — 4,4k) (k € Z) mit end-
lichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f” in allen Punkten
{4k|k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (4k —4,4k) (k € Z), konvergiert
die Fourierreihe in diesem Bereich also gegen f(x).

In den Punkten {4k |k € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 4, sodass sich der
Grenzwert dort berechnet als

3 (i 0+ i s) = Je-2-0

x—4k+0 x—4k—0
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(d) Wir betrachten cos(57mx) als 4-periodische Funktion.

- km . km
cos(5mx) ~ 612_0 —1—];1 akcos(Tx) + by sm(Tx)

Mit den bekannten Orthogonalititsrelationen fiir cos(57x) sieht man, dass

1,k=10
ak:(6107k:){0k#10,k€N0, by =0 Vk € Ny.
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Aufgabe 1 (10 Punkte) Es sei
Si={(z,y,2) € R®| 2 = 2% +9*, z < 2}.

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfelds f : R?* — R? lings S mit

fla,y,2) = (2 +sin’(z), 2 — cos®(y), y + €**).

Aufgabe 2 (4 Punkte) Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

/
3
iy — 2y 2

y(2) = 5.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Geben Sie alle reellen Losungen folgender Differentialgleichung an

Y’ — 6y + 9y = 18sin(3x) + ™.

Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

y. (1)

_ O O

0 1
y=Ay=110
0 0

(a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A € R**® und eine Basis des R? aus
Eigenvektoren. Geben Sie damit ein Fundamentalsystem fiir das Problem (1) an.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung
v=1y(0)=(2,0,1)T.

Aufgabe 5 (10 Punkte) Die 2m-periodische Funktion f: R — R sei gegeben durch
f(z) :=7mx+sinz,z € [-m,7) und f(z+271) = f(z).

(a) (I Punkt) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m, 27).
(b) (7 Punkte) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourierreihe.
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Aufgabe 1 (10 Punkte) Es sei
Si={(x,y,2) eR® | z =2 +4* 2 <2}

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfelds f : R3 — R? lings 05 mit

f(z,y,2) = (2 +sin®(z), z — cos®(y), y + ).

(a)

Eine mogliche Parametrisierung der Fliache lautet:

Vucos v

P(u,v) = | Vusinv |, 0Z2u=2 0Zv =27,
u
Damit ergibt sich
Tum2 cosv —u'/?sinv
D, = | TuY%ginw O, = | w'/2cosv
1 0
und
—u'/? cosv
¢, x ©, = | —u/?sinv

Der Flacheninhalt der Flache S ist

2 27 2 2m 1 2 1
F(S):/ / |(I>u><<I>U|dvdu:/ / \/u—f——dvdu:Qﬂ/ \/u+ — du.
o Jo o Jo 4 0 4

Mit der Substitution ¢t = u + i, also dt = du, ergibt dies:

9/4 9 9/4
F(S)=2r Vit dt = 2r §t3/2

1/4

B 137

1/4 3

(b)

Aus dem Satz von Stokes wissen wir:

Z(1,05) ://S(rotf) ‘n do,
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wobei wir die Randflache von S mit S und den Einheitsnormalenvektor auf S mit n bezeichnen. Fiir

die Rotation in kartesischen Koordinaten erhalten wir

fs _ Of2 1
Oy 0z

rotf(x,y,2) = %_% _ |4
f2 _ Ofr 1
ox dy

Damit folgt

//S(rotf) nd0 = /2 /27r rot f(®(u, v)) - (B x ,) dv du

2
= // (1,1,1)" - (—vucosv, —/usinv, —) dv du
// Vucosv — yusinw + = )dvdu—27r

Bemerkung: Wenn man die entgegengesetzte Normale wihlt, erhdlt man Z(f,0S) = —2.
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Aufgabe 2 (4 Punkte) Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

/
3
3#:5x7 x>_
3y — 2y 2

y(2) =5.

Variante 1: Losen mit Hilfe der Formel von Satz 3.3.8

Hierfiir miissen wir die DGL in die Form

y'(z) + g(x)y(z) = h(z)

bringen.

Dies kann man erreichen, indem man beide Seiten der Gleichung mit z3y(x) — 2y(x) multipliziert

und dann alles auf eine Seite bringt:
y'(z)
wy(x) — 2y(x)
() = (52 — 102)y(x)
Y (7) + (=5x* + 10z)y(z) = 0.

=5z

Es ist also g(z) = —5z* + 10z und h(z) =0

Bestimme eine Stammfunktion G von ¢:
/(—5x4 +10z)dz = —2° + 52* + C.

Setze also G(x) = —2° + 5z?.
Die Losungen der DGL lauten laut Satz 3.3.8

y = k(z)e @ 4 Ce ¢,
wobei k(z) = [e“@h(z)dzr und C € R\ {0}. Wegen h(z) = 0 ist auch k(z) = 0 und daher
y(x) = Ce® 5"

Bestimme nun C so, dass y(2) = 5. Es muss also gelten

y(2) = C - 2720 = Ce'? L
C = b5e 2.

Die Losung des AWP lautet also y(z) = 5e~12e*" 5"
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Variante 2: Logarithmische Integration

Es gilt allgemein [

J;’((ﬂ:))dx =In(|f(x)|).

Forme die DGL wie folgt um:

Integration auf beiden Seiten liefert nun

In(ly(z)]) = 2 — 5a® + C

)
ly(z)|
y(x) =

e 5_px24C

22

wobei C' € R~ {0} (dabei wurde das Vorzeichen beim Auflsen des Betrags damit beriicksichtigt,

dass C' < 0 zugelassen wurde).

Die Konstante fiir die Losung des AWPs berechnet sich wie in Variante 1.

Seite 4 von 10



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 04.03.2015, 120min

Aufgabe 3 (10 Punkte) Geben Sie alle reellen Losungen folgender Differentialgleichung an

y" — 6y + 9y = 18sin(3x) + &**.

Variante 1: Als erstes ist die homogene Gleichung zu l6sen. Thr charakteristisches Polynom lautet
M —6A+9=(\—3)>

Es hat offenbar die doppelte Nullstelle \; 5 = 3.
Ein reelles Fundamentalsystem der Losung der homogenen Gleichung lautet also

e?;:]c7 xe?)a:.

Um die inhomogene Gleichung zu losen, kann man nach dem Superpositionsprinzip fiir jeden

Summanden der rechten Seite getrennt vorgehen.
Beim Summanden 18sin(3z) liegt keine Resonanz vor. Deshalb macht man den Ansatz y, ;(z) =
asin(3z) 4+ bcos(3x).
Es gilt offenbar y]’g,l(a:) = 3acos(3x) — 3bsin(3z) und 3/;/7,,1(55) = —9asin(3z) — 9bcos(3z).
Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
—9asin(3x) — 9bcos(3x) — 6(3a cos(3z) — 3bsin(3z)) + 9(asin(3z) + beos(3z)) = 18sin(3x)
—18a cos(3x) + 18bsin(3z) = 18sin(3x).

Ein Koeffizientenvergleich liefert nun unmittelbar a = 0,0 =1, also y,1(x) = cos(3x).

Beim Summanden e3* liegt Resonanz vor. Hier macht man daher den Ansatz y,2(z) = az?e3”.
Es gilt
Y o(x) = 3ax?e® + 2axe™
" _ 2 3x 3z 3z
Ypo(r) = Yaxe™ + 12axe™ + 2ae™.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

9ax?e™ + 12axe® + 2ae™ — 6(3ax’e™ + 2axe®®) + Jare™ =

20,8336 — 3x

¢}

DN —

Somit gilt y,2(z) = sz%e*.
Die allgemeine Losung ergibt sich nun als Summe homogenen Losung und y,1, ¥p2, also

1
y(z) = c1®® + cyze® 4 cos(3z) + §x2e3“ c1,c € R.
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Variante 2: Verwende bei dieser Losung komplexe Ansétze.

Wie in der reellen Variante bestimmt man ein Fundamentalsystem der Gleichung.

Ebenfalls wie davor betrachtet man nach dem Superpositionsprinzip jeden Summanden der rech-

ten Seite getrennt.

Es ist 18sin(3x) der Imaginirteil von 18¢%7. Es liegt keine Resonanz vor, also macht man den

komplexen Ansatz y,1 = ae’”.
Es gilt offenbar y/, | = 3iae® und ¢, = —9ae®*.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man

—9ae®® — 18iae®® 4 9ae® = 183
—18iae™ = 18¢**

a=1.

Also ist
Yp1 = i€*" =i(cos(3z) + isin(3z)) = —sin(3z) + icos(3x).

Da 18sin(3z) der Imaginirteil von 18e*? ist, erhilt man die reelle Losung, indem man wieder

den Imaginérteil der komplexen Losung nimmt. Dieser ist offenbar cos(3z).

Beim Summanden e3* ist der komplexe und reelle Ansatz identisch, d.h. die restliche Losung ist

dieselbe wie im reellen Fall.

Bemerkung: Es ist zwar moglich die Losung mittels des Variations-der-Konstanten-Verfahrens

zu berechnen, aber dies ist deutlich aufwandiger und an dieser Stelle nicht ratsam!
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

(a)

(b)

01
y=Ay=1|1 0 (1)
0 0

_ O O
<

(4 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A € R**3 und eine Basis des R® aus

Eigenvektoren. Geben Sie damit ein Fundamentalsystem fiir das Problem (1) an.

(2 Punkte) Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung
v=1y(0)=(2,0,1)T.

()

Wir bestimmen die Eigenwerte und berechnen (z.B. Entwicklungssatz oder Sarrus-Regel)

-2 1
det(A—AE3)=|1 -\ 0 [=(1-=-X)NN\-1). (2)
0 0 11—\

Damit sind die Eigenwerte A\g; = F1 (wobei der Eigenwert 1 zweifach ist).

Die Eigenvektoren zu A\; = 1 ergeben sich durch Losen von

und damit folgt offensichtlich z; = x5 und x3 € R beliebig. Somit ist v; = (1,1,0)T (oder
ein skalares Vielfaches davon) ein Eigenvektor. Ein weiterer ist v, = (0,0,1)7, es handelt sich
also um eine diagonalisierbare Matrix. Natiirlich ist auch jede Linearkombination von vy, vy ein

Eigenvektor zum Eigenwert A\; (es gibt hier einen zweidimensionalen Eigenraum).

Der Eigenvektor zu A\g = —1 ergibt sich durch Losen von
1 10 T
(A+E5)z=111 0 9 | =0 (4)
0 0 2 T3
und damit folgt offensichtlich z; = —x9 und z3 = 0. Damit sind alle skalaren Vielfachen von

vo = (1,—1,0)T Eigenvektoren zum Eigenwert ).

Da wir eine Basis des R® aus Eigenvektoren gefunden haben, wissen wir (Satz 6.4.1), dass

{voe?® v1eM® vyet®} ein Fundamentalsystem sind, also
1 1 0
—1le ™ |1]e% | 0]e” . (5)
0 0 1
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(b) Wir kénnen das Fundamentalsystem aus Teil (a) nutzen und miissen dann fiir z = 0 die Koeffi-

zienten a; mit ¢ = 0, 1,2 bestimmen, so dass sich

1 1 0 2
fO =ay| -1+ |1]|+a2]0|[=]0 (6)
0 0 1 1

ergibt (dann stimmt die Linearkombination wegen der Existenz- und Eindeutigkeit der Losung
fir alle x € R). Damit folgt sofort, dass ap = 1 sein muss und weiter dass dann ag = a; = 1

sein miissen. Also ist die Losung gegeben durch

1 1 0 1 1
fley=]-1]e"+|1]e"+|0|e"=]-1|e"+]|1]¢€" (7)
0 0 1 0 1
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Die 2m-periodische Funktion f: R — R sei gegeben durch
f(z) :=mzx+sinx,xz € [-m,7) und f(z+27) = f(z).

(a) (1 Punkt) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
(b) (7 Punkte) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourierreihe.

=27 - ™ T

2]

(a) o

(b) Zum Entwickeln der reellen Fourierreihe von f(z) = sin(z) + mz = fi(x) + fa(x) bietet es sich

an die Fourierreihen von f; und f5 zunéchst separat zu bestimmen und danach zu kombinieren.

(1) Mit den bekannten Orthogonalititsrelationen fiir f; sieht man sofort, dass

alp = 0 Vn € IN(), bl,n = 51,n = { a , e INo.

(2) Weil fy(x) ungerade ist, gilt as, = 0 fiir alle n € NU {0}.
(3) Die Koeffizienten by, fiir f> folgen durch einfache Integration sofort:
- g
bo.n :—/Wx sin(nx)dx = {—M} + —/Cos(nx)dx

™ n n

—T —Tr

_ {_wcos(nx) . Sin(m:)r _om(cy

n n? n

(4) Die Fourierreihe von f ist

f) S (27r (_gnﬂ + 5M> sin(n).

n=1
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(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((2k —1)m, (2k+ 1)7) (k € Z)
mit endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punk-
ten {(2k+ 1)m|k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in ((2k — 1)m, (2k + 1))
(k € Z), konvergiert die Fourierreihe in diesem  Bereich also gegen f(z). In den Punkten

{(2k 4+ 1)7 | k € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 272, sodass sich der Grenzwert

dort berechnet als

1
- li li = (72— 7%) = 0.
s (dim, J@ i 5@) = 5 = =0
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Geben Sie alle reellen Losungen folgender Differentialgleichung an

y" + 9y = 36e* + 12 cos(3z).

Aufgabe 4 (7 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

;T 1 B
y—<0 1>y—Ay (1)

mit einem Parameter 7 = 0 und einer Matrix A € R?*2.

(a) Geben Sie das charakteristische Polynom der Matrix A an und bestimmen Sie die Eigenwerte

sowie dazu gehorige FEigenvektoren von A.

(b) Bestimmen Sie im Fall 7 = 1 die Losung des Problems zu den Anfangsbedingungen

i) o1 = y(0) = (;) i) v = y(0) = (‘f)

(c) Geben Sie mit den Ergebnissen aus (a) und (b) ein Fundamentalsystem des homogenen Problems
an (fiir alle 7 2 0).

Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(x) = wd  f(z+27) = f()

0, r € [§,m) oder x € [-7,—7F)

gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—m, 37).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) An welchen Stellen z € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert konvergiert

die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?

Hinweis: Fir x,y € R gilt:

sin(x) - cos(y) = %(sin(:c —y) +sin(z +y))
cos(z) - cos(y) = %(COS(I —y) + cos(x +y))
sin(z) - sin(y) = %(cos(x —y) — cos(x +y)).
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Aufgabe 1 (8 Punkte) Gegeben ist der Korper K := {(z,y,2) € R® | 2> + 4y* < 1,1 < 2 < 3}.
Berechnen Sie der Ausfluss von ¢ : R? — R? durch den Rand 0K mit

g(z,y,2) = (2°, 22y, 2).

1. Variante

Da 0K geschlossene Oberflache, konnen wir den Satz von Gauss verwenden:

A(g,@K)://8 g‘ndO:/// divg dz dy dz.
K K

Fiir die Divergenz erhalten wir

. dg1 dg2  0Ogs
d =—4+ ==+ —=3 4 1.
1vg p +8y+8z x? + dry +

A(g,aK)_/// divgdxdydz—/// (32 + 4oy + 1) do dy dz.
K K

Die Flédche wird parametrisiert durch:

Damit folgt

rcosf
®:[0,1] x [0,27] x [1,3] = R*: (r,0,2) — irsing |,
z
und wir erhalten:
cosf) —rsinf O )
JO(r,0,2) = %Sin& %rcosé) 0 und  detJ®(r, 0, 2) :§T‘
0 0 1

Also gilt:
Ag,0K) = /// (32% 4+ 4zy + 1) dedydz
K

3
/ (3r% cos® 0 + 2r? cos@sin @ + 1) - |detJ®(r,0,2)| dzdf dr

1 2

(3r° cos? O + 2r° cos Osin § + ) df dr

iy
1 2 1
= / / 2(3r? cos? 0 + 21 cos fsinf + 1) - 3" dédr

o

0

1 2T
= // { 3(cos 20 + )+7’3sin29—|—r} de dr

0 0
27

= / [37’—311126— —r3cos 20 + = (37" +27‘)9} dr
0

o

3. LN 7
= 7r(3r +2r)dr=m|-1r"+r°| =-m.
0 1 , 14
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2. Variante

Wir kénnen den Ausfluss direkt wie folgt berechnen:

A(g,@K)://aKgme.

Die Randfliche 0K von K koénnen wir aufgrund der auftretenden Schnittkanten nicht stetig differen-
zierbar parametrisieren. Sie lasst sich aber offenbar in drei Komponenten aufteilen: Mantel M, Boden
B und Deckel D mit

M = {(zv,y,2) eR’|2® +4y* =1,1 = 2 = 3},
B = {(z.y,2) eR’ |2 +4y2 = 1,2 =1}
und

D = {(-’L’,y,z)€R3’x2+4y2§1’223}

fiir welche wir eine stetig differenzierbare Parametrisierung angeben kénnen. Es gilt:

A(g,aK)://E)Kg-ndO://Mg-ndOjL//Bg-ndO—l—//Dg-ndO.

Mantel M: Eine Parametrisierung des Mantels erhalten wir durch

COS U
OM . [0,27] x [1,3] = R®: (v, 2) sinv
z
Damit ist
—sinw 0 %COSU
(I)y: zcosv |, (I)QJ: 01, CI)f}VIXCI)iV[: sinv
0 1 0

/ (@M (z,0)) - (M x ®M(2,v)) dvdz

Somit erhalten wir
3
/ cos® v, —cosvsty 2)"- (2 cosv,sinv,0)" dvdz

oo - f
i
_ // (—cosv—i—%cosvsm v) dv dz
X

0054 v + cos v sin® v) dv

Es gilt

2T 2T 2T
1 1 3 1 3
/0 cos4vdv:1/0 (1"‘0052@)2(1@:1/0 <§+2COSQU+§COS4U) dv:—z,
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und
2 9 2m
. . ™ .
/ cosvsin®v dv = sm4v‘0 — 3/ cosvsin® v dw.
0 0

2 37T
/ cosvsinvdv =0 und // g-ndO=—
0 M 4

Boden B: Durch ®%: (0,27 x [0,1] — R? mit:

Somit,

U COS v
®F (v, u) = susinv
1
parametrisieren wir den Boden B. Damit ist
—usinv COS v 0
P8 = %ucosv , 98 = %sinv , 8 x @f = 0
0 0 —%u

Somit erhalten wir

//g-ndO = // (P (u,v)) - (5 x &5 (u,v)) dvdu
B

1
= / / u® cos® v, —u3cosvsm v,1)" - (0,0,—§u)T dvdu
0

27 1 T
= (——u) dvdu = —7r/ uduy = ——.
0 Jo 0 2

Deckel D: Ahnlich, durch ®” : [0,1] x [0,27] — R? mit:

O
O

o

U COS v
O (u,v) = tusinv
3
parametrisieren wir den Deckel D. Damit ist
COS v —usinv 0
) = | Isinv |, @)= lucosv |, ®7x®’ =10
0 0 %u

/ g(®P (u,v)) - (&L x &P (u,v)) dvdu

//g~nd0 =
D
0

1
= // (—u) dUdU:?)ﬂ'/udu:g—ﬂ-.
0 Jo 2 0 2
A(,Cl,aK):// g-nd0+//g~nd0+//g ndO—B—W—EjLS_W:?_W'
M B 4 2 2 4

I
LS

Somit erhalten wir
LT
(u® cos® v, —u cosvsin®v,3)" - (0,0, iu) dv du

Damit,
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

OES

y(2) = 5.

Variante 1: Behandlung als lineare Differentialgleichung

Hierfiir miissen wir die DGL in die Form

y'(x) + g(x)y(x) = h(z)

bringen.

Dies kann man erreichen, indem man beide Seiten der Gleichung mit (In(z)+ 1)y(z) multipliziert

und dann alles auf eine Seite bringt:

y'(z) + (= In(z) — 1)y(x) = 0.

Es ist also g(z) = —In(z) — 1 und h(x) =0

Bestimme eine Stammfunktion G von g:

/(— In(z) — 1)de = —zIn(x) 4+ C;.

Setze also G(z) = —zIn(x).
Die Losungen der DGL lauten laut Satz 3.3.8

y = k(z)e ¢ 4 Ce 0,
wobei k(z) = [e“@h(z)dr und C € R. Wegen h(z) = 0 ist auch k(z) = 0 und daher
y(z) = Ce®n@ = O
Bestimme nun C' so, dass y(2) = 5. Es muss also gelten
y(2)=C-22=4C =5
5
C = 1

Die Losung des AWP lautet also y(z) = 227,
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Variante 2: Logarithmische Integration

Es gilt allgemein [ J;((;)) dz = In(|f(x)]).
Forme die DGL wie folgt um:

y'(x) _q
(In(z) + Dy(z)
y'(r) e
") =In(z)+1

Integration auf beiden Seiten liefert nun

In(|y(x)]) = zln(z) + C
[y(a)] = o"

wobei C' € R\ {0}.

Die Konstante fiir die Losung des AWPs berechnet sich wie in Variante 1.

Variante 3: Behandlung als Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Forme die DGL wie folgt um:

y' ()

y(x

=In(x) +1

)
dy
Y = (In(z) + 1)d=x.

Integration auf beiden Seiten liefert nun

/dy /m )+ 1)dz + C

In(|y(z)]) = zIn(z) + C
wunze““”C
ly(2)] = 2"’

y(a) = Ca®,

wobei C' € R\ {0}.

Die Konstante fiir die Losung des AWPs berechnet sich wie in Variante 1.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Geben Sie alle reellen Losungen folgender Differentialgleichung an

y" + 9y = 36e* + 12 cos(3z).

Als erstes ist die homogene Gleichung zu 16sen. Thr charakteristisches Polynom lautet A2 + 9.
Es hat offenbar die Nullstellen +3:.
Ein reelles Fundamentalsystem der Losung der homogenen Gleichung lautet also cos(3x), sin(3z).

Um die inhomogene Gleichung zu l6sen, kann man nach dem Superpositionsprinzip fiir jeden Summan-

den der rechten Seite getrennt vorgehen.

Beim Summanden 36e** liegt keine Resonanz vor. Deshalb macht man den Ansatz y,(z) = ae®*. Es

gilt offenbar y | (x) = 9ae®.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

9ae® + 9ae3® = 36e3*
18a = 36

a =2,

also y,1(z) = 2e3*.

Beim Summanden 12 cos 3z liegt Resonanz vor. Hier macht man daher den Ansatz y, »(z) = z(asin(3z)+
bcos(3x)).

Es gilt

Y, o(x) = (asin(3z) 4 bcos(3z)) + x(3a cos(3x) — 3bsin(3x))
yg’Q(x) = (3acos(3x) — 3bsin(3z)) + (3a cos(3x) — 3bsin(3z)) + x(—9asin(3x) — 9b cos(3z))
= 6a cos(3x) — 6bsin(3z) + z(—9asin(3z) — 9bcos(3z)).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

6a cos(3z) — 6bsin(3x) + x(—9asin(3z) — 9bcos(3x)) + 9x(asin(3x) + bcos(3z)) = 12 cos(3x)
6a cos(3z) — 6bsin(3x) = 12 cos(3z),

also @ =2 und b = 0. Somit gilt y,2(z) = 2z sin(3x).

Die allgemeine Losung ergibt sich nun als Summe der Linearkombinationen des Fundamentalsystems

und Yp1, Yp2, also

y = c1c08(3x) + cosin(3x) + 2e* + 2wsin(3x), ¢, 00 € R
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Aufgabe 4 (7 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

;T 1 B
y—<0 1>y—Ay (1)

mit einem Parameter 7 2> 0 und einer Matrix A € R?*2.

(a)

(b)

Geben Sie das charakteristische Polynom der Matrix A an und bestimmen Sie die Eigenwerte

sowie dazu gehorige Eigenvektoren von A.

Bestimmen Sie im Fall 7 = 1 die Losung des Problems zu den Anfangsbedingungen

i) vy =y(0) = (é) i) v =y(0) = <(1)> :

Geben Sie mit den Ergebnissen aus (a) und (b) ein Fundamentalsystem des homogenen Problems
an (fiur alle 72 0).

(a)

Wir berechnen also

T—A 1

det(A — \FE) =
0 1—A

=(T—=A)(1—=2A). (2)

Damit sind offensichtlich 7 und 1 Eigenwerte von A. Dies hidtte man natiirlich auch direkt sehen
konnen, da bei einer oberen (oder auch unteren) Dreiecksmatrix die Eigenwerte schon auf der

Diagonalen stehen und damit direkt das Polynom angeben kénnen.

Ein Eigenvektor zu Ay = 1 errechnet sich zu
T—1 1 T
= (3)
0 0 )

) und jedes skalare Vielfache

und damit offensichtlich (1 — 7)z; = x5. Also ist wy = (1
-7

davon ein Eigenvektor.

Ein Eigenvektor zu \; = 7 errechnet sich zu

0 1 T\
(0 1 —T> (:52) =0 )

1
und damit offensichtlich o = 0. Also ist w; = <0> und jedes skalare Vielfache davon ein

Eigenvektor.

Bemerkung: Offensichtlich fallen fiir den Fall 7 =1 die beiden Eigenvektoren zusammen. Das

heifit, in diesem Fall ist die Matrix nicht diagonalisierbar und hat den Eigenwert A = 1 zweifach.
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(b) i)

if)

Man sieht entweder direkt, dass es sich gerade um den obigen Eigenvektor zum Eigenwert

7 = 1 handelt und weifl dann aus der Vorlesung, dass die Losung damit

T __ 1 e
fi(z) = vie™ = (0) ()

ist.
Dies ist offensichtlich kein Eigenvektor mehr und fiir 7 = 1 gibt es auch keine Basis aus

Eigenvektoren (der vorher zweite Eigenvektor fillt fiir 7 = 1 mit dem ersten zusammen).

Also wenden wir den iiblichen Algorithmus aus der Vorlesung an und berechnen

0 1
Vg = <1> ) Avy = <1> (6)

(weitere Rechnungen sind unnétig, da diese linear unabhingig sind und im R? damit ei-
ne Basis bilden, also jeder weitere Vektor linear abhingig sein muss). Als Polynom ¢(A)
beniitzen wir das charakteristische Polynom x4(\) = (1 — A)? (wenn man A%v, = (2,1)7
berechnet und damit eine nicht triviale Linearkombination der 0 erstellen mochte, bekommt
man dasselbe Ergebnis, da A%vy — 2Av; + vy = (A% — 2A + 1)vy = 0 gilt).
Die 2. Ordnungsgleichung, die dazugehort, ist dann

y' =2y +1=0 (7)

und das Polynom (1 — v)?> = v? — 2v + 1 hat die Nullstellen v5; = 1. Damit ist das
Fundemantalsystem der 2. Ordnungsgleichung gegeben durch

{e”, xe®}. (8)

Die Wronksi-Matrix in zy = 0 der 2. Ordnungsgleichung ist

Aﬂm:(12> (9)

und die Transponierte der Inversen berechnet sich zu (z.B. Cramersche Regel oder direkt

(M@*F=<j3 =<ézj. (10)
h@%ﬂwaWW@*F(i)z(?i)@ j)(i)=(fé)@i> (11)

oder man sieht es)
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(c) Wir stellen fest, dass wir in Teil (a) fiir alle 7 # 1 eine Basis aus Eigenvektoren gefunden haben,

also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

1 TX 1 T ..
{(0)6 ,(1_T>e},fur7'7é1. (13)

Im Fall 7 = 1 haben wir in Teil (b) zum Startwert zy = 0 eine Basis des R? gehabt (niimlich
die Anfangswerte). Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losungen des linearen Differentialglei-
chungssystems mit konstanten Koeffizienten dann zu jedem Wert z eine Basis des R? sind, also

ein Fundamentalsystem. Also ist

1 T\ , . B
{(0>e,(1)e},fur7_1 (14)

Natiirlich ist auch jede Linearkombination davon wieder ein Fundamentalsystem.

ein Fundamentalsystem.

Alternativ konnte man im Fall 7 = 1 auch fs, f5 wéhlen, da vy, Avy linear unabhéngig sind.

Damit ergibt sich das Fundamentalsystem

x\ , (1+x\ , . B
{(1>6,< . )e},furT—l (15)
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(x) = und  f(x + 27) = f(x)

0, v € [§,m) oder x € [-7,—F)

gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—m, 37).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) An welchen Stellen z € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert konvergiert

die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?

Hinweis: Fir z,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z +y))

cos(z) - cos(y) = %(cos(x —y) + cos(z +y))

sin(x) - sin(y) = %(COS($ —y) — cos(z +vy)).
Y

T —7/2 ‘ /2 3m/2 5m/2 3w

(a)
(b) (1) Weil f(z) gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N.

(2) Die Koeffizienten a,, fiir f folgen durch einfache Integration sofort:
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und fiir n = 2

us

A, =— / cos(x) cos(nx)dr = % /[Cos((n + 1)x) + cos((n — 1)x)]dz =

jus
2 2

_ {Sin<§1n:11)z) N Sin(gln__ll)x)ﬁ

jus
2

1 sin(—("gl)’r ) sin( (";1)”)
=— +
7r n+1 n—1
1 [cos()  cos()
Tl n+1 n—1
_ 2cos(y)
™ n?—1
0, n ungerade
= Nk
—% (ék)lg)_l, n = 2k gerade

(3) Die Fourierreihe von f ist

f(z) l+1 ()+§:2_—1)k (2kz)
X - 2COS i 7r—47rk‘2 COS xI).

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (M,M> (k € Z) mit

2

endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten

(2k+1)m

{T |k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in R, konvergiert die Fourierrei-

he in diesem Bereich also gegen f(z).
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Aufgabe 1 (9 Punkte) Sei K der Halbzylinder

{(z,y,2) eR* 2>+ £16,y 20, 0 2 <4}

(a) Wir betrachten Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) .
Aus welchem Bereich sind (7, ¢, z) zu wihlen

um eine Parametrisierung von K zu erhalten?
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(b) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f : R® — R? mit

T 3x+Ty+ 22+ 122y
fly =1 42—y—mz+4y°x
z €7m2/2 . 67742/2

(c) Berechnen Sie den Ausfluss von f durch den Rand von K .

Aufgabe 2 (3 Punkte) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

, P+
Yy = —
()

;o y(0)=m/2 (y € (0,m)).

Aufgabe 3 (9 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung:

y' — 2y — 3y = ¥ 4 2sin(x).

Aufgabe 4 (9 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v =1y(0) = (1,0,0)".

Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

cos z, x € [—-m,0)
flx) = und  f(z +2m) = f(z)
—cosz, x€[0,m)
gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Hinweis: Fir xz,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z +y))
cos(x) - cos(y) = %(COS(JS —y) +cos(z +y))
sin(z) - sin(y) = %(cos(x —y) —cos(x +y)).
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Aufgabe 1 (9 Punkte) Sei K der Halbzylinder
{(z,y,2) eR*|2® +y* S 16, y 20, 0S 2 <4} .
(a) Wir betrachten Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) .

Aus welchem Bereich sind (7, ¢, z) zu wihlen

um eine Parametrisierung von K zu erhalten?

L

(b) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f : R* — R? mit

T 3x+Ty+ 22+ 122y
fly =1 42—y—mz+4y’x
z €7m2/2 . 67742/2

(c) Berechnen Sie den Ausfluss von f durch den Rand von K .

(a)

o
A

IAIA
IA
3

r
z

o O

4,
4.

(b) Man hat div(f) =34+ 12y —1+8xy=2+8xy+12y.

IVANIVAN

(c) Nach dem Satz von Gauf ist der Ausfluss von f aus K gleich dem Volumenintegral iiber divf .
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Man hat
/ divfdaxdydz = / 24+ 8xry+ 12ydaxdydz
K K

4 T 4
= / / / (24 872 cos(p) sin(p) + 127sin(y))r drdedz
o Jo Jo

™ 4
=437 + 4/ / 8r® cos(ip) sin(p) + 1272 sin(p)drdyp
o Jo
, "8 _ $
=41 +4 14 cos(p) sin(p) + 12 - 5 sin(p)dp
0

=437 +844/ cos(p) sin(gp)dgp—l—éf’/ sin(p)dp
0 0

TV
=0

=2
=647 +2-4°

= 647 + 2048

Alternativ: Integration in kartesischen Koordinaten (z,v,z), das Volumen Vol(K) wird als be-

kannt vorausgesetzt: Man hat

/ divfdxdydz = / 2+ 8xy+ 12ydxdydz
K K

4 p/16—a2 4
= 2 Vol(K) + / / / 8xy+ 12 ydrdydz
0o Jo 0
4 V16—x2
= 437 +4/ / 8xy+ 12ydydx
—4Jo

4
=437 +4 / [4zy?+ 64210 da

—4

=437 +4 /4[(433 +6)(16 — 2?)dx

4
= 437 +4/ 423 — 622 +64x+6-16 dx

—4
=437 +8[-22% 46 - 16z}
=4°1 +8-(—24°+6-4%)
=64m+2-4°
= 647 4 2048
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Aufgabe 2 (3 Punkte) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

,_x2+x =7 T
Y= ) y(0) =7/2 (y € (0,m)).

Sei y: I — (0,7) die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems (diese existiert eindeutig

aufgrund des picard-lindelofschen Satzes!). Wir erhalten dann mittels Separation der Variablen, dass

sin(y) dy = (z° + ) dx

/sin(y) dy = /(x2 + ) dx

—cosy(z) =1/32> +1/22° + ¢ (z € 1)

und damit

fiir ein ¢ € R. Also
cosy(x) = —1/32% —1/22%* —¢ (v € 1)
und damit folgt wegen arccos = (cos [jp.])
y(x) = arccos(—1/32> — 1/22° —¢) (z € 1)
und
/2 = y(0) = arccos(—c) bzw. c¢= —cos(n/2) =0.
Wir erhalten also

y(x) = arccos(—1/32> — 1/22*) (x € I).
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Aufgabe 3 (9 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung;:

y' — 2y — 3y = ¥ 4 2sin(x).

In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y” — 2y’ — 3y = 0. Das charakteristische

Polynom p dieser Differentialgleichung lautet
p=X>—-2X-3=(X-3)(X+1).
und hat die Nullstellen 3 und —1. Also lautet die allgemeine homogene Losung fj:
fu(@) = c1fi(@) + cafolz) = 1% 4 cre™

mit C1,Co € R.

In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikuldre) Losung der gegebenen
inhomogenen Differentialgleichung — und zwar entweder durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite

(Variante 1) oder durch Variation der Konstanten (Variante 2).

Variante 1: partikulidre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikuldre Losung f, von y" — 2y’ — 3y =
3 +sin(z), indem man eine partikulire Losung f,1 von y”—2y'—3y = 3 = h;(z) und eine partikulére

Losung f,2 von y” — 2y — 3y = 2sin(z) = hy(x) bestimmt und diese beiden addiert: f, = f,1 + fpe.

e Zunichst zu y” — 2y’ — 3y = > = hy(z)! Weil 3 eine einfache Nullstelle von p ist (Resonanz),

machen wir den Ansatz

Zweimaliges Ableiten ergibt

Fpa(x) = (c + Bex)e™,

P
fro(x) = (6c+ 9cx)e.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
e’ = hy(z) = (6c+ 9cx — 2¢ — 6cx — 3cx)e™™ = 4ee™

und damit ¢ = 1. Also f,1(z) = 1ze®.

o Jetzt zu y” — 2y — 3y = 2sin(x) = he(x)! Weil 0 4+ ¢ = ¢ keine Nullstelle von p ist (keine

Resonanz), machen wir den Ansatz

fra(z) = 2° e (acos(z) + bsin(x)) = acos(x) + bsin(z).
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Zweimaliges Ableiten ergibt

fro(x) = —asin(x) + beos(x),

fra(x) = —acos(x) — bsin(x).
Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man

2sin(x) = he(x) = (—4a — 2b) cos(x) + (—4b + 2a) sin(z)

und damit @ = § und b = —2a = —2 (Koeffizientenvergleich!). Also f,2(x) = £ cos(x) — 2 sin(z).
Insgesamt erhalten wir f,(z) = fy1(x) + fp2(z) = txe®® + £ cos(x) — Zsin(z).

Variante 2: partikuldre Losung durch Variation der Konstanten

Die Wronskimatrix M(z) zu fi, f» und deren Inverse M (z)~! lauten:

63x e T 1 1 673:): 673‘%
M(x) = . M) = ———adj(M(2)) = = )
@ <3 _) @) = qerrey M) = (W _@w>
Aufgrund eines Satzes aus der Vorlesung ist eine partikuldre Losung gegeben durch f,(x) = ¢1(x) fi(x)+

ca(x) fo(x), wobei ¢;, co Funktionen sind so, dass

(Cé@)) _ M(x)A ( 0 > _ 1 (e_?’: 6—3:> ( ) 0 | ) _ 1 < 1 1;26—390:11.1(37) ) '
ch(x) h(x) 4\ 3e* —e e’ + 2sin(x) 4\ —e* — 2¢%sin(x)

Also gilt (mit Integrationskonstanten ¢y, co9):

1 3 1
c(x) = i sin(z)e 3" — 30 cos(z)e ™ + ¢,
1 | o
ca(z) = —1—664“"” +7 cos(z)e® — 1 sin(x)e® + ¢
(benutze e*” sin(z) = Im(e®**) und [ @7 dy = L-el*)7 fiir o € R oder zweifache partielle Inte-

gration!). Wahlt man die Integrationskonstanten c;q, co¢ beide gleich 0, so erhdlt man eine partikulére

Losung f, mit

1 3 1 1 1 1

(@) = () fi(z) + co(z) fo(z) = er‘?z ~ 5 sin(z) — % cos(x) — 1—663“ +7 cos(z) — 1 sin ()
1 1 1 2
= —Ee?’x + 4_1$63x + R cos(z) — = sin(z).
(Diese partikulidre Losung unterscheidet sich von der in Variante 1 durch die Losung z +— —%63’3

der homogenen Gleichung. Durch entsprechend andere Wahl der Integrationskonstanten cg, cgo erhélt

man die partikuldre Losung aus Variante 1.)
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In einem dritten und letzten Schritt muss man schlieflich noch die oben bestimmte allgemeine homogene

Losung und die oben bestimmte partikulire Losung addieren:

f@) = fu(@) + fp(2) = fu(@) + fpr(2) + fpalz)

1 2
= 1™ + ce™" + er:gx + R cos(z) — = sin(z) (c1,¢2 € R),

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 4 (9 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem
1 -1 0

y=10 2 0]y

1 1 2

Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v =1y(0) = (1,0,0)T.

Analog zu Beispiel 6.3.5. berechnen wir den Vektor

1 -1 0 1 1
Av= [0 2 0 01=10
1 1 2 0 1

1 -1 0 1 1
Av=AAv)=10 2 0 0l=10
1 1 2 1 3

Wir priifen diese Vektoren auf lineare Abhédngigkeit, und schreiben dazu die Vektoren v, Av und
A?v zeilenweise in eine Matrix durch elementare Zeilenumformungen in der letzten Zeile eine Nullzeile
zu erzeugen.Es erweist sich als zweckmiiBig, eine zusitzliche Spalte mit den Eintrigen v, Av, A%v
einzufiigen, und auf diese alle Eliminationsschritte des GauB-Algorithmus anzuwenden. Wir wenden

den GauB-Algorithmus auf die Matrix

1 00 v
1 0 1] Av
1 0 3| A%
Im ersten Schritt erhalten wir
1 00 v
Lo — L7 0 0 1| Av—w
Z3 - Z1 0 0 3 AQU — v
und im zweiten
1 00 v
0 01 Av —v
Z3 — 322 0 00 AQU — 3Av + 2v
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Nun kann man in der rechten unteren Ecke der Matrix das gesuchte Polynom ablesen. Es gilt ja
A*v — 3Av + 20 = 0,

also konnen wir
q(X) =X?-3X+2

wahlen. Daraus erhalt man z.B. mit der Mitternachtsformel oder durch scharfes hinsehen die Nullstellen
X12=1,2.

Ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ¢(D)y = 0 wird nach 4.4.5 von den Funktionen
g1(z) = €® und gy(x) = €** gebildet. Fiir die Ableitungen gilt gj(z) = e¢” und gj(z) = 2€** Damit

ergibt sich fiir die Wronskimatrix

und wir erhalten im Punkt xo =0

und fiir die Invers-Transponierte

o O =
_ o

T\-1 | 91(z) _
(- 4 o ()

Variante 2
Alternativ kann man das Anfangswertproblem auch mit dem Satz von Cayley-Hamliton l6sen.

Dazu berechnen wir den Vektor

-1 0 1
Av=|[0 2 0 =10
1 2 1
Weiter gilt
1 =10 1 1
Av=AAv)=10 2 0 01=10
1 1 2 1 3
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Jetzt berechnet man mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
q(\) =det(A—AE) = X\* —5)\? + 8\ —4 =0

die Eigenwerte der Matrix A:
)\1 = 1, )\273 = 2.

Ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ¢(D)y = 0 wird nach 4.4.5 von den Funktionen
g1(z) = €%, go(x) = €** und gs(x) = ze** gebildet. Damit ergibt sich fiir die Wronskimatrix

x 2z 2z

M(z) = |e* 2e** (2z+1)e*®
e? 4e* (4z +4)e*

1 10
MO)=1]1 2 1
1 4 4
und fiir die Invers-Transponierte
4 -3 2
MO t'=[-4 4 -3
1 -1 1

Also ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

g1(x) 111 4 -3 2 v o
gg<£L'> 01 3 1 -1 1 erw —et + €2x

Variante 3 Losung mit Hilfe eines Fundamentalsystems.

Dazu berechnet man mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
q(A) =det(A—AE) = X\* —5)\2 + 8\ —4 =0

die Eigenwerte der Matrix A:
)\1 = 1, )\273 = 2.

Als néchstes bestimmt man die Eigenvektoren indem man das lineare Gleichungssystem (A— A, E) =0

16st. Dadurch erhélt man die Eigenvektoren:

1 1

Seite 9 von 12



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 24.02.2016, 120min

Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem
fi(x) = vy, folz) = ¥y, fs(@) = e* v

Und die allgemeine Lésung

e 62:1:
y(r) = 0 +eo | —e® | 4+cs| 0

1
Um die Losung zum Anfangswertproblem zu bestimmen 16st man das LGS y(0) = | 0 | das durch
0

1 1 01
0 -1 0
-1 0 1
gegeben ist und erhélt
c=(1,0,1)"
und damit
e.T
y(r) = 0
—e? + 6296
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(z) = ’ ) und  f(x +27) = f(x)

gegeben.

(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Hinweis: Fir xz,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z +y))
cos(x) - cos(y) = %(COS(JE —y) +cos(z +y))
sin(x) - sin(y) = %(cos(w —y) — cos(z + y)).

(a)

Q//T//
AV AVEVES

(b) (1) Weil f(z) ungerade ist, gilt a, = 0 fiir alle n € INy.

(2) Die Koeffizienten b, fiir f folgen durch einfache Integration sofort:

/ F(@) sin(z)de = — > / cos(z) sin(x)dz 0,

0
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und fiir n = 2

™

L[ yysntute = -2 [ eoste) sl
bnﬁ[fi) (n2)d ”0/ (@) sin(na)d

- _ l /[sin((n + 1)z) +sin((n — 1)z)|dz =

™
0

1 /(=)D (—1)D) 1 1
=— + — +

T n+1 n—1 n+1 n-—-1
1 -1 (n+1)_1 -1 (n+1)_1

(= W T

s n—+1 n—1
_ (14 (-1)") B _ﬂ(fzn_nv n gerade
m(n® —1) 0, n ungerade

(3) Die Fourierreihe von f ist

2n(1+ (-1)") | & Y ‘
m(n2 —1) sin(nx). (— Z A=) sin (20x) )

e}

fx) ~

n=2

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (nm — 7,nxw) (k € Z) mit endlichen
links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten {nw|n € Z}.
Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (nm — m,nw) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe
in diesem Bereich also gegen f(x).
In den Punkten {nw|n € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 2, sodass sich der

Grenzwert dort berechnet als

%(]M1f@%khm ﬂ@)zﬂ

x—nm+0 z—nr—0
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Klausur zur Hoheren Mathematik I11

fiir bau, ernen, fmt, geod, mach, medtech, tema, umw, verf, verk

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Erlaubte Hilfsmittel: 4 Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben.

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig!

Es sind vollstdndige Losungswege mit allen notwendigen Begriindungen abzugeben. Die Bearbei-
tung der Aufgaben erfolgt auf gesondertem Papier. Jede Aufgabe ist auf einem neuen

Blatt zu beginnen.

Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 24.10.2016 iiber das Online-Portal LSF
(https://1sf.uni-stuttgart.de/) bekanntgegeben.

Die Klausureinsicht findet voraussichtlich in der Woche vom 24.10.2016 bis 28.10.2016 statt.

Details hierzu werden auf der Internet-Seite der Veranstaltung bekannt gegeben.

(http://mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Knarr-wS1516/)
VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Studierende, die diese Priifung als Wiederholungspriifung schreiben, werden darauf hingewiesen, dass zu dieser
Wiederholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn, die
schriftliche Priifung ergibt mindestens die Note 4,0.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen vom 31.10.2016 bis 02.11.2016
jeweils zwischen 10:00 bis 12:00 Uhr mit Fernando Gaspoz (Raum V57.7.154) einen Termin vereinbaren. Eine
individuelle schriftliche Benachrichtigung erfolgt nicht! Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig tiber das Ergebnis
der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche Nachpriifung
bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.

Aufgabe 1 (3 Punkte) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

e_y
y = —- cos(z), y(0)=1.

Aufgabe 2 (8 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung:

y”—y/—2y:2$+€2m.
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Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

-1 0 0
y=|6 5 —6]|v.
3 3 —4

Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v=y(0) = (17070)T

Aufgabe 4 (10 Punkte) Sei F' das Rotationsparaboloid
{(ZL‘,Z/,Z) €R3|Z:9—Qf2—y2, 220} :

(a) Wir betrachten ebene Polarkoordinaten (r,¢) und die Parametrisierung

x(r, @) r cos(p)
O(r,p) = | y(rp) | = rsin(yp)
z(r, o) ?

Wie ist z in Abhéngigkeit von (7, ) zu definieren um eine Parametrisierung von F' zu erhalten?

Aus welchem Bereich miissen dabei » und ¢ gewéhlt werden?

(b) Berechnen Sie die Fldchennormale

N(rg) = 22 92 (1)
ar Oy

und deren Lange ||N(r,¢)] .
(c) Berechnen Sie den Fliacheninhalt |F|.

Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

sin(z) =1, z € [-m,0)
fx) = und  f(z + 2m) = f(x)
1 +sin(z), z€l0,m)
gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—27,27).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Hinwers: Fir z,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(Sin(x —y) +sin(x +y))
cos(z) - cos(y) = %(cos(x —y) + cos(z +y))
sin(z) - sin(y) = %(cos(a: —y) —cos(x +y)).
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Aufgabe 1 (3 Punkte) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

/ e_y
y == cos(z), y(0)=1.

Sei y : I — R die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems (diese existiert eindeutig

aufgrund des picard—lindeltfschen Satzes!). Wir erhalten dann mittels Separation der Variablen, dass

1
e’ dy = 5 cos(z) dx

1
/ey dy = §/cos(x) dx

und damit

fiir ein ¢ € R. Also
1.
y(x) = log(§ sin(z) +¢) (ze€l)
und
1 =y(0) =log(c) bzw. c=e.
Wir erhalten also

y(x) = log(% sin(z) +e) (zel).
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Aufgabe 2 (8 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung;:

Y — vy — 2y = 2z + €.

In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y” — ¢ — 2y = 0. Das charakteristische

Polynom p dieser Differentialgleichung lautet
p=X"-X-2=(X-2)(X+1).
und hat die Nullstellen 2 und —1. Also lautet die allgemeine homogene Losung fj,:
fn(x) = c1fi(@) + cafolz) = c1€* 4 cpe™"

mit c1,co € R.

In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikuléire) Losung der gegebenen
inhomogenen Differentialgleichung — und zwar entweder durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite

(Variante 1) oder durch Variation der Konstanten (Variante 2).

Variante 1: partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikuldre Losung f, von y" —y — 2y =
2z + €** | indem man eine partikulire Losung f,1 von y” — ¢ — 2y = 22 = hy(z) und eine partikulére

Losung f,2 von ¢y’ — 1y — 2y = €2* = hy(z) bestimmt und diese beiden addiert: f, = f,1 + fp2.

e Zunichst zu v’ — ¢y — 2y = 2x = hy(x)! Weil 0 keine Nullstelle von p ist (keine Resonanz),
machen wir den Ansatz

fo1(z) = (azx +b) 2° " = ax +b.
Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
0—a—2(ax + b)=hy(z) = 2.

Also a = —1 und b = § (Koeffizientenvergleich!) und damit f,,(z) = —2 + 5.

o Jetzt zu vy’ —y' — 2y = €** = hy(z)! Weil 2 eine einfache Nullstelle von p ist (Resonanz), machen

wir den Ansatz

Zweimaliges Ableiten ergibt

fro(x) = (¢ + 2cx)e*,
[y (x) = (4c + dex)e™.
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Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
€ = ha(z) = (4c+ dex — ¢ — 2cx — 2cw)e™ = 3ce™”

und damit ¢ = 1. Also f,a(z) = sze®.

Insgesamt erhalten wir f,(z) = fp1(x) + fpa(z) = —x + § + sz,

Variante 2: partikuldre Losung durch Variation der Konstanten

Die Wronskimatrix M (z) zu fi, fo und deren Inverse M (z)~! lauten:

62:{: e~ % 1 1 672x 672:13
M(z) = ., M) t= ———adj(M(z)) = = )
(@) (2 _ex) @) = Gy MO = 5 (zex _ex>
Aufgrund eines Satzes aus der Vorlesung ist eine partikuldre Losung gegeben durch f,(x) = ¢1(x) fi(x)+

ca(x) fo(x), wobei ¢1, ¢ Funktionen sind so, dass

(cé(@) — M(z)! ( 0 > 1 (e‘i" 6_2:> ( 0 236) 1 ( 1 —;2xe‘22> .
ch(x) h(x) 3\ 2% —e 2 +e 3\ —e3 — 2ze

Also gilt (mit Integrationskonstanten ¢y, c29):

cl(z):§$—§xe —66 + ¢,
1 2

co(x) = —=€® — Zxe® + Ze” + cy0
9 3 3

(partielle Integration!). Wahlt man die Integrationskonstanten c¢;¢, c20 beide gleich 0, so erhdlt man

eine partikuldre Losung f, mit

fo(@) = e1(@) i) + e2(@) fal) = Gwe = S = 2 = e = Zat S
_ 1 2x + 1 4 1 2x
= 96 i 9 33(36

(Diese partikuldre Losung unterscheidet sich von der in Variante 1 durch die Losung = — —%eh der
homogenen Gleichung. Durch entsprechend andere Wahl der Integrationskonstanten cg1, cgo erhélt man

die partikuldre Losung aus Variante 1.)

In einem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte allgemeine homogene

Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:

f(@) = fulz) + fp(x) = fulz) + fr1(z) + fpa()

1 1
=¥ fpe —x+ 3 + gxe% (c1,c9 € R),

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

-1 0 0
vy=|6 5 —6]y.
3 3 —4

Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v =1y(0) = (1,0,0)"

Analog zu Beispiel 6.3.5. berechnen wir den Vektor

-1 0 O 1 -1
Av=16 5 —6|-|0]=| 6
3 3 -4 0 3
der offenbar linear unabhéngig von v ist. Weiter gilt
-1 0 0 -1 1
Av=AAv)=6 5 —6|-| 6 |=]6
3 3 —4 3 3

Wir priifen diese Vektoren auf lineare Abhingigkeit, und schreiben dazu die Vektoren v, Av und A?%v
zeilenweise in eine Matrix um durch elementare Zeilenumformungen in der letzten Zeile eine Nullzeile
zu erzeugen.Es erweist sich als zweckmiBig, eine zusitzliche Spalte mit den Eintrigen v, Av, A%v
einzufiigen, und auf diese alle Eliminationsschritte des GauB-Algorithmus anzuwenden. Wir wenden

den Gauf-Algorithmus an auf die Matrix

1 0 v
-1 6 Av
1 6 3| A%
Im ersten Schritt erhalten wir
1 0 v

Jo+ 27 0 6 3| Av+w
Zg—Zli 0 6 3 AZU—U

und im zweiten

Seite 4 von 10



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 01.09.2016, 120min

Nun kann man in der rechten unteren Ecke der Matrix das gesuchte Polynom ablesen. Es gilt ja
A% — Av — 20 =0,

also konnen wir

gX)=X*—X -2

wahlen. Daraus erhalt man z.B. mit der Mitternachtsformel oder durch scharfes Hinsehen die Nullstellen
Xi12=-1,2.

Ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ¢(D)y = 0 wird nach 4.4.5 von den Funktionen
g1(z) = e und go(x) = €** gebildet. Fiir die Ableitungen gilt gj(z) = —e™® und gj(x) = 2¢** Damit

ergibt sich fiir die Wronskimatrix

und wir erhalten im Punkt xo =0

und fiir die Invers-Transponierte

—~
=
o
S~—

S
SN—
L
I
VR
| Wi
W=
Wl W=
N~

Weiter gilt
1 0

) =|-2 2
-1 1
Also ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

10 . e’
<U Av) S(M(0)") - (g:g;) =1-2 2 (i2x> = | 2e*® —2¢7"

-1 1 e — e

0 6
0 3

—_
|
—_
N
| Wi
Wl
Wl Wl

Variante 2
Wer lieber mit 3 x 3-Matrizen arbeiten mochte, kann die Aufgabe auch wie folgt 16sen.

Dazu berechnen wir den Vektor

-1 0 O 1 -1
Av=| 6 5 —6|-|0|=1] 6
3 3 —4 0
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Weiter gilt

-10 0 -1 1
Av=AAv)=|6 5 —6|-| 6 |=]6
3 3 —4 3 3

Jetzt berechnet man mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
q(\) =det(A—AE) =) =31 —2=10

die Eigenwerte der Matrix A:
AL=2, dz=-—

Ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ¢(D)y = 0 wird nach 4.4.5 von den Funktionen
g1(z) = €*, go(x) = e7® und g3(r) = ve™® gebildet. Damit ergibt sich fiir die Wronskimatrix

1 1 0
MO)=1]2 -1 1
4 1 =2
und fiir die Invers-Transponierte
18 2
9 9 3
TN—1 _
SODRE E I
1 1 1
9 9 3

Weiter gilt

1 -1 1\ (s § 3 0 1 0
0 6 6|2 -2 3 2 =20
0 3 3/ \s —5 —3 1 -10

Also ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

g1(z) 0 e e
(v Av 42) (MO | gol) | = [2 2 0
g3(x) -1 0

Variante 3 Losung mit Hilfe eines Fundamentalsystems.

Dazu berechnet man mit Hilfe des charakteristischen Polynoms

q(\) =det(A—AE) =) =31 —2=0
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die Eigenwerte der Matrix A:
)\1 == 2, )\2’3 =—1.

Als néchstes bestimmt man die Eigenwerte indem man das lineare Gleichungssystem (A — A\ F) =0

16st. Dadurch erhélt man die Eigenvektoren:

V3 =

— o

0
V1 = 2 ’ Vo =
1

Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem
filx) = vy, fox) = e Ty, fa(x) = e Tvs.

Und die allgemeine Lésung

0 e’ 0
yx)=c1 |2 | +c2| 0 | +e3|e™
le® e " e ®

1
Um die Losung zum Anfangswertproblem zu bestimmen 16st man das LGS y(0) = | 0 | das durch
0

0 1 01
2 0 1]0
1 =1 10
gegeben ist und erhélt
c=(1,1,-2)"
und damit
e—:l‘
y(x) = | 2e2* — 27"
62:{: — e 7
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Aufgabe 4 (10 Punkte) Sei F' das Rotationsparaboloid
{(z,y,2) eR*|2=9—2"—y*, 220} .

(a) Wir betrachten ebene Polarkoordinaten (r,¢) und die Parametrisierung

z(r, @) r cos(p)
O(r,) = | y(rp) | = rsin(yp)
z(r, o) ?

Wie ist z in Abhéngigkeit von (r,¢) zu definieren um eine Parametrisierung von F' zu erhalten?

Aus welchem Bereich miissen dabei » und ¢ gewéhlt werden?

(b) Berechnen Sie die Fldchennormale

und deren Lange | N(r, )| .
(c) Berechnen Sie den Fliacheninhalt |F|.

(a)
z2=9—1?

r € [0,3]

¢ € 10,27 (oder jedem anderen Intervall der Linge 2 7)

(b) Die Fliachennormale ist

o oo [ —r sin(g) : r on(o)
ar < o, sin(ep) r cos(p) 7 sin(p)
—2r 0 T

Deren Lénge ist

IN(r, )|l = Vart+r2 =rVAr2 +1.
(c) Wir haben also

2r 3 3
|F|:/ / r\/47‘2—|—1d7"d<,0:27r/ rv4r? + 1dr .
o Jo 0

Substitution von u = 4r? 4 1 und folglich du = 8 rdr mit anschliessender Riicksubstitution

liefert

I 2
Pl =27 \/ﬂdu:Qwﬁ[u?’/Qﬁ”:%(\/S 372 — 1) .
1 .
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

sin(z) — 1, z € [—m,0)
fz) = und - f(z +27) = f(x)
1 +sin(z), z€[0,m)
gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) Bestimmen Sie fiir alle z € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Hinweis: Fir z,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(sin(:v —y) +sin(z +y))
cos(x) - cos(y) = %(cos(x — 1) + cos(z + v))
sin(z) - sin(y) = %(cos(az —y) — cos(x +y)).
(a)
Y
/\ 1 /\
—éw JTF T 2§7T !

NS

(b) (1) Weil f(z) ungerade ist, gilt a, = 0 fiir alle n € INy.
(2) Die Koeffizienten b, fiir f folgen durch einfache Integration sofort:

by :%/f(x) sin(z)dr = %/(1 + sin(z)) sin(x)dx

2 / (sin(z) + sin(z)?) dz

™
0

K ™

/ sin(z)dz + / sin(z)2dz

0 0

+1,

2
s
4
7r
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und fiir n = 2

3

/ (14 sin(z)) sin(nz)dz

- j J(x) sin(na)dz

0
2
=— sin(nx)dx + [ sin(z) sin(nx)dx
T
0

0

2(1—-(—-1)m) _ L. n ungerade
0

n gerade

(3) Die Fourierreihe von f ist

f(x)~<4 )sm +Z 202 CEYY G na).
(: (f )sm +§; sin (2£+1))x>.)

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (nm — 7,nmw) (k € Z) mit endlichen
links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten {nw|n € Z}.
Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (nm — m,nw) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe
in diesem Bereich also gegen f(z).
In den Punkten {nw|n € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 2, sodass sich der

Grenzwert dort berechnet als

%(zlh%of( )+ lim f(z )) =0.
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Die Klausureinsicht findet voraussichtlich in der Woche vom 24.04.2017 bis 28.04.2017 statt.
Details hierzu werden auf der Internet-Seite der Veranstaltung bekannt gegeben.

(http://mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Knarr-wS1617/)
VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Studierende, die diese Priifung als Wiederholungspriifung schreiben, werden darauf hingewiesen, dass zu dieser
Wiederholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn, die
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Mit Ihrer Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.

Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei
§i={(r,9.2) €R* z=a" —y” und &* 44 <1},

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldes f: R? — R3,
T sin x + 12

y | — | cosy+ 2?2
z e+ xy

lings 0.
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® — 3y 47y — 5y = 2e® cos(x) — 16e” .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben sind

1 10 e’
A=101 0 und  h(x) = | e*
00 2 e

(a) (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir i € {1,2,3} jeweils die Losung des Anfangswertproblems

y, = Ay7 y(o) = Uy,
wobel

vy = (1,0,0)T, wy:=(0,1,0)T,
vy = (0,0,1)".

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay + h(x).

Aufgabe 4 (9 Punkte) Gegeben ist die 2-periodische Funktion f mit
f(z) = |sin(7z)], fir —1<2z=1, flz+2) = f(x).

(a) (8 Punkte) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie fiir alle z € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.
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Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei
S:i={(r,y,2) €R?*: z=2"—y* und 2? +¢y* < 1}.

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldes f: R? — R3,
T sinz + y?

y | — Cosy—l—x2
z e+ xy

lings 0S.

(a) Eine Parametrisierung von S ist gegeben durch

7 cos 0
®:[0,1] x [0,27] = R*, (r,0) — rsinf

72(cos?  — sin® )

Wir berechnen

cos —7rsinf
D, = sin 0 und &y = rcosf
2r(cos?  — sin? 0) —47? sin 0 cos 0

Damit erhalten wir fiir die Normale

sinf - (—4r?sinf cos #) — 2r(cos? @ — sin? ) - r cos —2r? cos b
P, x ©yg = | 2r(cos? 0 — sin®f) - (—rsinf) — cosf - (—4r?sinfcosh) | = 2r%sin 6
cosf - rcos —sinf - (—rsinf) r

Also ist

B, X Bg| = V/4rtcos? 0 + 4rtsin® 6 + 12 = rvV/Ar2 + 1.

2
15| = // P, ><<I>9|d0dr—// r(4r% + 1)2 do dr

—zw/o 5 (du+ 1) du {6(4u+1)3] (5\/5—1)

0

Damit folgt

N|=

mit der Substitution u = 2.
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(b) Wir berechnen

x rcos 6
rot f=| —y und somit  (rot f)(P(r,0)) = —rsinf
2r — 2y 2r(cos ) — sin 0)

Mit dem Satz von Stokes folgt somit

Z(f,09) = /0 /0 7r(1rot ) (@(r,0)) - (P,(r,0) x Dy(r,0))d0 dr

L o rcosf —2r2 cos#
= / / —rsind . 2r2ginf | dodr
o Jo
2r(cos ) — sin §) r

1 2
— / / (—2r® 4 2r*(cos § — sin 0)) df dr
o Jo
1
= 27T/ (=2r%) dr = {—WTﬂé =—T.
0

Bemerkung: Wenn man die entgegengesetzte Normale wihlt, so erhdlt man 7.
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® — 3y 47y — 5y = 2" cos(x) — 16€” .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® — 3y® + 7y — 5y = 0.
Das charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X? —3X2+7X —5. Eine
offensichtliche Nullstelle von P ist 1.

PX)=X?-3X*4+7X -5=(X -1)(X?-2X +5) = (X - 1)(X —1+2i)(X —1— 2)

und hat die {ibrigen Nullstellen 1 — 27 und 1+ 2:.

Die allgemeine homogene Losung f, ist dann:
fn(x) = ae® + be® cos(2z) 4 ce” sin(2x)

mit a,b,c € R.

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikuldre) Losung
der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung — beispielsweise durch einen Ansatz nach Art der
rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikuldre Losung f, von y®) — 3y 47y —
5y = 27 cos(z) — 16e*, indem man eine partikulire Losung f,, von y® — 3y + 7y’ — 5y = 2¢® cos(x)
und eine partikulére Losung f,, von y®) —3yD 47y — 5y = —16e” bestimmt und diese beiden addiert:
Jo = Jfor + .-

e Zunichst zu y® — 3y 4 Ty’ — 5y = 2e” cos(z):

Weil 1+ keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
for (2) = 2% " (a cos(x) + Bsin(z)) = e*(acos(x) + Bsin(z)).

Dreimaliges Ableiten ergibt

S (@) = €*((a + B) cos(z) + (B — a) sin(z)),
f;?(a;) = e"(2f cos(x) — 2asin(x)),
fzg‘:’)(x) = e"(2(6 — ) cos(z) — 2(8 + ) sin(x)).

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

e” (3 cos(z) — 3asin(z)) = 2¢” cos(x)
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und damit o =0 und § = % Also

o () = gex sin(z).

o Jetzt zu y® — 3y + 7y — 5y = —16e”:

Weil 1 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

fi(2) = ax'e” = aze”.

Dreimaliges Ableiten ergibt

foo (@) = afz + 1)e,
f(2)(x) = a(z + 2)e”

p2

fi(x) = a(z + 3)e".

p2

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

a((z+3)=3(x+2)+7(x+1) — bz)e® = —16€”

4doe® = —16€"

und damit o = —4. Also f,(x) = —4ze”.

Insgesamt erhalten wir f,(z) = fp, (@) + fp,(z) = 2e”sin(z) — dze”.
SCHRITT 3: In einem dritten und letzten Schritt muss man schlieBlich noch die oben bestimmte

allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikulidre Losung addieren:
2
f(x) = fulz) + fo(x) = ae® + be” cos(2x) + ce” sin(2x) + gex sin(z) —4ze® mit a,b,c € R,

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben sind
A= und  h(z) = | e*

622?

o O =

1
1
0

N O O

(a) (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir ¢ € {1,2,3} jeweils die Losung des Anfangswertproblems
Yy =Ay, y(0)=u,
wobei

v; = (1,0,0)7, vy :=(0,1,0)T,
V3 ‘= (0,0, 1)T

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay + h(x).

(a) Die Losung des Anfangswertproblems: ' = Ay, y(0) = v;.
Avy = (1,0,0)". Es gilt Av; = v;. Die Losung zum Anfangswert v; ergibt sich also durch

fi(z) = vy = (*,0,0)7

Die Losung des Anfangswertproblems: ¢y = Ay, y(0) = vs.
Es gilt Avy = (1,1,0)" und A?%vy = (2,1,0)".
Wir wenden den GauB-Algorithmus auf die Matrix

010 (%)
1 1 0| Av,y
2 1 0] A%v,
Im ersten Schritt erhalten wir
0 1 0 V2
1 0 AUQ

Zg - 2Z2 . 0 -1 0 A2UQ - QAUQ

und im zweiten

010 Vg
1 10 AUQ
Z3 + Zl 0 0O A2U2 - 2Av2 + vy
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Nun kann man in der rechten unteren Ecke der Matrix das gesuchte Polynom ablesen. Es gilt ja
A2U2 — 2AU2 + vy = 0,

also konnen wir

¢ X)=X*-2X+1

wahlen. Daraus erhalt man z.B. mit der Mitternachtsformel oder durch scharfes hinsehen die
Nullstellen

X172 == 1

Ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ¢(D)y = 0 wird nach 4.4.5 von den Funktio-
nen g (z) = e* und go(x) = xe® gebildet. Fiir die Ableitungen gilt g;(z) = €* und gj(x) = re*+e®

Damit ergibt sich fiir die Wronskimatrix

und wir erhalten im Punkt xo =0

und fiir die Invers-Transponierte

Also ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

(U2 sz) (M(0)T) (91@)) _

92()

oS = O
S ==

Die Losung zum Anfangswert v, ergibt sich also durch
fo(x) = (ze%,e",0)"

Die L6ésung des Anfangswertproblems: v = Ay, y(0) = vs.
Avs = (0,0,2)". Es gilt Avs = 2v3. Die Losung zum Anfangswert vs ergibt sich also durch

f3(x) = e**v3 = (0,0,e**)"

(b) fi(x), fa(z), f3(z) ist ein Fundamentalsystem mit Wronski-Matrix

et xe® 0
W(@)=10 e 0
0 0 e
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Es gibt
Das inverse der Wronski-Matrix ist dann, mit Hilfe von Satz 6.5.5, nur W (z)™' = W (—=z). Mit
der Methode der Variation der Konstanten nach Satz 6.6.1 ergibt sich

() e —zxe ™ 0 e’ l—x
cy(z) | = W(=a)h(z) = e 0 e =] 1
s (x) 0 0 e 2 e?® 1
und damit durch Integrieren
¢ () xr—1%/2
cx) | = x
c3(x) x

Damit ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems von der Form

f(x) = c1fi(w) + cafo(w) + c3fs(w) + c1(z) fr(x) + ca(x) fo(w) + c3(z) f3(x)

=c1(€%,0,0)" + ca(ze”, e%,0) " 4 ¢3(0,0,e**) " + e (x + 2%/2, x, ve”) "

mit ¢, c9,c3 € R.
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Aufgabe 4 (9 Punkte) Gegeben ist die 2-periodische Funktion f mit
() = sin(mz),  fir 1S <1 flz+2) = f(a)

(a) (8 Punkte) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

(a) Die Funktion f ist gerade, folglich ist die Fourierreihe von f eine reine Kosinusreihe, d.h. es ist
Vn € N : b, = 0.
Es gilt

sin(mx) cos(mnx) dx

1

—n /0 1 cos(mz) sin(mnz) dx)

;—n /0 ' in(re) cos(rmr) di ) ) |

& S
-~ -~

=0 an

0

=2

w2
:2( % s(mx) cos(mnx)
(1

1
nl <— sin(7x) sin(mnx)
m

1
2
Daher erhalten wir
2
(1= 7)oy = 2 (14 (1))
Diese Gleichung bestimmt alle Fourierkoeffizienten bis auf a; zu
2 1+ (=1
W2 LD
T 1—n?
denn die Gleichung
0- a; = 0
liefert nicht a; = 0 (das heifit, diese Folgerung ist an dieser Stelle noch unzuléssig). Diesen
Koeffizienten muss man seperat berechnen:
1 1 1 1
a; = 2/ sin(mz) cos(mx) dr = / sin(2rz) de = —— cos(2mx)| =0.
0 0

27 0

Damit erhalten wir die Fourierreihe
(b) Die Fourierreihe der Funktion f konvergiert punktweise iiberall gegen den Funktionswert von f.
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(http://mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Knarr-wS1617/)
VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Studierende, die diese Priifung als Wiederholungspriifung schreiben, werden darauf hingewiesen, dass zu dieser
Wiederholungspriifung unter bestimmten Umstédnden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn, die
schriftliche Priifung ergibt mindestens die Note 4,0.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen vom 06.11.2017 bis 07.11.2017
jeweils zwischen 11:00 und 13:00 Uhr mit Matthias Ohst (Raum V 57.7.351) einen Termin vereinbaren. Eine
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der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche Nachpriifung

bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.

Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei
D:={(z,y,2) €ER*: z=ay+1 und 2° +5* < 1}.
(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von D.
(b) (4 Punkte) Sei ferner
B:i={(r,y,2) €ER*: z=2+2y+9* und 2* +y* < 1}.
Berechnen Sie den Ausfluss des Vektorfeldes f: R?® — R3,
x T+y
yl| y—x
2 e +yi+z
durch die geschlossene Flache D U B.
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Aufgabe 2 (12 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y@ — 6y® 4 10y® = 3sin(z) + 1202 + 8 .

(a) (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.
(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen, welche die Bedingung

11

f(O)ZE

erfiillen. Von wie vielen Parametern héngen sie ab?

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben sind

1 8 4e”
A= (2 1) und  h(z) := <—86_2x> .

(a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

(b) (I Punkt) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
y = Ay.
(c) (5 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay + h(x).

Aufgabe 4 (8 Punkte) Gegeben ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(a:):{‘i e €m0l i boom) = fa).

z®  furz e [0,m),

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle 2 € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.
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Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei
D:={(z,y,2) € R*: z=2y+1 und 2> +y*> < 1}.

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von D.
(b) (4 Punkte) Sei ferner

B:={(z,y,2) eR’: z=2*+ 2y +y*> und 2° +y> < 1}.

Berechnen Sie den Ausfluss des Vektorfeldes f: R?® — R3,

T r+y
ylr y—x
z z2 + y2 +z
durch die geschlossene Fldche DU B.
(a) Eine Parametrisierung von D ist gegeben durch
rcos 6
®:[0,1] x [0,27] = R*, (r,0) — 7 sin 0

r?cosfsinf + 1

Wir berechnen

cos 0 —7rsinf
d, = sin 0 und ®y = rcosf
2r cosfsin 0 72(cos? § — sin® )

Damit erhalten wir fiir die Normale

sinf - r2(cos? § — sin®0) — 2r cos @ sinf - r cos f —r?sin
P, x ®yg = | 2rcosfsinf - (—rsinf) — cosd - r?(cos’§ —sin?f) | = | —r?cosh
cosf - rcos —sinf - (—rsinf) r

Also ist

|D, x Pp| = \/T4Sin29—|—r400520+7«2 N

S| = // D, ><¢>9|d«9dr_// r(r? +1)2 df dr

_QW/O SOt 1) du= {3 (u+1)3} (2f—1)

0

Damit folgt

mit der Substitution u = 2.
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(b) Die geschlossene Fliche D U B berandet den Normalbereich

rcos 6 0sr=<1,
rsinf | : 060 <27,
z r?cosfsinf +1r? < z < r?cosfsinf + 1

Hierbei wurden Polarkoordinaten in der xy-Ebene benutzt. Insbesondere ist dzdy = rdfdr.

Wir berechnen
divf=3.

Mit dem Satz von Gauf folgt somit

r2 cos 0 sin 6+1 72 cos O sin f+1
A(f,DUB) = / / / (div f) - rdzd@dr—/ / / 3rdzdfdr
r2 cos 0 sin 0412 r2 cos 0 sin 412
2r 3 1 3
/ / (1—7r?)- 3rd€dfr—27r/ (3r—3r)d’r—[ <3r 4)] = —7.
) 2" )|, " 2
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Aufgabe 2 (12 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung

(a)
(b)

y@ — 6y® 4+ 10y® = 3sin(z) + 1202 + 8 .

(10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

(2 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen, welche die Bedingung

1
13

erfiillen. Von wie vielen Parametern héngen sie ab?

f(0)

(a)

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® — 6y®) + 10y = 0.
Das charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist

P(X)=X*"—6X"+10X% = X*(X? - 6X +10) = X*(X =3+ i)(X —3 —1)

und hat die Nullstellen 0, 3 —¢ und 3 + i.

Die allgemeine homogene Losung f;, ist dann:
fu(z) = a+ bx + ce** cos(x) + de*” sin(x)

mit a,b,c,d € R.

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikulére)
Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung — beispielsweise durch einen Ansatz
nach Art der rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulére Losung f, von y® — 6y +
10y® = 3sin(z) + 120z + 8, indem man eine partikulire Losung f,, von y™® — 6y®) 4+ 10y =
3sin(x) und eine partikuldre Losung f,, von y® —6y® 4+ 10y®? = 1202 + 8 bestimmt und diese
beiden addiert: f, = fp, + fp,-

e Zunichst zu y® — 6y® + 10y = 3sin(z):

Weil +i keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
fo. (x) = 2°(acos(x) + Bsin(z)) = acos(z) + Bsin(x).

Viermaliges Ableiten ergibt

[, (x) = Bcos(x) — asin(x),
f§(x) = —acos(x) — Bsin(z),
flng) (x) = —p cos(z) + asin(z),
flgf‘)(x) = acos(z) + Bsin(z).
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(b)

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
(68 — 9a) cos(z) + (—6a — 95) sin(x) = 3sin(z)
und damit 65 — 9a =0 und —6a — 95 = 3, das heisst a = —% und 8= —2. Also

13
fpl(x) == ° k

os(x) — — sin(z).
o Jetzt zu y™® — 6y + 10y® = 120x + 8:

—c
13 13
Weil 0 eine zweifache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz
fro (@) = (0w + B)2” = aa’ + Bur”.
Viermaliges Ableiten ergibt

[l (x) = 3ax® + 28z,

p
fO(x) = 6ax + 28
f$(x) = 6a,
O (@) =0.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

—36a + 10(6cx + 203) = 120z + 8

60az + (—36a + 205) = 120z + 8
und damit 60 = 120 und —36a + 208 = 8, das heisst « = 2 und 8 = 4. Also f,,(z) =
2?(2x + 4).

Insgesamt erhalten wir f,(z) = f,, (@) + fp,(2) = —35 cos(x) — & sin(z) + 2%(2z + 4).
SCHRITT 3: In einem dritten und letzten Schritt muss man schliefllich noch die oben bestimmte

allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikulidre Losung addieren:

f(@) = fu(x) + fp(z)
2 3
= a + bx + ce* cos(z) + de*” sin(z) — ' cos(x) — ' sin(z) + 2%(2z +4) mit a,b,c,d € R,
um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.

Die Losungen, welche die Bedingung

11
f(0) = 'l
erfiillen, sind die Losungen, deren Parametern erfiillen die folgende Gleichung;:
2 11
a+c— G- 13
das heisst ¢ =1 — a. Die gesuchte Losungen sind dann
f(z) = a+br+(1—a)e* cos(x)+de sin(z)— % cos(z)— 1—33 sin(z)+2%(2z+4) mit a,b,d € R,

und sie hédngen von drei Parametern ab.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben sind

18 4e”
= (2 1) und  h(x) := <_8621> .

(a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
y = Ay.
(c) (5 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay + h(z).

(a) Dazu berechnet man mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
g(\) = det(A — Ay) = (A — 5)(A+3) =0

die Eigenwerte der Matrix A: A\ = =3, Xy = 5.

Als néchstes bestimmt man die Eigenvektoren indem man das lineare Gleichungssystem (A —

Ailz) = 0 16st. Dadurch erhélt man die Eigenvektoren:

() ()

(b) Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem

filz) = e vy, fo(z) = v,

( ) _26—3a: N 26590
xr)=c c
y 1 673:): 2 652:
(c) fi(x), fa(x) ist ein Fundamentalsystem mit Wronski-Matrix
-9 —3z 2 5x
W(z) = ( ¢ ‘ >
6731 6590
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Das inverse der Wronski-Matrix ist

B 63:(: _263x
W(I) = _1/4 ( bx _265x>

_67

Mit der Methode der Variation der Konstanten nach Satz 6.6.1 ergibt sich

i (z) . —etr — 4e”
=W(x)  h(zx) =
(c’Q(a:)) (@) (=) (6_49” — 46_7‘”)

und damit durch Integrieren
a(z)) —1/4e%® — 4e®
ca(x) —1/4e ™ 4 4)7e7T )

Damit ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems von der Form

f@) = ah(@)+afr) + al@) fi(z) + () fa(z)

—2e73% 2e%* 64/7e%"
= + Co +
e 3 e’ —1/2e* — 24/7e™%*

mit ¢, ¢ € R.
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Aufgabe 4 (8 Punkte) Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

{—:U2 fiir x € [—,0),

fl) = x?  fir z € [0,7), J(w+2m) = (z).

(a) (6 Punkte) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

(a) Die Funktion f(x)cos(nz) ist auf dem Intervall (—m,7) ungerade, daher ist ihre Integral auf

diesem Intervall gleich null und die Fourierreihe von f ist eine reine Sinusreihe:
Vn € Ny : a, = 0.
Man kann das natiirlich auch berechnen:

1 ™
an :—/ sign(z) - 2% cos(nx) dz

0 s
/ —2? cos(nx) dx +/ 2% cos(nx) d$>
0

J

r=—y, dr—— dy 0—0, —m—m

-
(/Oy cos(ny dy+/on 2% cos(nx) dx)
(-

/ y? cos(ny) dy+/ 2% cos(nx) dx) = 0.
0 0

1
™
1
™

Desweiteren gilt

2
T
2 SCQ T
:;.(—gcos(nx)|0+ /IBCOS( z)d )
" 4
:_27.u+—(zsmnx /smnx dx)

- _ 2% (=1)" — %(— %Cos(nm) 0)
__ 2% (—1)" — % (1 - (—1)”)

Damit erhalten wir die Fourierreihe

fla) ~ i {— oo (1 - (-1)7@)} sin(n).

n=1
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(b) Die Funktion f ist stetig differenzierbar auf dem Intervall (—7, 7) und die Fourierreihe konvergiert
hier daher gegen den Funktionswert von f. An der Unstetigkeitsstelle xy = 7 (bzw xy = —m)
gilt

. / _ . / o —
e/ (0 1) = J, [t = h) =2

Also konvergiert die Fourierreihe von f in x € nZ gegen den Mittelwert

1
%(hl%%of(m Th) A+, Sl h)) = S+ (~(=m)) =0,
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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Es seien eine Kurve K € R? mit Parametrisierung C : [-5,3] — R?
und ein Vektorfeld g : R? — R? gegeben durch

cost _dy —0.5 0.5 15
C(t) .= , x,Y) = )
() (Sin Qt) g(x,y) < 9 > 05

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K) von g lings K.

Hinweis: sin(2x) sin x + cos(2z) cos x = cos

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie rot g.

(c) (2 Punkte) Ermitteln Sie den Flécheninhalt des von K berandeten Gebietes S.

Hinweis: Benutzen Sie a) und b)

(d) (2 Punkte) Berechnen Sie den Ausfluss A(g, K) von g durch K.

Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® — 2y p 4y — 8y =2 + 1+ 2> .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

;

-2, ze(-m %)
-1, ze(-%,0)
fl@)=1{1, 2€(0,%) und  f(z +27) = f().
2, ze(§,m)
0, re{-m—-%5,0,3}

\

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (—2m,27).

(b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Hinweis: Terme der Form cos(nZ) und sin(nZ) missen ausgerechnet werden.
2 2

(c) (3 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € [—m, 7] den Grenzwert der Fourierreihe.
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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Es seien eine Kurve K € R? mit Parametrisierung C : [-5,3] — R?
0.5 %

und ein Vektorfeld g : R? — R? gegeben durch

cost 4y 0.5 0.5 15
O t = s I7 = .
( ) (Sin 2t> 9(z,y) < 9 > ~05

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K') von ¢ lings K.

Hinweis: sin(2x)sinx + cos(2x) cosx = cosx

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie rot g.
(c) (2 Punkte) Ermitteln Sie den Fldcheninhalt des von K berandeten Gebietes S.
Hinweis: Benutzen Sie a) und b)

(d) (2 Punkte) Berechnen Sie den Ausfluss A(g, K) von g durch K.

(a)
/ g-ds
K
= / q(C C'(t)dt
/’2’ —4sin 2t —sint
= dt
=\ 2cost 2cos 2t
= 4/2 sin(2t) sint + cos(2t) cost dt
3
%
= / costdt
3
= 4[sint]? .
=38
(b) rotg = 01go — Oogr =2 — (—4) = 6.
(c)
F(S)= //1dxdy
s

e

// rot g dx dy
s

e

|
Wk O = O =
T
NS
o,
V)
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(d)

A(ga K) =

=

g-nds

divgdxdy

I
o
T
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® — 2y f a4y — 8y =22+ 1+ 2% .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® — 2y® + 4/ — 8y = 0.
Das charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X? —2X?+4X —8. Eine
offensichtliche Nullstelle von P ist 2.

P(X)=X3—2X? 44X —8= (X — 2)(X?+4) = (X — 2)(X +2i)(X — 2i)

und hat die {ibrigen Nullstellen +2i.

Die allgemeine homogene Losung f, ist dann:
fu(x) = ae*® + beos(2x) + csin(2z)

mit a,b,c € R.

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man irgendeine beliebige (partikulédre) Losung der

gegebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Lésung f, von y) — 2y 44y —
8y = 2% + 1 + 2¢2*, indem man eine partikulire Losung f,, von y® — 2y + 4y — 8y = 22 + 1 und
eine partikulire Losung f,, von y® — 2y 4+ 4y — 8y = 2¢* bestimmt und diese beiden addiert:
Jo = Jor + Jpo-

e Zunichst zu y® — 2y® 44y — 8y = 2% +1:
Weil 0 keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
for(2) = 8127 + sz + s3.

Dreimaliges Ableiten ergibt

for () = 2817 + 59,

fi(,f)(x) = 251,
f¥(x) =0.

Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

—8512% + (851 — 859)x + (—4s51 + 459 — 883) = 2% + 1.
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Damit ist s; = s = s3 = —1/8. Also
L, 5
fpl(x):—g(x +z+1).

o Jetzt zu y® — 2y@ + 4y — 8y = 2%

Weil 2 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

ful) = awe®,
Dreimaliges Ableiten ergibt

[, (@) = ae® + 20xe™,

fg)(x) = 4ae*” + dare®,

F3)(z) = 120e* + Saze™.

p2

Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
Sae?® = 2e2.

Damit ist o = 1/4. Also

1
) = e

Insgesamt erhalten wir f,(z) = f,, (%) + fp,(2) = =2 (2? + x + 1) + fwe™.
SCHRITT 3: In ecinem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte

allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
1 1
f(@) = fu(@) + fo(x) = ae* + beos(2x) + csin(2x) — g(xQ +z+1)+ Z—Lxegx

mit a,b,c € R.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, (1 =2 _l_eQ””
Y ' A Ty

Seien

1 =2 e?®
A= (1 A ) und  h(z) = (—e2m> :

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
det(A — AE) = X\ =5\ + 6.

Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind folglich

5  [52 5 2%5—24 541
Mp2 =3 7 973 V71 9

d. h. es gilt

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert 2 zu finden, miissen wir folgendes Gleichungssystem losen:

1 -2
det(A — A\ E)v; = 1) o,
1 2 Y1

also x1 + 2y; = 0. Dies ist beispielsweise durch

erfiillt. Fiir den Eigenwert 3 gilt analog

-2 =2
det(A — )\QE)UQ = ( ) (932> = O,
1 1 Y2

also z9 4+ y2 = 0. Dies ist beispielsweise durch

()

erfiillt. Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

2 1
() =1 e2z< 1) —|—0263$( 1) mit ¢, € R.
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Die Wronski-Matrix ist somit gegeben durch

Es gilt

und folglich

Damit erhalt man

Also kann man beispielsweise

wéhlen und erhélt als eine partikulére Losung

pl) = Wa)e() = (f _ee;> (_0> - <_) -

Zusammen ergibt sich die allgemeine inhomogene Losung zu

22 a3 _e2= .
y(r) = yn(x) +yp(x) = 1 - 5 +co- 3 + ) mit ¢, € R.
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Aufgabe 4 (11 Punkte) Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

(

flz) =<1, z € (0,T) und  f(x 4 27) = f(x).

0, ze{-7m-%07%}

\

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (-2, 27).

(b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Hinweis: Terme der Form cos(nZ) und sin(nZ) missen ausgerechnet werden.
2 2

(c) (3 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € [—m, 7] den Grenzwert der Fourierreihe.

(a) Skizze:

—Qw —% T 2;'(‘

(b) (1) Weil f(x) ungerade ist, gilt a,, = 0 fiir alle n € INy.
(2) Die Koeffizienten b, fiir f folgen durch Integration:

by, :%/f(x) sin(nz)dx

zg/sin(na:)dx—l—%/sin(nx)dx

:%[— cos(nx)h? + %[— COS(TW)]%

=2 (1~ cos("T)) + (cos("0") — cos(n))
:%(1 +eos(50) — 2(-1)")

214 (=1)F), n=2k

nm

6 n=29%—1

nm?
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(3) Die Fourierreihe von f ist

)~ (%(—1 (= 1)) sin(2kz) + ﬁ sin((2k — 1)@) |

k=1

Eine weitere Fallunterscheidung nach k gerade/ungerade ist moglich. Es folgt die Fourier-

reihe

o) ~3 (—ﬁsin((ﬁll T (sm<(4z + 1)) | sin((41+ 3)95))) |

U 41 +1 40+ 3

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((n —1)Z,n%) (n € Z) mit endlichen

links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten {n% |n € Z}.

Da die Funktion f insbesondere stetig ist in ((n — 1)%,n%) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe

in diesem Bereich also gegen f(x).

In den Punkten xy € {-m,—%,0,7,

sodass sich der Grenzwert dort berechnet als

7} hingegen macht f einen Sprung der Hoéhe 1,2 oder 4,

O, To = —T
5 w=—3
1/ . .
3 (xilggaof @)+ tm f <$>) =90 @=0
0, To=T
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Aufgabe 1 (9 Punkte)
Es sei die Fliche S € R? gegeben durch

S = {(x,y,z) e R3:42% =2+ 47 §4,z§0}.

(a) (2 Punkte) Geben Sie eine Parametrisierung fiir S an.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.

(c) (3 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g,0S) des Vek-
torfelds ¢ : R® — R? entlang 95, wobei

y
9(@,y,2) = | —2
1

Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
y® 4+ 3y — 4y = 3¢® — 4cos(2z) .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems
, (1 3 N el
Y -2 6 Y etr |

Aufgabe 4 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

e
fl@)=1|z|, ve[-%,2] und  f(z +27) = f(z)
5 ze(§m)
gegeben.

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m, 27).

(b) (7 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

i S i 5 5 ¥ W .
Hinweis: Terme der Form sin n’2r und cos ng miissen ausgerechnet werden

(c) (1 Punkt) Bestimmen Sie fiir alle = € [—7, 7] den Grenzwert der Fourierreihe.
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Aufgabe 1 (9 Punkte)
Es sei die Fliche S € R? gegeben durch

S = {(x,y,z) e R3:42% =2+ 47 §4,z§0}.

(a) (2 Punkte) Geben Sie eine Parametrisierung fiir S an.
(b) (4 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.

(c) (3 Punkte) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g,0S) des Vek-
torfelds ¢ : R® — R? entlang 95, wobei

y
g(z,y,2) = | —2
1

(a)
®:[0,2] x [0,27] — R?,
T COS
(r,) — | rsing
3
(b)
cosy —rsing —5 COS P
Q' (r,p) = sing rcose |, 0P x 0P = —gsing |,
1
1 0 ,

2

2 2T
F(S):/SldO:/O /0 1010 x 9,0| dp dr

2 21

:/ / \/§(0052g0+sin290)+r2dg0dr
o Jo

2

:é/ 2mrdr
2 Jo

:2\/57r.
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(c) Mit dem Satz von Stokes gilt

Z(g,0S) :/ g-ds

as
0293 — 0392 1
:/rotg-ndO rotg= 0391 =gz | =1 0 |,
’ 0192 — Oan -1
o [ 1 —5 COS P
—/0/_7r 0 || —5sinp | dedr
1 r

2 ™ r
—/ / ——cosp —rdedr
0 —m 2
2

= / S +20]C- " dr
0

2
= —27?/ rdr
0

= —A4r.

Seite 2 von 8



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 06.09.2018, 120min

Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
Y3 4+ 3y — 4y = 3¢* — 4 cos(2x) .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung 3® + 3y —4y = 0. Das cha-
rakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X3+3X?—4. Eine offensichtliche
Nullstelle von P ist 1.

PX)=X?+3X?—4=(X-1)(X?+4X +4) = (X - 1)(X +2)(X +2)

und hat die {ibrige zweifache Nullstelle —2.

Die allgemeine homogene Losung f;, ist dann:
fu(z) = ae” + be " + cwe >

mit a,b,c € R.

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikuldre) Losung

der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Losung f, von y® +3y®? — 4y =
3e” —4 cos(2z), indem man eine partikuldre Losung f,, von Y3 + 3y — 4y = 3¢ und eine partikulire

Loésung f,, von y3) + 3y — 4y = —4 cos(2z) bestimmt und diese beiden addiert: fp=Tfpr + fps-

e Zunichst zu y® + 3y® — 4y = 3e”:

Weil 1 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

fo () = axe”.
Dreimaliges Ableiten ergibt

fp, () = ae” + azxe”,

f2(z) = 20e” 4 awe”,

p1
3 (x) = 30e” 4 axe®.

P

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
9ae” = 3e”

und damit oo = 1/3. Also

o) = g™
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o Jetzt zu y® + 3y — 4y = —4cos(2x):

Weil £2i keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
Jpo(2) = accos(2z) + Bsin(2z).
Dreimaliges Ableiten ergibt

fr,(x) = —2asin(2z) + 2 cos(2z),

p

f2(x) = —4a cos(2z) — 4 sin(2z),

p2

fz(,f) (x) = 8arsin(2x) — 8 cos(2x).
Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
(8av — 165) sin(2z) + (—16a — 8f) cos(2x) = —4 cos(2z).
Damit ist a = 1/5 und = 1/10. Also

fom(@) = écos(Qx) + 1—10 sin(2x).

Insgesamt erhalten wir f,(x) = fp, (@) + fp, (@) = 3z€” + 1 cos(22) 4 15 sin(2z) .

SCHRITT 3: In ecinem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte

allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikulidre Losung addieren:
x —2x —2x 1 T 1 1 .
f(x) = fu(z) + fpo(x) = ae® + be > + cxe ™" + %¢ + R cos(2x) + 0 sin(2x)

mit a,b,c € R.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, (1 3 N et
Y -2 6 Y ele |

Seien

1 3 el
A= (_2 6) und  h(z) = <e4‘”> :

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
det(A—AE) =\ —TA+12.

Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind folglich

7. [P 7. [49-48 T+1
— S —12= 4y —
Mz =g 4 2 4 2

d. h. es gilt

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert 3 zu finden, miissen wir folgendes Gleichungssystem losen:

2 3
det(A — M\ E)v; = 1) o,
-2 3 n

also 3y; — 2x; = 0. Dies ist beispielsweise durch

3
V1 =
2
erfiillt. Fiir den Eigenwert 4 gilt analog

-3 3
det(A - )\QE)UQ = ( ) <x2> = 0,
-2 2 Yo

also ys — 9 = 0. Dies ist beispielsweise durch

()

erfiillt. Damit ergibt sich die allgemeine homogene Lisung als

3 1
yn(x) = ¢ (2) + ¢y et? (1> mit ¢,c0 € R
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Die Wronski-Matrix ist somit gegeben durch

Es gilt

und folglich

Damit erhalt man

Also kann man beispielsweise

wéhlen und erhélt als eine partikulére Losung

yp(w) = W(w)e(a) = (i ) <0> = <) .

Zusammen ergibt sich die allgemeine inhomogene Losung zu

3e3w e4x xe4x
y(x) = yn(x) +yp(z) = 1 - +co - + mit ¢, € R .
2e3x e4x Ie4x
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Aufgabe 4 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

5 wel[-m=g)

gegeben.

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m, 27).

(b) (7 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Hinweis: Terme der Form sin (ng) und cos (n%) miissen ausgerechnet werden.

(c) (1 Punkt) Bestimmen Sie fiir alle # € [—7, 7] den Grenzwert der Fourierreihe.

(a) Skizze:

o Zr T o

(b) (1) Weil f(x) gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n € INy.

(2) Fiir ag errechnet man:
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Die Koeffizienten a, fiir n > 0 folgen durch Integration:

us
2 ™

an :%/f(x) cos(nz)dxr = %/xcos(nx)dx—i—/cos(nx)da:

0

Wl

:%[aj sin(nx)](? — %/sin(nm)dm + %[sm(nm)]zr
:E[x sm(nx)](? — %[— cos(mc)]og %[sm(nx)]zr

+

= (5o () + 7 (cos () = 1) + = (sntom) —sin (7))
=— (—=sin(— —(cos | — ) — — (sin(nn) —sin [ —
nm \2 2 n2m 2 n 2

(s () 1)
=——(cos|— ) —

n2m 2
——(2kf1)27r, n=2%k+1

(3) Die Fourierreihe von f ist

ONESSY (2;%((—1)’6 — 1) cos(2kz) — ﬁ cos((2k + 1)z).

00
k=1

Eine weitere Fallunterscheidung nach k gerade/ungerade ist moglich und fithrt auf

™ ™ ™

f(z) ~ 3% — IZ: ﬁ cos((4l + 2)x) — ﬁ cos((4l + 1)x) — ﬁ cos((4l + 3)x).

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen
(—%W, —7r) , (—7r, —%71’) , (—%W, O) , (O, %7?) , (%m 7r) , (7r, %W) mit endlichen links- bzw. rechtseiti-
gen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f” in allen Punkten {—ﬂ', —%7‘(’, 0, %ﬂ', 7?} . Da die Funktion

f insbesondere stetig ist in [—m, 7|, konvergiert die Fourierreihe in [—m, 7] also gegen f(x).

Seite 8 von 8



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 27.02.2019

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es seien ein Gebiet S & R? mit Parametrisierung @ : [0,1] x [-, 3] — 2
R? und ein Vektorfeld g : R* — R? gegeben durch

—12
s(rp)=(""""7), glay) = .
resin @ 12z

(a) Berechnen Sie rot g und divg.

(b) Geben Sie eine Parametrisierung des Randes K = 95 an.
(c) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K).

(d) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.

Aufgabe 2 (5 Punkte) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

1
Y+ =y =6e"",y(1) =0,z > 0.
X

Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
;z/(‘l)—y:e’“”—i—em )

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

Aufgabe 4 (6 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, (4 5
v=|_ v

Aufgabe 5 (10 Punkte) Gegeben ist die 2m-periodische Funktion f mit
flx) = z(x+m) fir xe|-mmn).

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (—3m,3m).
(b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fur alle € [—2m, 2] den Grenzwert der Fourierreihe.
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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es seien ein Gebiet S & R? mit Parametrisierung @ : [0,1] x [-, 3] — 2
R? und ein Vektorfeld g : R* — R? gegeben durch

—12
s(rp)=(""""7), glay) = .
resin @ 12z

(a) Berechnen Sie rot g und divg.

(b) Geben Sie eine Parametrisierung des Randes K = 95 an.
(c) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K).
(d) Berechnen Sie den Flécheninhalt von S.

Losung
(a) rotg = 0199 — Oagh = 12 — (—12) =24
divgzalgl+8lgl =04+0=0
(b) Man beobachtet, dass ®(0,¢) = 0 ein Punkt auf dem Rand und ®(r, —%) = ®(r, %) fiir r € [0, 1]

eine Strecke im Inneren von S beschreiben, also nicht zum Rand von S beitragen. Damit ergibt

sich eine Parametrisierung des Randes alleine durch Festhalten von r = 1:

(c) Direkt ausrechnen mit der Parametrisierung aus (b):

Z(gaK):/Kg.ds:/2 g(y(%p))"yl(S@) 7’(@2): <Cosw—gpsingp>

z sin ¢ + p cos ¢
_/’2’ —12¢sinp cos p — @sin &
- 12 cos p sin ¢ + @ cos ¢

(d) Mit dem Satz von Green und der Zirkulation Z(g, K) = 7® aus (c):

[MERECT

1262 dp = 12 [5@3] 2

_r
2

ISIE]

F(S):[de:i[grotgdx:iZ(g,K):g_4
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

1
Y+ =y =6e"",y(1) =0,z > 0.
X

Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Wir bestimmen zunéchst

die Losung der homogenen Differentialgleichung.

Mit g(x) = + erhalten wir G(z) = Inz und

c
yp=ce €@ —cem? = Z e R
x

als allgemeine Losung der homogenen Gleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir durch Variation der Konstanten durch

den Ansatz

Dies fiithrt auf

und damit
c(x) = /Gxem2 = 3¢%.
Also gilt
o) D 42
= clr)e ) = 2
und

2

c 3,
y:yp+yh:_+_e
X T

Fiir die Losung des Anfangswertproblems setzen wir

0=y(1) :§+—612 =c+3e
Damit erhalten wir die Lésung
—3e 3 22
y=—+—¢
x x
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Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben ist die Differentialgleichung
Yy —y=eT 4.

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

SCHRITT 1:(3 Punkte) In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y* —y = 0. Das
charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X% — 1. Zwei offensichtliche
Nullstellen von P sind 1 und —1.

P(X)=X*—1=(X2-1)(X%+1)

und hat die {ibrigen Nullstelle +7.

Die allgemeine homogene Losung f, ist dann:
fn(z) = ae® 4+ be™* + csin(x) + d cos(x)

mit a,b,c,d € R.

SCHRITT 2:(5 Punkte) In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (parti-
kulédre) Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der

rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulére Lésung f, von Yy —y = e e,
indem man eine partikuldre Losung f,, von y™® —y = e* und eine partikulire Losung fps vOR y @b —y =

e~ bestimmt und diese beiden addiert: f, = f,, + fp,-

e Zunichst zu y® —y = e”:

Weil 1 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

Viermaliges Ableiten ergibt

[, () = ae” + axe”,

fzﬁ? (x) = 20e” + axe”,
FfO(x) = 3ae” + aze”,
f;? () = 4ae” + axe”.
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Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

und damit o = 1/4. Also

—x.

o Jetzt zu y® —y =e

4oe® = e

1

x
—xe’.
4

fpl (x) =

Weil —1 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

Viermaliges Ableiten ergibt

fnla) = aze™.

—T

fo, () = —azxe ",
(2)<£L‘> —20e” " + awe™,
(3)(55) = —aze
(4)(x) —4doe™ 4+ awe™™.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man

und damit o = —1/4. Also

Insgesamt erhalten wir f,(z)

= fp1 (I

—X —x

—doae ™" =¢

fonl) = e

)+ fra(7) = e — jze™®

Alternative:(5 Punkte) Da e® + e=® beide einfache Resonanz haben und e” + e™* = 2cosh(x) |,

folgender Ansatz

fp = ax cosh(x) + B sinh(x).

Viermaliges Ableiten ergibt

Fylx) = (
() = (
(@) =
(@) = (

—

() =
g0

xT) =

Einsetzen in die Gleichung liefert

a + pz) cosh(z) + (8 + ax) sinh(z),

2 + ax) cosh(z) +

3a + f) cosh(z) + (36 + az) sinh(z),
(z) +

46 + ax) cosh(z) 4+ (4da + Bx) sinh(z).

4 cosh(x) + 4asinh(x) = 2 cosh(x).

Also folgt 8 =1/2 und o = 0. Wir erhalten wieder f, =
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SCHRITT 3:(1 Punkt) In einem dritten und letzten Schritt muss man schliefilich noch die oben
bestimmte allgemeine homogene Loésung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
_ . 1 1
f(x) = fu(x) + fp(x) = ae® + be™* + csin(x) + d cos(z) + erm i v

mit a,b,c,d € R.
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, (4 5
=\ v

Sei

A ( _54) .

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
det(A —AE) =\ +9.
Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind folglich
Aijp = £3i.

Das Fundamentalsystem der zugehorigen skalaren Differentialgleichung y” 4+ 9y = 0 wird folglich von

den Funktionen cos3x und sin 3x gebildet. Fiir die zugehorige Wronski-Matrix bedeutet dies

cos 3x sin 3z
M(z) = :

—3sin3x 3cos3x

10 1(3 0
M(0) = und folglich M(0)"" = = .
(0 <03) glich M (0) 3<01>
Die Losung zum Anfangswert
1
V1 =
0
ist somit gegeben durch
cos 3x 1(1 4 3 0 cos 3x
= v | Av > M)~ T =
= (o[ An) 00 (sian) 3 (0 —5) (0 1) (sin?)x)
1 3 4 cos 3z 1 3cos3x + 4sin 3x
3\0 =5/ \sin3z 3 —5sin 3z '

Analog ist die Losung zum Anfangswert
0
Vg =
1

Damit erhalt man
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gegeben durch
cos 3x 10 5 3 0 cos 3x
= Avy ) M(0)™T ——
J: (02‘ U2> © (sin?)x) 3 (1 —4> (0 1) <sin3m>
1 0 5 cos 3z 1 5sin 3x
3 3 —4 sin 3z 3 3cos3z — 4sin3z )

Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

3cos3x + 4sin 3x 5 sin 3x )
yn(z) =1 - + ¢y - mit ¢1,co € R
—5sin 3x 3cos3xr — 4sin3x
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit
fx) = z(x+m) fir xe|-mmn).

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (—3m,37).
(b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle € [—27,27] den Grenzwert der Fourierreihe.

(a) Skizze:
Y
27.[.2 |
\/ \/ \/ % m

Seite 8 von 10



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 27.02.2019, 120min

(b) (1) f(z)=a?+ mx. Weil 2 gerade ist und 7z ungerade ist, gilt

a/O o0 oo '
f(x) ~% + ; a, cos(nx) + nz:l b, sin(nx),

mit
o

x2 N% + ; a, cos(nx)
und

oo
T ~ Z by, sin(nx).
n=1

(2) Der Koeffizient aq fiir 2% folgt durch Integration:

™ ™

1 2 2 377 2 3 22
aoz—/dex:—/xde:— T :—W—:i,
T T T |3 0 T 3 3

—T 0

(3) Die Koeffizienten a,,n > 0, fiir 22 folgen durch Integration:

T

1
apn :—/x2 cos(nx)dx
T
2] )
=— [ z° cos(nx)dx
T
0
2 x?sin(nz),. 2 [ 2z sin(nx)
e R
0
2 [ 2usi
_ 2 / Zrsin(nr) |
T n
0
4 ™
=— — [ xsin(nz)dz
™m
0
4 T [1
= — — —_ o - d
— [ ncos(n:c)]o —|—/ncos(naz) x
0
4 L h
- — [_H cos(nz)]y + [ sin(nz)]g
A(=1)"
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(4) Die Koeffizienten b, fiir mx folgen durch Integration:

1 ™
by, :—/mv sin(nz)dx

2
=— /ﬂ'SL' sin(nz)dx
T
0

— d
" cos(nz)dx

T
[
Q
o
=
S
2
CH
+
0\2‘

(5) Die Fourierreihe von f ist

o n+1

Z cos(nx) + Z sm(na:).

=1

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((2n —1)7,(2n+ 1)) (n € Z)

mit endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten
{(2n — 1)m |n € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetigistin ((2n — 1)m, (2n + 1)7) (n € Z),

konvergiert die Fourierreihe in diesem Bereich also gegen f(z).

In den Punkten zy € {—7, 7} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 272, sodass sich der

Grenzwert dort berechnet als

1( lim f(z)+ lim f(z )):%(0+27r2):7r2.

2 rz—xo+0 x—x0—0
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