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Begriffe, Definitionen 

 

Koordinatensystem, Ebenen am Körper, Orts- und Lagebezeichnungen 

gemäß ISB (Int. Soc. of Biomechanics), 1992 (Tittel, 1994) 

 

 

 

 

Frontalebenen = zur Stirn (= frons) parallelliegende, den Körper in einen 

vor(Koronalebenen)  deren und hinteren Teil trennende Ebenen 

Medianebene = die den Körper in eine annähernd spiegelbildlich gleiche rechte 

und linke Hälfte teilende Ebene (man spricht deshalb auch von 

der „Symmetrie-Ebene“) 

Sagittalebenen = zur Median- (oder Symmetrie-) Ebene parallel verlaufende Ebe-

nen (sagitta = Pfeil; die durch den Körper dorsoventral gelegten 

Schnitte liegen parallel zur Pfeilnaht des Schädels) 

Horizontal- oder = ein senkrecht zur Längsachse des Körpers liegender (Quer-) 

Transversalebene  Schnitt (transversus = quer), den Körper in einen oberen und 

  unteren Abschnitt teilend 

median, medial = mittelwärts, zur Medianebene (medium = die Mitte) 

lateral = seitwärts, von der Medianebene entfernt (latus = Seite) 

hier speziell: 

Medianebene 
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dorsal = rückenwärts, hinten (dorsum = Rücken) 

ventral = bauchwärts, vorn (venter = Bauch) 

proximal = in der Richtung zur Rumpfmitte hin liegende Teile des Körpers 

(proximus = der Nächste) 

distal = von der Rumpfmitte entferntliegende Teile des Körpers (distare = 

abstehen) 

sagittal = senkrecht zur Körperoberfläche 

Mamillarlinie = eine durch die Brustwarze gehende senkrechte Linie (mamilla = 

Brustwarze) 

Medioclavicularlinie = eine durch die Mitte des Schlüsselbeins (clavicula) ziehende 

senkrechte Linie 

Axillarlinie = Linie, die vorn bzw. hinten die Achselhöhle begrenzt (axilla = 

Achselhöhle) 

frontal = in der Stirnebene 

horizontal oder = in der Horizontal- bzw. Transversal-Ebene 

transversal 

peripher = am äußeren Umfang eines Körpers (periphericus = außen, am 

Rande) 

zentral = in der Mitte des Körpers 

superficial = zur Körperoberfläche hin (super = über, facies = Fläche) 

profundus = zur Körpertiefe hin, nach innen (fundus = Grund) 

cranial = kopfwärts (cranium = Kopf, Schädel) 

caudal = schwanz- bzw. steißwärts (cauda = Schwanz) 

radial = speichenwärts (Daumenseite) (radius = Stab, Speiche) 

ulnar = ellenwärts (Kleinfingerseite) (ulna = Elle) 

tibial = zum Schienbein hin (Großzehenseite) (tibia = Schienbein) 

fibular = zum Wadenbein hin (Kleinzehenseite) (fibula = Wadenbein) 

volar (palmar) = auf der Hohlhandseite liegend (vola [palma] manus = Hohlhand) 

plantar = zur Fußsohle gehörend (planta pedis = Fußsohle) 

anterior = vorderer (ante = vor) 

posterior = hinterer (post = nach, hinter) 

inferior = unterer (in… = un…) bei aufrechter Körperhaltung 

superior = oberer (super = über) bei aufrechter Körperhaltung 

sub (subcutan) = unter (unter der Haut) 

per (percutan) = durch (durch der Haut) 

intra (intracutan, = innerhalb (in der Haut, innerhalb eines Gelenkes) 

intraartikulär) 

extra (extraartikulär) = außerhalb (außerhalb eines Gelenkes) 

 

 



Institut für Technische und Num. Mechanik Biomechanik 
Prof. Dr.-Ing. P. Eberhard Dr.-Ing. A. Eiber M 3.3 

 

 

Bewegungen der Glieder, Richtungen am Körper  (Tittel, 1994) 

 

 

Ebenen und Richtungen im Bereich des Körpers 

 

Abduktion, = Abspreizen eines Gliedes von der Körpermitte nach außen 

abduzieren 

Adduktion, = Heranbringen eines Gliedes zur Körpermitte  

adduzieren 

Rotation, rotieren = Drehbewegung um die Längsachse eines Gliedes 

Innenrotation = Einwärts-Drehung 

Außenrotation = Auswärts-Drehung 

Pronation, pronieren = Drehbewegung der Hand bzw. des Fußes bei gleichzeitiger He-

bung des äußeren und Senkung des inneren Handballens bzw. 

Fußrandes 

Supination, = Drehbewegung der Hand bzw. des Fußes bei gleichzeitiger 

supinieren  Hebung des inneren Handballens bzw. Fußrandes 

Flexion = Beugebewegung in einem Gelenk 

flektieren = beugen 

Extension = Streckbewegung in einem Gelenk 



Institut für Technische und Num. Mechanik Biomechanik 
Prof. Dr.-Ing. P. Eberhard Dr.-Ing. A. Eiber M 3.4 

 

extendieren = strecken 

Dorsalflexion = Heben der Fußspitze bzw. der Hand in Richtung Fuß- bzw. 

Handrücken 

Plantarflexion = Senken der Fußspitze zur Sohle 

Volar-(Palmar-)- = Beugen der Hand in Richtung Innenfläche 

Flexion 

Anteversion = Vorschwingen eines Armes bzw. Beines 

Retroversion = Rückschwingen eines Armes bzw. Beines 

Circumduktion = bogenförmiges Herumführen eines Gliedes in einem Gelenk 

 

Gliederung des Körpers 

Stamm = Kopf, Hals und Rumpf 

Rumpf = Brustkorb, Bauch und Becken 

Extremitäten = Oberarm, Unterarm und Hand;  

  Oberschenkel, Unterschenkel und Fuß 
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Beispiele Modellauswahl: 

 

Fachwerkausleger Tennisball Mensch 

 

   

 

 

 

 

 

Starrkörper Massenpunkt 

 

 

 

 

 

 

Elastischer Balken Elastischer Körper 

 .constIE   

 .constIE   

 

Mehrkörpersystem 

 

 

 Membran 

 

   

Fachwerk  Finite Elemente 

 

 

 

 

 

Finite Elemente Finite Elemente 

 

 

 

 

 

    Skalierungsproblem 

 

Ω 

v 

v 

(ω) 

F 

σ 

Stäbe 
Gelenke 
Bindungen 

Fahrstuhl 

Mas-
sen-
punkt 
oder 
Starr-
körper 

Mehrkörper-

system 

 
Knochen 
 
Muskel 
Haut, 
Blutströmung 
Wärmeaustausch 
Nervenreize 
 . 
 . 

 . 

. 

. 

. 
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Modellierung: Knochen 

 

 

 Starrkörper  

 

 

 
K

M , 

 























zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

K

JJJ

JJJ

JJJ

J  

 Vereinfachungen: Deviationsmomente 0JJJ
yzxzxy

  

  0J
zz

  

 

 Elastischer Balken  

 

 Finite Elemente  homogen 
K

K

V

M
  

    

 i – Elemente (Balken-, Volumenelemente 

  unterschiedlicher Ordnung) 

  inhomogen 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Feinstruktur, spongiöser Bereich  

  

 

…  

Randbereich 

Spongiosa 

Bereich 

y x 

z 

 

 
Massenmittelpunkt 
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Beispiel 1: Geradlinige Bewegung eines Einmassenschwingers 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Freischneiden 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

Kinematik 
 
allgemein: 

Ortsvektor 

















=

z

y

x

r

r

r

r  

Geschwindigkeit 























==

dt

dr
dt

dr
dt

dr

dt

d

z

y

x

r
v  

 
 
hier:  

Ortsvektor 

















≡
















=
0

0

0

0

xrx

r , Freiheitsgrad f = 1 

 
skalare Darstellung möglich: 

Lage x  

Geschwindigkeit x
dt

dx
v &==  

Beschleunigung x
dt

dv
a &&==  

 
 

allgemein: Kräfte sind Vektoren 
 

Federkraft  

















=

zc

yc

xc

c

F

F

F

,

,

,

F  

Dämpferkraft  

















=

zd

yd

xd

d

F

F

F

,

,

,

F  

Erregerkraft  

















=
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xe

e

F

F
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,

,

F  

 

hier: skalare Darstellung möglich 
 
lineare Feder/Dämpfer: 

Federkraft  xcFc −=   

Dämpferkraft  xdFd &−=  

 
Erregerkraft  eF  

 

 
 

m 

c 

d 

x 

Fe 

 
 

m 

Fc 

Fd 

x 

Fe 
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Beispiel 2: Ebenes Pendel (krummlinige Bewegung) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Impulssatz (Newtonsche Gleichung) 
 

∑= Fam  

edcm FFFa ++=  

 
 

eFxdxcxm +−−= &&&  
 
Bewegungsgleichung in Normalform: 

m

F
xxx e=++ 2

02 νδ &&&  

mit  
m

d=δ2 ,   
m

c=2
0ν  

 

Eigenfrequenz:  ungedämpft 
m

c=0ν  

      schwach gedämpft 22
0 δνν −=  

 

Kinematik 
 

Ortsvektor 

















−=
















=
0

cos

sin

ϕ
ϕ

l

l

r

r

r

z

y

x

r  

Geschwindigkeit 

















===
0

sin

cos

ϕϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

l

l

dt

d

d

d

dt

d
&

&
rr

v  

Beschleunigung 
















+

−

==
0

cossin

sincos
2

2

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ll

ll

dt

d
&&&

&&&
v

a  

 
Drehgeschwindigkeit und Drehbeschleunigung 
sind Vektoren 
 

Drehgeschwindigkeitsvektor 

















=
1

0

0

ϕ&ω  

Freiheitsgrad f = 1 
 
hier:  
Lage wird durch eine Variable φ vollständig be-
schrieben, skalare Darstellung möglich 
 

m 

g l 

 φ 

x 

y 

Faden masselos  

ϕ   verallgemeinerte Koordinate 

ϕω &=   Drehgeschwindigkeit 

ωα &=   Drehbeschleunigung 

Punktmasse  
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Freischneiden 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

mg 

φ 
FF 

Impulssatz (Newtonsche Gleichung) 
 

∑= Fam  

















=
















∑
∑
∑

z

y

x

F

F

F

z

y

x

m

&&

&&
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Punktmasse (mit Kinematik von oben): 

)2(cos)cossin(

)1(sin)sincos(
2

2

mgFllm

Fllm

F

F

−=+

−=−

ϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕ

&&&

&&&
 

 

FF  eliminieren: ϕϕ sin)2(cos)1( ⋅+⋅  

0sin)cossincos(sin)sin(cos
0

2

1

22 =+−++
==

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ mgmllm
4444 34444 21

&
444 3444 21

&&  

0sin =+⇒ ϕϕ mgml &&  
 

kleine Auslenkungen aus der Ruhelage 00 =ϕ :  

ϕϕ ≈sin  
 
Bewegungsgleichung in Normalform: 

02
0 =+ ϕνϕ&&    mit  

l

g=2
0ν  

Eigenfrequenz 
l

g=0ν   

Anmerkung: Betrachtung zum Lager 
 

 φ FF 

y 

x 

Kraft auf das Lager (zerlegt in Koordinatenrichtungen): 

)4(cos

)3(sin

ϕ
ϕ

Fy

Fx

FL

FL

−=
=

 

 

 (1) in (3) und (2) in (4) einsetzen: 

mgllmL

llmL

y

x

−+−=

−−=

)cossin(

)sincos(
2

2

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

&&&

&&&
 

Faden biegeschlaff: 
Kraft in Fadenrichtung 

wenn v^2 negativ ist -> instabile Bewegung
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Ganzkörpermodelle: 

 

MKS-Modelle 

 

 Modell nach Hanavan (1964) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Modell nach Morecki, A., Ekiel, J., 

Fidelus, K. (1971). 

Bionika ruchu, Warsaw. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kinematic model of human 

body. Filled circles designate 

the joints that are usually in-

cluded in the model. Open cir-

cles are for the joints that are 

included only in some models. 

( ): Freiheitsgrade der Gelenke.  

Zatsiorsky (1998) 

Clavicle (2) 

Upper trunk 

joint (3) 

Lower trunk 

joint (3) 

Hip (3) 

Knee (1 or 2) 

Ankle (2 or 3) 
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Lateral- und Frontalansicht des  

17-segmentigen Hominoids mit 

den lokalen Segmentkoordina-

tensystem  

)zyx(O
iiii

, 17,,1i  . 

Hatze (1986) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ebenes Modell am 3 Gliedern und 

Schwabbelmassen, Fuß ist masselos. 

Gruber (1987) 
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FE-Modelle: 

 

Ramsis  
http://www.ramsis.de 

  

 

Casimir  
http://www.tu-darmstadt.de/fb/mb/fmd/menschmodkomf.html 

 

 

http://www.tu-darmstadt.de/fb/mb/fmd/menschmodkomf.html
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Teilmodelle im Gelenkbereich, Bänderapparat. 

 

Modelle der Wirbelsäule  

Benjamin Franklin, Freie Universität Berlin  
www.biomechanik.de 

 

 
 

http://www.ukbf.fu-berlin.de/
http://www.fu-berlin.de/
http://www.fu-berlin.de/
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Abmessungen und Massen: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Segmentaufteilung des menschlichen Körpers.  

Links: Anthropometrische Punkte, die die Grenzen der Segmente darstellen; Lage der 

Massemittelpunkte der Segmente auf ihren Längsachsen in % zu den Segmentlängen.  

Rechts: Anteile der Segmentgewichte in bezug auf das Gesamtgewicht. Auswahl: 100 

Männer. (Saziorski) 
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Segmente und anthropometrische Punkte, die die Grenzen der Segmente anzeigen 

Segment Segmentgrenzen  

 proximal distal 

Kopf Dornfortsatz des  

7. Halswirbels 

Scheitel  

oberer Teil 

des Rumpfes 

Brustbein, unteres Ende Dornfortsatz des  

7. Halswirbels  

mittlerer Teil 

des Rumpfes 

Bauchnabel Brustbein, unteres Ende  

unterer Teil 

des Rumpfes 

Bauchnabel Ebene, unter einem Winkel 

von 37° zur Sagittalebene 

durch den vorderen  

Darmbeinstachel  

Oberschenkel Ebene, unter einem Winkel 

von 37° zur Sagittalebene 

durch den vorderen Darm-

beinstachel  

oberes Ende des  

Schienbeins 

Unterschenkel  oberes Ende des  

Schienbeins 

unteres Ende des  

Schienbeins 

Fuß  unteres Ende des  

Schienbeins 

 

Oberarm  Schulterhöhe  Ellbogen  

Unterarm  Ellbogen  Handgelenk  

Hand  Handgelenk  Fingerspitze  

 

 

 

 

Trägheitsmomente des menschlichen Körpers (Körper gestreckt, Hände seitlich angelegt) 

Trägheitsmomente 

bezüglich KSP 

(kg·m2) 

Autoren (Jahr)    

V. N. Tichonov  Hochmuth Santschi u. a. 

(1973) 

22 Männer 

 

11 Frauen 

(1967) 

Männer 

(1963) 

66 Männer 

Frontalachse  9,908±1,30 9,70±1,05 10,7–13 9,4±1,70 

Sagittalachse  10,18±2,58 10,01±1,30 10,0–12 10,5±1,83 

Längsachse  2,07±0,30 1,61±0,26 1,0–1,2 1,0–2,2 
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Anthropometrische Messungen zur Schätzung der Massen und Massenträgheitsmomente 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Höhen der anthropometrischen Punkte über dem Bodenniveau: L1: Körperhöhe; L2: Dorn-

fortsatz des 7. Halswirbels; L3: obere Brustbeinhöhe; L4: Schulterhöhe; L5: untere Brust-

beinhöhe (Schwertfortsatz); L6: Oberarm-Speichenhöhe; L7: Nabelhöhe; L8: vorderer obe-

rer Darmbeinstachel; L9: Griffelfortsatz der Speiche; L10: Fingerhöhe; L11: oberer Schien-

beinrand; L12: unterer Schienbeinrand; L13: Fußlänge; 

Durchmesser: D1: Kopfbreite; D2: Schulterbreite; D3: mittlere Brustkorbtiefe; D4: mittlere 

Brustkorbbreite; D5: untere Rippenbreite in Höhe der 10. Rippe; D6: Darmbeinstachelbrei-

te; D7: Hüftbreite; D8: Rollhügellinie; D9: untere Epiphysen des Oberarms; D10: untere E-

piphysen des Unterarms; D11: Handbreite; D12: untere Epiphysen des Oberschenkels; D13: 

untere Epiphysen des Unterschenkels; 

Hautfaltendicke: C1: unter dem unteren Schulterblattwinkel; C2: an der hinteren Fläche des 

Oberarms; C3: an der inneren Fläche des Oberarms; C4: am Unterarm; C5: in Brusthöhe 

neben dem Achselwinkel; C6: am Schwertfortsatz des Brustbeins; C7: am Bauch in der 

Höhe des Darmbeinstachels; C8: am Bauch, rechts vom Nabel; C9: am Oberschenkel, 

oben; C10: am Oberschenkel, über de Kniescheibe; C11: am Unterschenkel hinten, lateral; 

C12: am Handrücken; 

Umfang: P1: Kopf; P2: Hals; P3: Brustkorb in Höhe der Brustwarzen; P4: Brustkorb in Höhe 

der 10. Rippe; P5: Bauch in Höhe des Nabels; P6: Hüfte; P7: Oberschenkelumfang an der 

unteren Gesäßfalte; P8: mittlerer Oberschenkelumfang; P9: distaler Oberschenkelumfang 

10 bis 12 cm oberhalb der Kniescheibe; P10: proximaler Unterschenkelumfang an der 

schmalsten Stelle unter dem Knie; P11: Unterschenkelumfang an der stärksten Stelle; P12: 

distaler Unterschenkelumfang an der schmalsten Stelle; P13: Umfang des Fußes an der 

breitesten Stelle über dem 5. Mittelfußgelenk; P14: Oberarmumfang an der stärksten Stelle, 

die bei der Anspannung des zweiköpfigen Armmuskels festgestellt wird; P15: maximaler 

Unterarmumfang; P16: Umfang in der Mitte des Unterarms; P17: distaler kleinster Unter-

armumfang; P18: Umfang der Hand am 2. und 4. Handwurzel-Mittelhandgelenk. 
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Beispiel: Ebenes Pendel mit zwei Punktmassen 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

allgemein: 
 

Ortsvektor: 

















≡
















=
z

y

x

r

r

r

z

y

x

r  

 

Drehgeschwindigkeit 

















=

z

y

x

ω
ω
ω

ω  

 

Drehbeschleunigung 

















=

z

y

x

ω
ω
ω

&

&

&

&ω  

 

Gesamtmasse:  ∫=
K

dmm  

 

Schwerpunkt S : ∫=
K

S dm
m

rr
1

 

 

hier: 
 
Freiheitsgrad f = 1 
 
Lage wird durch eine Variable φ vollständig be-
schrieben, skalare Darstellung möglich 
 
ϕ   verallgemeinerte Koordinate 

ϕω &=   Drehgeschwindigkeit 

ωα &=   Drehbeschleunigung 

Drehgeschwindigkeitsvektor 

















=
1

0

0

ϕ&ω  

 
 
 

Gesamtmasse:   21 mmm +=  
 
 

Schwerpunkt S :   
m

mlml
rS

2211 +
=  

 

 
 

Me

m1 

g 

l1 

x 

y 

m2 

l2 

S
rs 

O 

φ 

cφ 
dφ 

x 
y 

z 

O 

S
Q

r rs

u ρ

Körper K 

dm 

starre Stange, 
 masselos  

Für Drall (≡ Impulsmoment) und Momente aus Kräften muss der Bezugspunkt beachtet werden. 
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Trägheitstensor bzgl. O : 

















=

zzOyzOxzO

yzOyyOxyO

xzOxyOxxO

O

JJJ

JJJ

JJJ

,,,

,,,

,,,

J  

dm

yxyzxz

yzzxxy

xzxyzy

K
∫

















+−−
−+−
−−+

=
22

22

22

 

 
 
Trägheitstensor bzgl. S : 

dm
K

yxzyzx

zyzxyx

zxyxzy

S ∫
















+−−
−+−
−−+

=
22

22

22

ρρρρρρ
ρρρρρρ
ρρρρρρ

J  

 

mit s

z

y

x

rrρ −=
















=
ρ
ρ
ρ

 (körperfest) 

 
anderer Bezugspunkt Q  (körperfest): 

SQ rru −=  

 
 
Verschiebungssatz (Steiner): 

uuJJ ~~ ⋅−= mSQ  

mit 
















−
−

−
=

0

0

0
~

xy

xz

yz

uu

uu

uu

u  

 

 

 

 

 

 
Trägheitsmoment bzgl. einer Drehachse e  durch S

: 

eJee ⋅⋅= SSJ ,  

 
 

 

 

Trägheitsmoment bzgl. O : 

( ) 2
22

2
11

222
, lmlmdmrdmyxJ

KK

zzo +==+= ∫∫  

               ( r : Abstand von der Drehachse) 
 
 
 
 
 
 
 
Trägheitsmoment bzgl. S : 

 

a) aus  SJ  

    ( ) ( )∫∫ −=+=
K

S

K

yxzzS dmrrdmJ 222
, ρρ  

 
 

b) mit Verschiebungssatz und zzOJ ,  

    2
,, SzzOzzS rmJJ −=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Trägheitsradius: quadratischer Mittelwert 

mkdmrJ
K

zzO
22

, == ∫ (Zylindermantel) 

→ Trägheitsradius 
m

J
k zzO,=  
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Freischneiden  
 
 

Kräfte und Momente sind Vektoren 
 

lineare Drehfeder/Drehdämpfer: 

Federmoment  ϕϕcM c −=  

Dämpfermoment  ϕϕ &dM d −=  
 

Moment durch Gewichtskraft bzgl. O : 
ϕsinsg rmgM −=  

 

Erregermoment eM  

 
hier: Bezugspunkt O  (Aufhängepunkt) 
 
Drallsatz bzgl. O : 

∑= OzzO MJ ϕ&&,  

 
Bewegungsgleichung (nichtlinear): 

eszzO MdcrmgJ +−−−= ϕϕϕϕ ϕϕ &&& sin,  

 
kleine Auslenkungen aus der Ruhelage 00 =ϕ : 

ϕϕ ≈sin  
 
linearisierte Bewegungsgleichung in Normalform: 

zzO

e

J

M

,

2
02 =++ ϕνϕδϕ &&&  

mit  
zzOJ

d

,

2 ϕδ = ,   
zzO

s

J

crmg

,

2
0

ϕν
+

=  

 
Eigenfrequenz 

ungedämpft:        
zzO

s

J

cmgr

,
0

ϕν
+

=  

schwach gedämpft ( 1<D ):  22
0 δνν −=  

Drallsatz  (Euler sche Gleichung)  
 

∑=⋅×+⋅ MωJωωJ &  

 
(Bezugspunkt beachten) 

Me 

mg 

φ 

Mc Md 
Lx 

Ly 

O 

S 
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Momente zweiter Ordnung 

 

Quadratische Flächenmomente: aus Festigkeitslehre 
Quadratische Massenmomente: Massenträgheitsmomente aus Dynamik 

 
Für jede Fläche A  lassen sich bezüglich eines kartesischen Koordinatensystems )z,y( , das in der Ebene 
der Fläche liegt, die quadratischen Flächenmomente 

 ∫=
A

2
y dAzI  

 ∫=
A

2
z dAyI  (1) 

 ∫−=
A

yz dAyzI  

definieren. Die axialen Momente yI  und zI  werden auch als Flächenträgheitsmomente und das gemischte 

Moment yzI  als Deviations− oder Zentrifugalmoment bezeichnet. 

Das quadratische Flächenmoment 

 ∫=
A

2
p dArI  (2) 

heißt polares Flächenträgheitsmoment. Wegen  222 zyr +=   gilt   

 zyp III +=  (3) 

Beim Übergang zu einem anderen, ebenfalls in der Ebene von A  liegenden Koordinatensystem *)z*,y(  
ändern sich im allg. die Flächenmomente. Dabei können die beiden Systeme parallelverschoben und / oder 
gedreht sein. 
 
Parallelverschiebung: 

Liegt der Ursprung O  von )z,y(  im Schwerpunkt S  der Fläche A  , so gilt mit den Gleichungen der Paral-

lelverschiebung  ay*y −=   und  bz*z −=   nach dem Satz von Huygens−Steiner 

 AbI*I 2
yy +=  , 

 AaI*I 2
zz +=  , (4) 

 AbaI*I yzyz −=  . 
 
Daraus folgt, dass die Flächenmomente für Ach-
sen durch den Schwerpunkt minimal sind. 
 
Drehung: 

Mit den Gleichungen der Koordinatendrehung um den Winkel α , α+α= sinzcosy*y  und 

α+α−= coszsiny*z  , folgt 

 α+α−++= 2sinI2cos)II(
2

1
)II(

2

1
*I yzzyzyy  , 

 α−α−−+= 2sinI2cos)II(
2

1
)II(

2

1
*I yzzyzyz  , (5) 

 α+α−−= 2cosI2sin)II(
2

1
*I yzzyyz  . 

 
Das polare Flächenmoment pI  ist gegenüber Drehungen des Bezugssystems invariant, da es nur von r  

abhängt. 
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Ordnen wir die Flächenmomente in einer Matrix bzw. in einem Tensor 2. Stufe 

 






=
zyz

yzy

II
II

I  

an, so sind (5) gerade die Transformationsformeln, die die Komponenten von I  von System )z,y(  in 

*)z*,y(  transformieren. Dieser Tensor I  heißt Flächenmomententensor der Fläche A  im Punkt O . We-
gen der Symmetrie des Flächenmomententensors ist eine Hauptachsentransformation möglich, d.h. es gibt 
ein spezielles Koordinatensystem )z,y( HH , in dem das Deviationsmoment yzI  verschwindet. Die Momente 

yHI  und zHI  sind dann maximal, sie heißen Hauptflächenmomente 2. Ordnung und die Richtungen der Ach-

sen Hy  und Hz  heißen Hauptachsen von I . 

Die Hauptachsentransformation kann rechnerisch und zeichnerisch durchgeführt werden: 
 
Rechnerische Transformation  

Aus der Säkulargleichung 

 0)I(det =− EI   , E  Einheitstensor, 

folgt ein Polynom 2. Grades für I , dessen Lösung die Hauptflächenmomente yHI  und zHI  sind. Die dazuge-

hörenden Hauptrichtungen yHr  und zHr  ergeben sich durch Einsetzen von yHI  bzw. zHI  in die Eigenwert-

gleichungen 

 0rEI =⋅− yHyH )I(  ,  bzw. 0rEI =⋅− zHzH )I(  . 

Das Hauptachsensystem )z,y( HH  geht aus dem System )z,y(  durch Drehung um die x−Achse mit dem 

Winkel Hα  hervor. 

Durch Ausrechnen der obigen Beziehung folgt für die Hauptflächenmomente 

 2
yz

2
zy

zy1yH I
4

)II(
)II(

2

1
II +

−
++==  

 2
yz

2
zy

zy2zH I
4

)II(
)II(

2

1
II +

−
−+==  

und für den Drehwinkel Hα  

 
zy

yz
H II

I2
2tan

−
=α  
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Massenträgheitsmomente ausgewählter homogener Körpe r 
 

 
 

Trägheitsmomente beziehen sich auf das eingezeichnete Hauptachsensystem. Bei Bezugspunktwechsel 
muss der Trägheitstensor transformiert werden. 

 

Satz von Steiner: immer nur zum Schwerpunkt HIN oder WEG

hier: Satz von Steiner 2x anwenden

= symmetrische Querschnittsaufteilung

Trägheitsmoment ist immer am kleinsten bezgl. des Schwerpunkts
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Mittelwerte der Massen und Trägheitseigenschaften der Segmente des menschlichen 

Körpers (100 Männer, Saziorski) 

 

 m MZ μ K1 K2 K3 
Angabe 

von MZ 

Segmente x ± σ x ± σ x ± σ x ± σ x ± σ x ± σ  

       

 

distal 

 

proximal 

 

proximal 

 

distal 

 

distal 

 

distal 

 

distal 

 

distal 

 

distal 

 

distal 

 

 

 

Anmerkung: 

m  – Masse (kg) 

MZ – Angabe des distalen bzw. proximalen Abstands des Massenmittelpunkts auf der 

Längsachse in % der Gesamtlänge. Zuordnung gemäß letzter Spalte 

μ – Verhältnis Segmentmasse/Gesamtmasse in % 

K1 – Verhältnis des Trägheitsradius bezüglich der sagittalen Achse des Segments zu 

seiner Länge in % 

K2 – Verhältnis des Trägheitsradius bezüglich der Frontalachse des Segments zu sei-

ner Länge in % 

K3 – Verhältnis des Trägheitsradius bezüglich der Längsachse des Segments zu sei-

ner Länge in % 

σ – mittlerer quadratischer Fehler des Parameters 
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Anthropometric Data (Winter,1990) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  CM 

** 

** 

** 

** Signifies the length of reference  
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Schema zur Aufnahme anthropometrischer Messwerte für 17-segmentigen Hominoid  

(Hatze, 1986)   
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Auf Gelenkpunkte umgerechnete Daten (de Leva) 
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2.1.2 Beschaffung der Daten

Montag, 12. November 2018 11:30

   Vorlesung Seite 1    
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Messung anthropometrischer Daten 

 

Längen der Körpersegmente im Verhältnis zur Körperhöhe H (Winter, 1990) 

 

 

Balance board technique : 

a: In vivo determination of mass / or location of the anatomical center of mass of the body. 

b: Mass of a distal segment.                                                                              (Winter, 1990) 

 

Pendulum tests: Moments of inertia, center of mass, mass 
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Ganganalyse  

  

Schema für die Anbringung der 18 Segmentmarkierungen für die 2D-Analyse.  

Definition der 21 verallgemeinerten Koordinaten q1, …, q21. (Hatze, 1986)  

 



2.2 Kinematik von Starrkörpersystemen

Montag, 19. November 2018 12:10

   Vorlesung Seite 1    
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Vektoren und Koordinatensysteme 
 

1) Koordinatensystem und Darstellung eines Vektors 

Zur Darstellung von Vektoren sollen rechtshändige, kartesische Koordinatensysteme mit orthogonalen Eins-

vektoren verwendet werden. Das Koordinatensystem {O, x, y, z} mit dem Ursprung O und den Einsvektoren 

ex, ey, ez wird zur Abkürzung durch den Buchstaben K gekennzeichnet. Ebenso heißt das Koordinatensystem 

{O', x', y', z'} kurz K'. 

Ein Vektor a kann in einem Koordinatensystem K durch seine Koordinaten ax, ay, az dargestellt werden. Da-

bei muss genau unterschieden werden zwischen dem Vektor in seiner eigentlichen physikalischen Bedeu-

tung und dem Tripel seiner Koordinaten. Falls mehrere Koordinatensysteme K, K' verwendet werden, 

schreibt man in aK  bzw. aK'  die Koordinaten in K bzw. K' 

 aK = [ax , ay , az], aK'  = [ax' , ay' , az']. 

Nur wenn keine Verwechslungen möglich sind, werden die Indizes K, K' weggelassen. 
 

2) Transformationsmatrix 

Die Transformationsmatrix CKK', auch Drehungsmatrix oder Matrix der Richtungskosinusse genannt, definiert 

die Verdrehung von K' relativ zu K. Eine Verschiebung des Ursprungs O' gegenüber O hat dabei keinen 

Einfluss. Zur Berechnung von CKK' verschiebt man die Koordinatensysteme so, dass ihre Ursprungspunkte 

zusammenfallen. Die Spalten von CKK' entsprechen den Koordinaten der Einsvektoren ex', ey', ez' in K. Es ist 

   

  (Die Winkel sind jeweils zwischen 

   den positiven Achsen zu nehmen). 

                   |                 |                 |  

                  z'y'x' e    e              e  

Entsprechendes gilt für CK'K, wobei CK'K = T
KK'C  ist. Der Kürze halber wird gelegentlich nur C für CKK' ge-

schrieben. Die Transformationsmatrix ist stets orthogonal, das heißt 

 T
'KK

1
'KK CC =−  oder ET

'KK'KK =⋅CC  und es gilt 1det 'KK =C . 
 

3) Transformation von Vektorkoordinaten 

Die Matrizen CKK', CK'K vermitteln die Transformation zwischen den Darstellungen aK' und aK eines  

Vektors a in K' und K. Die Transformationsformeln lauten:  

 aK = CKK'·aK' ,    aK' = CK'K·aK .  

 
4) Transformation von Tensorkoordinaten 

Die Matrizen CKK', CK'K vermitteln die Transformation zwischen den Darstellungen AK' und AK eines  

Tensors A in K' und K. Die Transformationsformeln lauten:  

 AK = CKK'·AK'·CK'K ,    AK' = CK'K·AK·CKK' . 
 
 

















====
)z'cos(z,)y'cos(z,)x'cos(z,

)z'cos(y,)y'cos(y,)x'cos(y,

)z'cos(x,)y'cos(x,)x'cos(x,

KK'C
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Euler− und Kardan−Winkel 
 

 
Führt ein Körper nur Rotationen um einen festen Punkt aus, so genügen zur eindeutigen 
Lagebeschreibung des Körpers drei voneinander unabhängige Winkel. Fallen beispiels-
weise das Inertialsystem { }3I2I1II ,,,O eee  und das körperfeste Koordinatensystem 

{ }3R2R1RR ,,,O eee  zunächst zusammen, so kann eine allgemeine Drehung als Hinterei-
nanderschaltung von elementaren Drehungen um Achsen des körperfesten Systems auf-
gefasst werden. Die endliche Drehung wird dabei durch eine Drehmatrix gekennzeichnet. 
Den Vektor der Winkelgeschwindigkeit erhält man entweder durch Differenzieren der 
Drehmatrix oder durch Addieren der Winkelgeschwindigkeitskomponenten der elementa-
ren Drehungen, wobei aber die entsprechenden Koordinatentransformationen zu beachten 
sind. 
 
 
Kardan−Winkel 
 
Dreht man der Reihe nach um die mo-
mentanen Achsen des körperfesten Sys-
tems, so heißen die zugehörigen Dreh-
winkel KARDAN−WINKEL und werden mit 
α , β , γ  bezeichnet. Zu beachten ist, 
dass die Elementardrehungen nachei-
nander um die Achsen desjenigen Sys-
tems erfolgen, das durch die vorherge-
gangenen Drehungen entstanden ist. 
 
 
 
 
 
Die zugehörige Drehmatrix hat die Form 
 

 













γγ
γ−γ

⋅














ββ−

ββ
⋅















αα
α−α=

100
0cossin
0sincos

cos0sin
010

sin0cos

cossin0
sincos0
001

S  

 

 














βαγβα+γαγβα−γα
βα−γβα−γαγβα+γα

βγβ−γβ
=

coscossinsincoscossincossincossinsin
cossinsinsinsincoscoscossinsinsincos

sinsincoscoscos
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Im Inertialsystem { }3I2I1II ,,,O eee  lautet der Winkelgeschwindigkeitsvektor 
 

 
















γ

⋅














ββ−

ββ
⋅















αα
α−α+



















β⋅














αα
α−α+















α

=

&

&

&

0

0

cos0sin
010

sin0cos

cossin0
sincos0
001

0

0

cossin0
sincos0
001

0

0ω  

 

 



















γ

β

α

⋅














βαα
βα−α

β
=

&

&

&

coscossin0
cossincos0

sin01
 . 

 
 
 
Euler−Winkel 
 
Führt man dagegen die Elementardre-
hungen so aus, dass sie nacheinander 
um die momentanen Achsen des kör-
perfesten Systems erfolgen, so heißen 
die Drehwinkel EULER−WINKEL und 
werden mit ψ , ϑ , ϕ  bezeichnet. 
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Die entsprechende Drehmatrix lautet 
 

 













ϕϕ
ϕ−ϕ

⋅














ϑϑ
ϑ−ϑ⋅














ψψ
ψ−ψ

=
100
0cossin
0sincos

cossin0
sincos0
001

100
0cossin
0sincos

S  

 

 














ϑϕϑϕϑ
ϑψ−ϕϑψ+ϕψ−ϕϑψ+ϕψ

ϑψϕϑψ−ϕψ−ϕϑψ−ϕψ
=

coscossinsinsin
sincoscoscoscossinsinsincoscoscossin

sinsincoscossinsincossincossincoscos
 

 
 
 
und der Winkelgeschwindigkeitsvektor hat im Inertialsystem { }3I2I1II ,,,O eee  die Form 
 

 
















ϕ

⋅














ϑϑ
ϑ−ϑ⋅














ψψ
ψ−ψ

+

















ϑ

⋅













ψψ
ψ−ψ

+
















ψ

=

&

&

&

0

0

cossin0
sincos0
001

100
0cossin
0sincos

0

0
100
0cossin
0sincos

0

0

ω  

 

 



















ϕ

ϑ

ψ

⋅














ϑ
ϑψ−ψ

ϑψψ
=

&

&

&

cos01
sincossin0

sinsincos0
 . 

 
 
 
Die EULER−WINKEL benützt man hauptsächlich in der Kreiseltheorie, während für techni-
sche Probleme und in der Luftfahrt meist KARDAN−WINKEL verwendet werden. Manchmal 
ist auch ein Wechsel der Beschreibungsart notwendig, um Singularitäten zu vermeiden 
und die Eindeutigkeit der Beschreibung zu gewährleisten. 
 



2.2.1 Homogene Koordinaten, Struktur von MKS
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Körperkonfigurationen 

 

  Fixpunkte Schleifen  

 

 Rennen; 0 0 

 Hüpfen 

 

 

 

 

 

 Tauchen;  

 Turmspringen; 0 1 

 Händeklatschen  

 

 

 

 

 Hände auf 

 den Knien 0 2 

 beim Salto 

 

 

 

 

 

 Gehen 1 0 

 

 

 

 

 Gehen, Rennen 

 mit Hand in 1 1 

 Hüfte 

 

 

 

 beide Hände 

 in Hüfte; 1 2 

 Eislauf 

 

    Starrkörperfreiheitsgrad ( Null eigenwert ) 
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 Gehen  

 beide Füße 2 1 

 am Boden; 

 Skaten 

 

 

 

 Golf; 2 2 

 Schaufeln 

 

 

 

 

 Gehen 

 mit Stock; 3 2 

 Graben mit Schaufel 

 

 

 

 Gehen mit  

 Stock und  3 3 

 Hüftstütze 

 

 

 

 

 

 Gehen 

 an 4 3 

 2 Geländern 

 

 

 

 Systeme sind strukturvariabel in Laufe der Zeit 
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2.2.2 Inverse Kinematik
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2.3 Kinetik
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Beispiel: Geradlinige Bewegung eines Zweimassenschw ingers 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Freischneiden 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

m1 

c1 

d1 

x1 

 
 

m2 

c2 

d2 

x2 

c3 

d3 

Fe2 Fe1 

Kinematik  
 

Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage: 1x , 2x  
 
Freiheitsgrad  f = 2 
 
Vektor der verallgemeinerten Koordinaten y  wählen, z.B. 

[ ]Txx 21=y  oder [ ]Txxx 121 −=y   
 

hier: [ ]Txx 21=y  

 
 

m1 

Fc1 

Fd1 

x1 

 
 

m2 

Fc2 

Fd2 

x2 

Fc2 

Fd2 

Fc3

 

Fd3 

Fe2 Fe1 

 Federkräfte:  111 xcFc −=  

   )( 1222 xxcFc −=  

   233 xcFc −=  

 
 Dämpferkräfte: 111 xdFd &−=  

   )( 1222 xxdFd && −=  

   233 xdFd &−=  

 
 Erregerkräfte  1eF , 2eF  

Zwei Koordinaten x1 und x2 zur Beschreibung der Bewegung
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 Impulssatz (Newtonsche Gleichung)  

 
Masse 1m  

1122111221111 )()( eFxxdxdxxcxcxm +−+−−+−= &&&&&   

  
Masse 2m  

2231222312222 )()( eFxdxxdxcxxcxm +−−−−−−= &&&&&   

Bewegungsgleichung in Matrizen form  
 

{ { { 321444 3444 21
&

&

&

444 3444 21
&&

&&

&&

43421
fyQyPyM









=








⋅









+−
−+

+







⋅








+−
−+

+







⋅








2

1

2

1

322

221

2

1

322

221

2

1

2

1

0

0

e

e

F

F

x

x

ccc

ccc

x

x

ddd

ddd

x

x

m

m
 

  
Eigenfrequenzen des Systems  (Fe1 = Fe2 = 0) 
 
 Ansatz: te~ λyy = ,  ωσλ i±=  
 
 → Eigenwertaufgabe: ( ) 0yQPM =⋅++ ~2 λλ  
 
 Lösung 0y ≠~ , wenn ( ) 0det 2 =++ QPM λλ   (charakteristisches Polynom) 
 
 
 
 
Spezialfall ungedämpftes System (di = 0) 
 

 charakteristisches Polynom: 0
21

3231212

1

21

2

324 =
++

+






 +
+

+
+

mm

cccccc

m

cc

m

cc λλ  

 
 Lösungen des charakteristischen Polynoms:  112,1 ωσλ i±= ,  224,3 ωσλ i±=  

 
 hier 02,1 =σ   (ungedämpft): 

 

 
( )

21

32312121
2

221132212321
2,1 2

)(4)()()()(

mm

ccccccmmmccmccccmccm
i

++−+++−+++
±=λ  

 

  
( )

21

32312121
2

221132212321
4,3 2

)(4)()()()(

mm

ccccccmmmccmccccmccm
i

++−+++++++
±=λ  

 
 Eigenfrequenzen 1ω  und 2ω  (Kreisfrequenzen in rad/s) aus Imaginärteil 
 

 Schwingungsfrequenz in Hertz (Hz = 1/s):  2,12,1 2

1 ω
π

=f  

 
Die zu den Eigenfrequenzen gehörigen Schwingungsformen ergeben sich aus den  
Eigenvektoren (Lösungen der obigen Eigenwertaufgabe). 



2.4 Antrieb in den Gelenken
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überbestimmtes System
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Bewegungen im oberen Sprunggelenk  (Tittel, 1994) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dorsalflexion: 

1: M. tibialis anterior 

 (vorderer Schienbeinmuskel) 

2: M. extensor digitorum longus 

 (langer Zehenstrecker) 

3: M. extensor hallucis longus 

 (langer Großzehenstrecker) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plantarflexion 

1: M. gastrocnemius 

 (Zwillingswadenmuskel) 

2: M. soleus 

 (Schollenmuskel) 

3: M. peroneus longus 

 (langer Wadenbeinmuskel) 

 M. peroneus brevis 

 (kurzer Wadenbeinmuskel) 

4: M. flexor hallucis longus 

 (langer Großzehenbeuger) 

5: M. flexor digitorum longus 

 (langer Zehenbeuger) 

6: M. tibialis posterior 

 (hinterer Schienbeinmuskel) 

 

 

 

 

 

M. triceps surae 

Dorsalflexion 

Plantarflexion 

aktiv 30° 

passiv 40° 

aktiv 50° 

passiv 65° 



2.4.2 Kräfte der Muskeln gemäß Anatomie
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03. GELENKE
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Gelenke 

 

 

Zahl der Freiheitsgrade   (vereinfacht) (Speckmann, Wittkowski; Platzer 1991) 
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Schulter- und Kniegelenk:     (Speckmann, Wittkowski; Platzer 1991) 

1 – Gelenkspalt Cavitas articularis 

2 – Ligamenta 

3 – Disci oder Menisci articulares 

4 – Gelenklippen  

7 – Gelenkknorpel  
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Bewegungen der Gelenkoberflächen 

 

 

 

 

 

Rollen  

 

 

 

 

Gleiten (Translation, Rotation) 

 

 

 

 

Reibung: )hulterSchweinesc(011.0003.0   

 )Knie.menschl(01.0  

 )Lastrzunehmendemitfallend,Finger.menschl(018.00075.0   

 )Hüfte.menschl(03.001.0   

 

Pω 

v 
ω 

Pω 



3.1 Kinematik, Kupplung von unterschiedlichen Bewegungen
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3.3 Anpassung von Gelenkfunktionen

3.2 Nachgiebigkeit im Gelenk
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4.2 Mechanische Eigenschaften, Zeitverhalten

4.1 Arten, Strukturen

04. KNOCHEN
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Knochen 

 

Knochenformen: 

 

 lang: A, B, C 

 kurz: E 

 flach: D 

 lufthaltig: F 

 irregulär (z.B. Wirbel) 

 sesamoid (z.B. Kniescheibe) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1: Rindenschicht 

  (Substantia compacta) 

 2: Bälkchenstruktur 

  (Substantia spongiosa) 

 8: Markhöhle 

  (Cavitas medullaris) 

 

 

 

Knochenaufbau: Oberschenkelknochen 

                                   (Speckmann, Wittkowski) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Kompositmaterial  
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Strukturen: 

 Geflechtknochen: Kollagenfibrillen (10 – 20 mm lang) ungeordnet 

  (z.B. bei Kallusbildung) 

 Lamellenknochen: Kollagenfasern geordnet 

 

 

Zeitveränderungen (Bone adaption): 

 ● Alterung:  Geflechtknochen   Lamellenknochen  

 ● Mechanische Belastung: 

  Osteoblasten: Knochenaufbauende Zellen (bone modelling) 

  Osteoclasten: Knochenabbauende Zellen (bone remodelling)  

 

 Einflüsse: Höhe der Belastung, zeitliche Änderung der Belastung 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   (Gooch, Tennant, 1997) 

 

Wolffsches Gesetz (1870): “Knochenform wird durch (statische) Last beeinflusst“ 

ist überholt 

 

Knochenbildung wird nur durch zyklische Belastungen ( >0,5 Hz) angeregt, insbesondere 

durch Druckspannungen 

 

 

Materialzusammensetzung  

 Mineralien (Hydroxyapatit), Wasser, Collagen 

 

Unterbelastung  

Knochenabbau  

Physiologischer 
Belastungsbereich  

Abbau und Aufbau 

ausgeglichen  

Stärkere   
Belastung 

Verstärkte   

Knochenbildung 

Überlast 

Geflechts-    

knochenbildung 

0,005 – 0,02  0,15 – 0,25  0,4 – 0,5  Dehnung [%]  
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Mechanische Eigenschaften         (Gooch, Tennant, 1997, Fung 1993) 

 inhomogen  (Mineralien) 

  

 Spannungs–Dehnungs–Kurve von Knochen (Dehnungsgeschwindigkeit: 1
s01,0


 ) 

 rheonom 

 Bruchspannung und E–Modul abhängig von Belastungsgeschwindigkeit 

 
06,0

B
~E,    

 

 elasto-plastisch 

 Ramberg – Osgood Gleichung 

 
bn

06,0
a

c





 


 

 

 anisotrop, nichtlinear 

 

      Annahmen: 

 linearelastisch (21 Konstanten) 

 
klijklij

EcT   

 

 

 

 Matrixschreibweise: (Normal– und Schubspannungen zusammengefasst) 

 jiji
c   oder jiji

s   

 

 

 

Spannungstensor Verzerrungstensor 
 Elastizitätstensor 

( 16  ) “Spannungs“vektor ( 16  ) “Verzerrungs“vektor 

 ( 66  ) Steifigkeitsmatrix Nachgiebigkeitsmatrix 
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Darstellung in Ingenieurkonstanten:  
i

E : E–Modul in i–ter Richtung 

                                                  
ij

 : Poissonzahl für Last in Richtung i,  

                                                                                              Dehnung in Richtung j 

                                                  
ij

G : Schubmodul für Flächennormale in Richtung i,  

                                                                                                Last in Richtung j 
 
 

 orthogonal anisotrop (orthotrop),     3–Achse ist Knochenlängsachse 

 → 
ij

c , 
ij

s  enthalten nur 9 unabhängige Elemente, beide sind symmetrisch 

 



































66

55

44

332313

232212

131211

ij

c

c

c

ccc

ccc

ccc

c

0

0

 



























































1

12

1

31

1

23

1

3

1

332

1

331

1

223

1

2

1

221

1

113

1

112

1

1

ij

G

G

G

EEE

EEE

EEE

s

0

0

 

 

 

 transvers isotrop (beide Querrichtungen identisch)     

 → 5 unabhängige Elemente 

  
2211

cc     
21

EE    

   
2313

cc     
3113

  

   
5544

cc     
2331

GG   

   )cc(
2

1c
121166

          
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 Kennwerte: 

 ● kompakte Knochen (Substantia compacta) 

  
Mechanical properties of Wet Compact Bone in Tension, Compression, 

and Torsion Parallel to Axis. Data Adopted from Yamada (1970) 

 allg.: BZugBDruck
4,1   

 

 

 ● spongiöse Knochen (Substantia spongiosa): 

 Werte etwa 1 Zehnerpotenz kleiner 
 

 

 

 

Messung der mechanischen Eigenschaften: Zugversuche, Ultraschall 

 

Umrechung von einachsigen Spannungszuständen auf mehrachsige anders als 

bei technischen Werkstoffen (besondere Anstrengungskriterien), 

ebenso Dauerbruchverhalten (bone modelling) 



05. WEICHGEWEBE

Montag, 14. Januar 2019 12:01

   Vorlesung Seite 1    
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Weichgewebe 

Fasern, die Wasser binden können 

 

Wichtige Molekülketten: 

 

Kollagen (fibröses Protein, unverzweigt) (auch in Knochen) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Schematic illustration depicting the hierarchical structure of collagen in ligament midsubstance,       

EM = electron microscope; SEM = scanning EM; OM = optical microscope (from Kastelic et al., 1978) 

 

Gewundene Fasernbündel (dreifach Helix) unterschiedlicher Anordnung (Typ I … XII), 

enthalten u.a. Fibroblasten (bilden Zellen), 

Bruchdehnung etwa 12% 

 

Elastin (fibröses Protein, unverzweigt) 

 Schwer löslich, wärmefest 

 extrem elastische Molekülkette, stark gewunden 

 Bruchdehnung 200 ~ 300% 

 Festigkeit 1/25 von Kollagen 

 

Mechanische Eigenschaften, Modellierung 

 

 

 

 

 

I: Fasern gewunden 

II: Fasern gestreckt, linearer Bereich 

III: Fasern mit Mikrorissen  

IV: Bruch 

                       (Nigg, Herzog, 1999) 

 

 

 

A typical force-deformation curve for a typical rabbit Iigament under monotonic forcing  
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Ansätze für E–Modul                                                                (Fung, 1983) 

 

I.  Kompositmaterial mit Elastin (E–Modul MPa6,0E
E
 ) und  

                      Kollagen (E–Modul MPa10E
3

K
 ), teilweise nicht straff 

 

Kollagenfasern straffen sich mit wachsendem  . 

Sei n die Verteilungsdichte der Fasern, die bei   gerade straff werden und *  der 

Wert, bei dem die Hälfte aller Kollagenfasern straff ist, 

 so folgt mit 
 


b2

ebn  und 
*

68,1
b


  

der E–Modul 

   








b

21e
b

21EE)(E
b

KE
 

   

 Kurve für MPa6,0E
E
 , MPa10E

3

1K
 , MPa102E

3

2K
 , MPa105E

2

3K
 , 75,0b   

 

II.  Approximation von gemessenen Deformationskurven 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Deformation einer Aorta eines Hundes 

 
0

L

L ,  T Zugspannung,  es gilt 



 d

Td

d

Td
 (E–Modul ̂  Tangentialer E–Modul) 

MPa10E
3

1K


MPa105E
2

3K


)(E 



MPa102E
3

2K

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 Approximation der Werte kPa60TkPa20   durch Gerade 

 



d

Td
)T(E   : Steigung 

 
0

E : Achsabschnitt auf 
d

Td
–Achse 

 Lösung der linearen Dgl 

 


ecT  

 Sei ( *T , * ) ein Messpunkt, So ist 

   *
e*Tc


  und  

    


 *
e*TT  

 

 (
d

Td
 sind die Tangenten an die Deformationskurve 

  in der Literatur wird deshalb auch vom “tangentialen E–Modul“ gesprochen) 

 

 

Hochgradig nichtlinear und inelastisch 

 

Vereinfachungen und Ansätze: 

 ● Thermodynamik elastischer Deformation 

 ● Formulierung von inkrementellen Gesetzen 

 ● Pseudoelastizität 

 - anwendbar für periodische Be- und Entlastungen nach “Vorkonditionierung“ der 

Materialen 

 - unterschiedliche Materialgesetze für Be- und Entlastung 

 - Quasilineare viskoelastische Materialien 
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Viskoelastische Modelle (eindimensional, räumliche Erweitung möglich) 

 

Maxwell 

 

  Dgl: xdF
c

d
F

1

1

1    

 

 

 Übertragungsfunktion: j
dc

dc

dc

dc

)j(x

)j(F
)j(G
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1

2

1

1

2

1

22

1

2

1

22

11














  

 Impedanz: j
dc

dc

dc

dc
j

G

)j(v

)j(F
)j(Z
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1

2

1

2
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1

2

1

1

2

1















  

 

Voigt 

 

 

  xcxdF
21

   

 

 

 

  jdcG
12
  

  j
c

dZ
2

1


  

 

Kelvin 
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c

c
1dxcF

c

d
F
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




  

 

 

  j
dc

dc

dc

)cc(dcc
G

22

1

2

1

1

2

1

22

1

2

1

21

22

12

2

1









  

  j
)dc(

)cc(dcc

dc

cd
Z

22

1

2

1

21

22

12

2

1

22

1

2

1

2

11







  

Beliebige Kombinationen möglich, 

insbesondere Serienschaltung von Kelvin–Elementen mit unterschiedlichen Zeitkonstanten 
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Kriechfunktionen (Sprung in F) 

 

 

 

Relaxationsfunktion (Sprung in x) 

 

 

 

 

x 

t 

F 

t 

F 

t 

x 

t 

x 

t 

F 

t 

Voigt Maxwell Kelvin 

F 

t 

x 

t 

x 

t 

x 

t 

F 

t 

F 

t 

Maxwell Voigt Kelvin 
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Knorpel    (Nigg, Herzog, 1999; Fung, 1983) 

 

 Hyalin strukturlos Gelenkknorpel 

 faserig  Bandscheiben 

 elastisch  

  20 – 25% Feststoffe 75 – 80% Flüssigkeiten 

  (60 – 70% Kollagen, 

  mit dem Alter zunehmend) 

 

Aufbau Gelenk 

 

 

 

 

 

 

 

Spannungs- / Dehnungsverlauf:  Progressive Kennlinie 

 viskoses Verhalten 

 porös, Flüssigkeitsgehalt ändert sich mit der Belastung 

 

Mechanische Eigenschaften: 

 z.B. Rinderknorpel mit )T(E   

     

Oberfläche 2 6,8 MPa 

Mittlere Zone 2,6 8,0 MPa 

Tiefenschicht 2,3 6,1 MPa 

 

Spannungen im Hüftgelenk gemessen in vivo 6 Monate post. op. 

 Max. Spannung 

Einbeinstandphase 6,7 MPa 

Aufstehen 9,2 MPa 

Leichtes Jogging 7,7 MPa 

Treppensteigen 10 MPa 

 

Zyklische Belastung: Nährstoffversorgung, Verstärkte Knorpelbildung 

Ruhe: Knorpelabbau 

 

 

 Gelenkoberfläche 

Mittelzone 

Tiefenschicht 

Knochen 
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Bänder (Ligaments) 

 verbinden Knochen, Teil der Gelenkfunktion 

 Kollagenfasern nahezu parallel 

 

Sehnen (Tendons)        (Nigg, Herzog, 1999) 

 verbinden Muskeln mit Knochen 

 Kollagenfasern parallel 

Speichervermögen von elastischer Formänderungsenergie (spielt beim Laufen, Hüpfen 

und Rennen eine große Rolle. Verformungen in der Sehne oft größer als im Muskel) 

 

 

 30 – 40% Feststoffe 60 – 70% Flüssigkeit 

 i.a.  < 3% Elastin  lig. flavum; zwischen Wirbelbögen 

 70 – 80% Kollagen  lig. nuchae (Pferd); zwischen Nacken und Schweif 

 

 

 Nährstoffversorgung von den Einspannregionen her 

 

 

Mechanische Eigenschaften: (Fung, 1983) 

 

 

Mittelwert ± Standardfehler des Mittels 

Specimen type 

 

E–Modul 

(MPa) 

Bruchspannung 

(MPa) 

Bruchdehnung 

(%) 

Human MCL 332,2 ± 58,3 38,6 ± 4,8 17,1 ± 1,5 

Human PCL, anterolateral 
bundle 

248 ± 119 35,9 ± 15,2 18,0 ± 5,3 

Human ACL, LCL, PCL 345,0 ± 22,4 36,4 ± 2,5 15,0 ± 0,8 

Rabbit MCL 740 ± 90 77,7 ± 1,9 12,9 ± 1,2 

Rabbit ACL 516 ± 64 62,3 ± 5,2 12,5 ± 1,5 

Human patellar tendon 643,1 ± 53,0 68,5 ± 6,0 13,5 ± 0,7 

Goat patellar tendon 1639,1 ± 435,9 126,8 ± 20,8 15,2 ± 3,9 

 

LCL: lateral collateral lig., äußeres Seitenband 

MCL: medial collateral lig., inneres Seitenband 

ACL: anterior cruciate lig., vorderes Kreuzband 

PCL: posterior cruciate lig., hinteres Kreuzband 

 

Umgekehrt 

bei 
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Gemessene Kraft-Verschiebungskurven:  Kraft auf den Steigbügel des Mittelohrs durch 

Verschieben einer Kraftmessdose 

 

 

 

 

 Vorkonditionierung 

 nichtlinear 

 Hysterese (Energiedissipation) 

 Kriechen an den Umkehrpunkten 

 

 

 

 

 

 

 

 

 geschwindigkeitsabhängig 

 Steifigkeit 
s

F




 nicht direkt ablesbar  

 

 

 

Beschreibung der Kraft-Verschiebungskurven 

 

I: Komplexer E - Modul 

 

II: Kraftgesetz 

F = F(s, v, t) 

 

III: Viskoelastische Elemente 

anschaulich, einfach für harmonische Analyse um Arbeitspunkt 

 Zeitverhalten 

 Nichtlinearität (erfordert c=c(s, …)) 

 

Vorkonditionierung schwierig beschreibbar 
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Muskeln 

 

Arten 

 Glatter Muskel (Blutgefäße, Peristaltik)  

 Herzmuskel  

 Skelettmuskel Nervenenden übertragen Signale vom ZNS 

  abgestufte Kräfte möglich 

 

 

Skelettmuskel (treten i.a. paarweise auf: Agonist, Antagonist) 

 quergestreift (I–Streifen hell, A–Streifen dunkel) 

 

  

 2 Fasertypen: 

 Langsame Fasern (Slow–twitch), ms60T
.Kontr
  

 Schnelle Fasern (Fast–twitch), ms50~25T
.Kontr
  
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Muskelformen und Sehnenansätze 

 

  

a: einfacher, spindelförmiger Muskel mit 

Muskelbauch und Sehne 

b: zweiköpfiger Muskel (Biceps) 

c: dreiteiliger Muskel (Delta-Muskel) 

d: vielfach gezackter Muskel (vorderer Sä-

ge-Muskel) 

e: einseitig gefiederter Muskel 

 z.B. Kurzer Wadenbeinmuskel, 

 Langer Großzehenstrecker 

f: doppelseitig gefiederter Muskel 

 z.B. Vorderer Schienbeinmuskel 

g: Muskel mit sehnigen Einschreibungen 

(gerader Bauch-Muskel) 

h: zweibäuchiger Muskel (Schulter-

Zungenbein-Muskel) 

i: mehrschwänziger Muskel 

 

 

                              (Tittel, 1994) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Parallelfaserige Muskeln:  Schnelligkeitsmotore 

Gefiederte Muskeln: Kraftmotoren mit großem physiologischen Querschnitt ph
A  
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Fiederungswinkel   

Kraftvermögen: 
2

cmN60   

Schollenmuskel: 
2

ph
cm60A   

 Physiologischer Muskelquerschnitt 

 

Modelle 

 Klassisch  Hillsche Modelle; Cross–Bridge Modelle 

 Makroskopische Modelle 

 (einfach, nichtlinear) 

 Molekulare Modelle 

 Chemie             Mechanik 

 Verteilte Modelle 

 Kombination von klassischen Hill–Typ Modellen und Molekularmodellen 

 

Modelle vom Hill–Typ  

 Kontraktiles Element CE  kombiniert mit Federelementen 
i

c  

 

 

 

 

 

 

 
M

l : Muskellänge 

 

 

 

 

Anmerkung: Zur Beschreibung der Kräfte zwischen den Knochen muss die Sehnen-

elastizität mitberücksichtigt werden 

ph
A

ph
A



M
l

M
c

CE

M
l

M
c

CE
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Motor Einheit (Muskelfaser isoliert)    (Zajac, 1989) 

 

Kontraktionsverhalten eines vereinfachten Hillmodells 

(Muskellänge = ∑ Sarkomerlängen) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Isometrische Aktivität 

(Kraftänderung bei konstanter Länge) 

 Kraft in Motoreinheit ist abhängig 

von der aktuellen Muskellänge 
M

l ,  

optimale Muskellänge 
0

l  

 

 

Isotonische Aktivität 

(Bewegung bei konstanter Kraft) 

 Betrachtet wird 
0M

ll   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(Zajac, 1989)

M
l

CE

M
l

M
F

M
v)t(a

M
F

M
c

Activation 

(excitation-contraction) 

Dynamics 

Muscle Contraction 

Dynamics )t(a)t(u
)t(F

M

Muscle 

force 

Muscle 

activation Neural 

excitation 

 

voll aktivierter 

Muskel 

halb aktivierter 

Muskel 
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Mathematische Beschreibung 

 

Ansätze 

 Aktivierungsdynamik   u
1

au)1(
1

td

ad

actact














  

 
act

  Zeitkonstante 

 

 Kraftdynamik  (Vergleich mit gemessenen Elektromyogrammen möglich) 

  
MM

MM
v,),t(aFF l  

 

 Beispiel: 

 Slow–twitch Fasern: s4v
0max

l  

 Fast–twitch Fasern: s12v
0max

l  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Zwillingswadenmuskel m. gastrocnemius (50% Slow–twitch, 50% Fast–twitch) 

 

0

M
v l

M

0

M
FF

0

M
ll
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Muskel – Sehnen Komplex 

 

Sehne ist nichtlineare Feder 

Isometrische Aktivität: Muskelverkürzung + Sehnenverlängerung 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ängerungSehnenverl̂
T

l         (Zajac, 1989) 

 

 

Sensorische Elemente 

 

Afferente Nerven von 

 Muskelspindeln (parallel zu Muskelfasern) 

 Muskel – Sehnen-Übergängen (Golgiorgane) 

zum ZNS 

 

 Muskelspindeln melden: Muskellänge 

  Muskelgeschwindigkeit 

  behindern Kontraktion des Antagonisten 

 

 Golgiorgane melden: Muskelkraft 

  behindern Kontraktion des Antagonisten 

mit Sehne 
(steif) 

 
 

 M

0
FF

0
ll

M

0
FF

0
ll

  
 

 mit Sehne 
(weich) 

Motor Einheit 
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Kreislauf 

 

Transport von 

 Blutgase (Sauerstoff, Kohlendioxid) 

 Nährstoffe (Kohlehydrate, Aminosäuren, Vitamine, Mineralstoffe) 

 Wärme 

 Hormone (Botenstoffe) 

 Abwehrstoffe (Antikörper) 

 Wasser, Schlackenstoff 

 

 

 

Kopf, Arme 

rechte 
Kammer 

linke 

Kammer 

linker 

Vorhof 

rechter 
Vorhof 

Lunge 
Lungenarterie Lungenvene 

Herz 

Rumpf, 
innere Organe 

untere 

Extremitäten 

Ventrikel 

sinistrum dextrum 

"kleiner" Kreislauf 

"großer" Kreislauf 

atrium 

Niederdruck Hochdruck 

Hochdruck Niederdruck 
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Blut: 

 

 

 

 

 

Herz 
Peripherie, 

Lunge 
Venen 

Arterien 

"Kreislauf"  "klein",    "groß" : 
hintereinander liegende Sektionen (seriell), nicht getrennt (eher Zweige des Kreislaufs) 

Hämatokritgehalt (HK) 

- rote Blutkörperchen (Erythrozyten) 
- weiße Blutkörperchen (Leukozyten) 
- Blutplättchen (Thrombozyten) 

~8 μm 

~2 μm 

 Blutplasma 

           (Serum nach Entzug von Fibrinogen) 

 Formelemente 

Erythrozyten 
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Exkurs in die Kontinuumsmechanik 

 Modelle 

 Tensorkalkül 

 Kinematik 

 Kinetik 

 Materialgesetze 

 

Modelle 

 Materielle Punkte P, stetig verteilt 

 Körper K als zusammenhängende Menge materieller Punkte 

 Masse  m, Dichte  ρ = dm(P) / dV(t) 

 

Kinematik 

 

Geschwindigkeit am Ort x ,y ,z 

    v = v(x,y,z,t)= u ex +v ey +w ez 

 

Beschleunigung eines materiellen Teilchens (totale, substantielle Ableitung) 

    



 
ttz

w
y

v
x

u

























v
vv

vvvv
a grad

lokalkonvektiv

  

 

 

Verschiebungsvektor  u(x,t,t0 ) = x(X,t,t0 ) – X(x,t,t0) 

    u(X,t,t0 ) = x(X,t,t0 ) – X 

 

Deformationsgradient    
























X

x
Ftt

0
,,XFF  = Grad x 

Verschiebungsgradient uEFS Grad
























X

u
 

aktuelle Konfiguration 

Referenzkonfiguration 

Bahn von  P O 

X 

x P ( t ) 

Bezugssystem { O,  e } 

K 

K 

u 

e 1 

e 2 

e 3 

P ( t 
  0 
) 

Lagrangesche oder 
materielle Koordinaten X 

(Festkörpermechanik) 

 
 

Eulersche oder 

lokale Koordinaten  x 

(Strömungsmechanik) 
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Abbildung XFx dd   

 

Deformationsgeschwindigkeit F  

 mit 

    
kjkijk

k

j

j

i

j

j

i

i
dXFLdX

X

x

x

v
dx

x

v
dv 













  

 ist 

    vFLF Grad  materieller 

           Geschwindigkeitsgradient 

    vL grad    räumlicher 

 

 

     
TT

WW

W

DD

DFFL








1  

 

Rivlin-Ericksen-Tensoren (für allgemeinereMaterialverhalten) 

 Geschwindigkeitsgradienten k-ter Ordnung 

       
0

,,, tt
t

t
k

k

k
XFxL




  

 

· Bahnlinie: 

Von einem materiellen Punkt mit der Zeit durchlaufene Bahn  

 

· Stromlinie: 

Integralkurven des Richtungsfeldes von v   (Tangenten an momentane Geschwindigkeiten) 

 

· Streichlinie: 

Ort aller mat. Punkte zum Zeitpunkt t0, die zu irgendeiner Zeit einen bestimmten Ort pas-

siert haben oder diesen passieren werden. 

 

 

 

Kinetik 

 

Oberflächenkräfte (Spannungsvektor t) 

Volumenkräfte   (Volumkraftvektor  f) 

(bei COSSERAT- Kontinua additiv Oberflächenmomente und Volumenmomente) 

Verzerrungs- 

geschwindigkeit 

Dreh- 

geschwindigkeit 

Tensor der 
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Bilanzgleichungen  

 Körper, Kontrollraum KR (global) 

 infinitesimales Element (lokal) 

Energiebilanz 

 Thermodynamik 

Massenbilanz 

 Kontinuitätsgleichung 

      0div  v
dt

d
 

    0















z

w

y

v

x

u

dt

d 
  

    0

)()(

  dAdV
dt

d

KRAKRV

nv  

Impulssatz am infinitesimalen Volumenelement 

    Tfv div
Dt

D
 

Impuls- und Drallbilanzen in endlichen Volumenbereichen 

        dAdVdAdV
dt

d

KRAKRVKRAKRV

 

)()()()(

tfnvvv  

        dAdVdAdV
dt

d

KRAKRVKRAKRV

 

)()()()(

txfxnvvxvx  

Cauchysche Bewegungsgleichung 

      Tfvv
v

divgrad 









dt

d
 

    Spannungstensor 
kk

teT   

 

 Navier-Stokes (zähes Fluid); Bernoulligleichung (reibungsfrei) 

 

 

Materialgesetze 

 

Spannungstensor T  Deformation FF ,  

 

 

Spezielle Eigenschaften von Fluiden 
● Dichte 

   Masse pro Einheitsvolumen, temperaturabhängig 

  Wasser  = 999 kg m –3      (15 0 C) 

  Blut   = 1060 kg m –3   (37 0 C) 

  Luft   = 1,22 kg m –3     (15 0 C, 101.3 hPa) 
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● Viskosität, Zähigkeit 

 Haftbedingung an Festkörpern 

 Schubspannungen  = F/A [N m –2] 

 Viskosität (Zähigkeit)   [N s m –2], [Pa s]; 1 Poise = 0,1 Pa s  

 Kinematische Zähigkeit  =  /  [m2 s –1];                1 Stoke = 10 –4 m2 s –1 

 

 Schubspannungen  =  du/dy =    (   Schergeschwindigkeit) 

 

 Einfachste Definition eines Newtonschen Fluids  (Berger et.al, 1996) 

 

              

            Viskosität nimmt mit zunehmender Temperatur ab 

 

 Näherung für Blut bei: 

 - Hohen Scherungen   

 - In kleinen Grenzschichten 

 

● Oberflächenspannung 

 Kapillarwirkung 

 Benetzbarkeit 

 

● Kompressibilität 

 Kompressionsmodul     E =  dp/d Wasser   E = 2,15 109  N m –2      (15 0 C)  

 Schallgeschwindigkeit  c = (E / ) 1/2 Wasser   c = 1470   m s –1      (15 0 C) 

 

Einteilung, Klassifizierung von Strömungen 

 · eindimensional, eben, räumlich 

 · reibungsfrei, zäh 

 · laminar, turbulent 

 · stationär, instationär 

 · kompressibel, inkompressibel 

 · starre oder nachgiebige Berandung 

 

 
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Abschätzungen durch vereinfachte Betrachtung 

 

Reibungsfreie Strömungen 

 Bernoulli, Torricelli 

- Staudruck 
- Rohrverengungen 

 

Reibungsbehaftete Strömungen 

 

 Turbulenz (Abhängig von der Reynoldszahl) 

 erhöhte Wandscherkräfte 

 erhöhter Druckabfall 

 erhöhte Widerstandskräfte an umströmten Objekten 

 erhöhter Wärme- und Stoffübergang 

 

 Ausbildung vonGrenzschichten 

 Entmischungsprozesse 

 Erhöhter Durchsatz in Rohren 

 

 Strömungsablösung 

 Wirbelbildung 

 

 

 

Laminare Strömung im geraden Rohr     

 
           (Berger et.al, 1996) 

 

        Reynoldszahl   Re =  V d /     Rekrit  2300, 

         darüber turbulent 

 

 Hagen – Poisseuille 

    
2

32

d

LV
p


  V: mittlere Strömungsgeschwindigkeit 

       L: Rohrlänge 
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Rohrverengungen 

 

 Grenzschichtausbildungen 

 

(Berger et.al, 1996) 

 

    
xux 





0.5           u: Einströmungsgeschwindigkeit 

 

 Strömungsablösung 

(Berger et.al, 1996) 

 

 

-  Grenzschichten können laminar oder turbulent sein 

-  Ablösungen treten bei Stenosen auf 
-  Wiederanlegen der Strömung erzeugt turbulente Druckschwankungen auf 
   Gefäßwände 

-  Effekte treten auch bei Herzklappen auf (Stethoskop)  
-  Sphygnomanometer (Blutdruckmessgerät): 

- Kein Ton bei komplettem Verschluss 
- Systolischer Druck; scharfe Peaks (Arterie kollabiert) 
- Weicherer Ton durch Freistrahl 

 
 

Gekrümmte Rohre 

 Verzerrung der Poiseuille- Strömung 
Sekundärströmungen, gegenläufige Wirbel im Querschnitt 

Erhöhter Druckabfall 
 

Umströmte Objekte 

 Widerstand von der Reynoldszahl abhängig 

 Auftriebseffekte 
 

 

Grenzschicht  Ablösung    Wiederanlegen 

u 



Institut für Technische und Num. Mechanik Biomechanik 
Prof. Dr.-Ing. P. Eberhard Dr.-Ing. A. Eiber  M 15.9 

 

 
Instationäre Strömungen 

Pulsationen im Herz und Arterien, Dämpfung durch viskose Dissipation, nachgiebige Ge-

fäße und Kapillaren. 

Langsame Pulsation: quasistatische Betrachtung 

Schnelle Pulsation:  Grenzschicht (Stokes-Layer) 

    



 5

s
 

 
 Womersley Parameter 

    



 a  

 
 Bsp. Aorta (a = 0,0125 m,  = 3,5  10-6  m2 s–1, f = 1 Hz):   = 16,8 

 
 
Ähnlichkeitsgesetze 

 
Reynoldszahl (Trägheits- und Reibungskräfte in zähen Flüssigkeiten) 

Froudezahl (Trägheits- und Gewichtskräfte in Flüssigkeiten) 

Pécletzahl (Wärmeleitung) 

… 

 
Strömungen im Kreislaufsystem  

 

Gefäße 

Nachgiebig 

- nichtlinear 

- inhomogen 

- anisotrop 

- Vorspannung 

 

komplexe Geometrie 

 - Verengungen und Verzweigungen, konisch 

 - gekrümmte Bahnen 

 
teilweise aktiv 

 

können kollabieren 

 
Vereinfachungen 

 - viskoelastisches Material 

 - dickwandige, dünnwandige Rohre 



Institut für Technische und Num. Mechanik Biomechanik 
Prof. Dr.-Ing. P. Eberhard Dr.-Ing. A. Eiber M 15.10 

 

 

Gefäßabmessungen (Burton) 

 

 

 

Gefäße sind meist so kurz, dass die Strömung nach dem Einlauf oft nicht vollständig aus-

gebildet ist. 

 

 

 

Aorta 
linker Ventrikel 

Arterien 

25 mm 
2 mm 

Arteriolen Sphinkter 
(Verschlussmuskeln) 

Kapillare Venolen 

8 μm 

1 μm 

Venen Vena cava 
rechter Vorhof 

5 mm 
0,5 mm 

30 mm 

1,5 mm 

20 μm 

2 μm 

35 μm 
30 μm 

4 mm 

1 mm 

Endothel 
Elastinfasern 
Muskel, glatt 

Kollagenfasern 

Endothel 
Elastinfasern 

Muskel, glatt 
Kollagenfasern 

Innen-Ø 

Wand- 
dicke 

30 μm 
20 μm 

Innen-Ø 

Wand- 
dicke 
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                (Berger et.al, 1996) 

 

Beispiel zu Reibungsfreie Strömungen 

Elastisches Gefäß, Längsgeschwindigkeit u(x,t),   = const,  = 0 

Bernoulligleichung   const.
2

1

2

1
0

0

2

0

2

0













p

gz
p

gzd
t

vvx
v

x

x

 

Kontinuitätsgleichung   
 

0









x

uA

t

A
 

Wellengleichung   
2

2

22

2
1

t

p

cx

p









 

Radialsteifigkeit dünnwandiges Rohr  

  
2

2 a

hE
c

r
  

Schallgeschwindigkeit   
a

hE
c




2
  

 

Beispiel zu Instationäre Strömungen (periodische Schwankungen) 

  = const,    0 

 

 

Navier-Stokes Gleichung (nichtlinear, konvektiver Term) 

 

      Herzschlag 

 

 

       EKG 

 

μ 

Wasser = 1.01 mPa s   (20 0 C) 
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Womersley (harmonische Reynoldszahl) 



 a  

 

 

 

Aorta   10 -16 

Arteriolen   0.02 

   (Poisseuille  = 0,  

     da stationär) 

 

 

 

 

          Aufsteilung der Kompressionswellen (gerades, starres Rohr) 

 
         (Berger et.al, 1996) 

 

Pulswellen haben große Wellenlänge  = c/f  6 m  (c  6 m/s in Aorta). 

Dämpfung kommt durch Gefäßwände, Flüssigkeitsdämpfung ist dagegen schwach. 

radiale Position r/a 

φ= t 

u(r,t) 

QPuls/QStat 

 

bezogener Durchfluss 
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Blutrheologie 

 

Zähigkeit abhängig von: 

 Schergeschwindigkeit 

 Temperatur 

 Gefäßduchmesser 

 HK-Wert 

 

Messung: Viskosimeter 

 

Unterschiedliche Modelle: 

-  Aufgabe 

-  Gefäßgröße  

-  Größe des betrachteten Gebiets 

 

 Potenzgesetz (Ostwald - De Waele) 

 

 s
    s =1: Newtonsches Fluid mit  =  

 

 Bingham, plastisch 

  
y

 

 Casson, plastisch 

  b
y

 

 

 
(Berger et.al, 1996) 

Schubspannung  

Schergeschwindigkeit   

„Fließgrenze“ y 

 ̂
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(Berger et.al, 1996)  

   

 

 

Anomalien des Blutes 

 Mit abnehmendem Gefäßdurchmesser wird nominelles  kleiner 

  a) Skimming: Blutplättchenkonzentration am Rand geringer  

  b) Entmischung: Plasma am Rand, Festkörperchen im Kern 

   (Abhängig von Re –Zahl: 

   niedrig: elastische Teilchen wandern ins Zentrum, starre bleiben außen 

   hoch: elastische und starre Teilchen bilden Röhre 

 

                  Fahraeus-Lindquist Effekt 

 

 

 

 

 

 

Kernströmung (Erythrozyten) 

Grenzschicht (Plasma) 

Viskosität  [cP] 

 

Schergeschwindigkeit   [1/s] 

HK = 59 
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Modelle:  

   Arterien  

  >> 100 1/s,  Newtonsches Fluid 

   Arteriolen     

Nominal   >> 100 1/s, aber Newtonfluid nicht passend 

        Casson mit 0.68  s  0.80 für 5 1/s      200 1/s 

   Kapillaren 

Blut nicht mehr als homogene Flüssigkeit modellierbar, 

Bewegung der Teilchen im (newtonschen) Fluid betrachten. 

Strömung weitgehend stationär ohne Pulsation. Re –Zahl sehr klein,  10-3 

  D  8 m: 

Erythrozyten strömen als undeformierte “Pfropfen“ 

Bewegungsgleichung ist linear, Schleichströmung 

 

  3   D  7 m: 

Erythrozyten sind kappenförmig deformiert 

Grenzschicht am Gefäßrand 

Bewegungsgleichung ist linear 

 

 

 (Berger et.al, 1996) 

 Stromlinien bezüglich eines mit den Körperchen bewegten Systems   

 

 

  D  3 m: 

Erythrozyten sind gefaltet 

 

 

Nominelle Viskosität stark vom Gefäßdurchmesser abhängig, 5 bis 10 - fach größer als bei 

Hagen-Poisseuille 
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   Venensystem 

 

Keine Pulsationen vom Herz 

Blutdruck ist niedrig  

Bluttransport u. a. durch Muskeln in Gefäßnähe 

Rückflussverhinderung durch Venenklappen 

Weitgehend stationäre Strömung 

Druck innerhalb oft niedriger als außerhalb der Vene : Gefäße können kollabieren 

 

 

 

 

Durchmesser, Druck, 

Pulsation und Druckabfall in 

Gefäßen      (Berger et.al, 1996) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Numerische Simulation CFD 

Finite Volumen Verfahren 

Finite Elemente 

Randelemente 

 

Visualisierung der Strömung 

 

Messverfahren 

 Sonographie, Dopplerverfahren (Frequenzverschiebung) 

 Elektromagnetische Verfahren 

Mikrozirkulation 

< 180 μm 



Allgemeine Lösungsschritte
Montag, 19. November 2018 11:32

   Vorlesung Seite 1    
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Aufgabe 1: Trägheitseigenschaften des Beins 
 
 
  

 

 

 

 
 Oberschenkel 

�� 
Unterschenkel 

�� Fuß  � 

Segmentmasse
Gesamtmasse  0.14 0.04 0.01 

Segmentlänge
Körpergröße  0.24 0.25 0.15 

proximale	Schwerpunktslage
Segmentlänge  0.46 0.41 0.44 

Trägeitsradius	bzgl.		Segmentschwerpunkt
Segmentlänge  0.27 0.28 0.25 

 

 

 

 

 
a) Welche Masse hat das Bein? 

 

 . = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

b) Geben Sie die Segmentlängen an. 

 

/01 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ,   /21 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,   /3 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

 

  

Eine Person mit Masse 4 und Körpergröße 5 steht aufrecht auf dem Bo-

den. Für ein Bein (Oberschenkel ��, Unterschenkel ��, Fuß �) sollen me-

chanische Kenngrößen im dargestellten Koordinatensystem (Ursprung �) 

bestimmt werden. Das Knie- und das Sprunggelenk sind versteift. 

x 

y 

OS 

US 

F O 

idealisiertes 
Bein 

Anmerkung:  

Bei der hier durchgeführten idealisierten Betrachtung liegen die Einzelschwerpunkte auf den Seg-

mentachsen und die Fußhöhe wird vernachlässigt. Rechenoperationen mit Zahlenwerten sollen zur 

besseren Nachvollziehbarkeit des Lösungswegs hier nicht  ausgeführt werden. Alle Ergebnisse sind 

in den gegebenen Größen auszudrücken. 

Folgende anthropometrische Daten seien bekannt: 
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c) Die  Lage des Schwerpunkts eines Körpers 67 ist allgemein definiert als 

81,7 = 1
.7

; 8
<=

>.	. 

Für einem aus ? Einzelkörpern 67 bestehenden starren Gesamtkörper 6 der Masse . gilt da-

mit 

81 = 1
−	−	−	−

; 8
<

>. = 1
−	−	−	−

A ; 8
<=

−	−	−	−
B	B	B	

7CD
= 1
.A81,7.7

E

7CD
	. 

 

d) Geben Sie die Lagen der Schwerpunkte der Segmente bzgl. � an. 

81,01	=


















___________

___________
,   81,21 = 









⋅⋅− H25.0)41.01(

0
,   81,3 =



















________

________
 

 

e) Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunkts des starren Beins.  

81 =

____________

1
  



















_____________________________

______________________________
 

 

f) Für einen Körper F gilt allgemein bei ebener Betrachtung für das Trägheitsmoment bezüglich 

eines Punktes �	
G7,0 = ; −	−	−	−>.<=

	

= ; H−	−	−	− + J17K
L

<=
>. 

= ; ML
<=

>. + ; −	−	−	−<=
>. + ; −	−	−	−<=

>.	

= G7,1 +			−	−	− ; >.
<=

+−	−	−	−	

= G7,1 + N17L.7 
 

  

x 

y 

O

S

rrsi

ρ

Körper Ki 

dm



Institut für Technische und Num. Mechanik Biomechanik 
Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard Dr.-Ing. A. Eiber A 4.3 

 

 

Damit ist für einen aus ? Einzelkörpern 67 bestehenden Gesamtkörper 6 (starr) 

G0 = ; NL>.
<

=AG
B	B	B

E

7CD
=AG7,1 +

E

7CD
N17L.7 

 

g) Welcher Zusammenhang besteht allgemein zwischen Trägheitsradius O	und Massenträgheits-

moment G? Welche physikalische Dimension haben diese? 

 

G = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ,       dim 	PGQ		= _ _ _ _ _ _ _ _  ,       dim		POQ	= _ _ _ _ _ _ _ _  

 

h) Geben Sie die Trägheitsradien und die Trägheitsmomente der Segmente bzgl. ihres Schwer-

punkts an. 

 

O01,1 = 0.27 ∙ 0.24 ∙ 5 

 

O21,1 =	_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

O3,1 = 0.25 ∙ 0.15 ∙ 5  

      

G01,1 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   

 

  G21,1 = 0.04 ∙ 4 ∙ P0.28 ∙ 0.25 ∙ 5QL  

 

G3,1 = 0.01 ∙ 4 ∙ P0.25 ∙ 0.15 ∙ 5QL  

 

i) Wie groß sind die Trägheitsmomente der einzelnen Segmente bzgl. des Ursprungs �? 

 

G01,0 = 0.14 ∙ 4 ∙ P0.27 ∙ 0.24 ∙ 5QL + 0.14 ∙ 4 ∙ P0.25 + P1 − 0.46Q ∙ 0.24QL ∙ 5L	 
 

G21,0 = 	0.04 ∙ 4 ∙ P0.28 ∙ 0.25 ∙ 5QL + 0.04 ∙ 4 ∙ PP1 − 0.41Q ∙ 0.25QL ∙ 5L 

 

 G3,0 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

j) Wie groß ist das Trägheitsmoment des starren Beins bzgl. �? 

 

 G0 =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _    
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Aufgabe 2: Vorbereitung eines Schwingversuchs  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Geben Sie das Trägheitsmoment der Schiene bzgl. ihres Schwerpunkts an. 

 

G1ST,1 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

b) Wie lautet das Trägheitsmoment der Schiene bzgl. des Hüftgelenks �? 

 

G1ST,0 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

c) Das Trägheitsmoment des Beins ohne Schiene bzgl. U betrage GV,W, die Lage seines Schwer-

punkts sei 81 =	 XY1Z1[. Bestimmen Sie das Trägheitsmoment des Beins ohne Schiene bzgl. des 

Hüftgelenks �. 

 

GV,0 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

d) Geben Sie das Trägheitsmoment G0 des geschienten Beins bzgl. des Hüftgelenks � an. 

 

G0 = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

Eine Person liegt auf einer Schwingplattform zur Bestimmung massengeometrischer Daten. Am 

Bein (Masse ., Länge /) trägt sie vom Hüftgelenk � ab eine Schiene (Masse .1ST). Die Schiene 

kann als schlanker Stab betrachtet werden. 

x 

y 

O 

A 

Schiene 
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Aufgabe 1: Schwingversuch 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System?  

 

f  =  _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

b) Welche verallgemeinerten Koordinaten eignen sich zur Beschreibung der Bewegung? 

 

 [ ]FF yx   [ ]ϕAy   [ ]Ay  

 [ ]ϕ   [ ]Oy   [ ]Fy  

 [ ]Ax   [ ]a   [ ]Fyϕ  

 

c) Tragen Sie Kräfte und Momente in die Freischnittskizze ein (S: Massenschwerpunkt). 

 

 

 

 

 

 

d) Welcher kinematische Zusammenhang besteht zwischen yF und φ für kleine Auslenkungen? 

 

φ =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

Eine Person liegt auf einer Schwingplattform, an einem Bein trägt sie vom Hüftgelenk O ab bis 

über den Fuß eine Schiene. Das geschiente Bein liegt entspannt auf einer Feder (Steifigkeit c, Ab-

stand a vom Hüftgelenk) auf. Diese wird so eingestellt, dass sich das geschiente Bein (Gewicht G, 

Schwerpunktslage s = [xs  ys], Trägheitsmoment JO bzgl. O) in der horizontalen Lage im Gleichge-

wicht befindet. Die Anordnung führt nur kleine Schwingungen aus. 

x 

y 

O 

A 
 

Schiene 

a 

F 
c 

φ 
g 

S 
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e) Berechnen Sie die Federkraft in der Ruhelage. 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

f) Welche Beziehung gilt damit für die Federkraft in Abhängigkeit von φ? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

g) Geben Sie den Drallsatz für das geschiente Bein an. 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

h) Wie lautet die Bewegungsgleichung in Normalform für kleine Winkel φ? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

i) Geben Sie die Eigenfrequenz des Systems an. 

 

ν0  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

j) Als Messgröße wird nun die Federauslenkung yF verwendet. Schreiben Sie die Bewegungs-

gleichung aus h) in die Messgröße yF um und lesen Sie die Eigenfrequenz ab. Vergleichen Sie 

das Ergebnis mit dem aus i).  

 

Fazit: Eigenfrequenzen sind   _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   gegen Transformation der beschrei-

benden Koordinaten.  

 

k) Nach Anstoßen wurde folgender Messschrieb aufgezeichnet. Bestimmen Sie daraus die 

Schwingfrequenz  fSchw des geschienten Beins. Wie groß ist die Eigenfrequenz ν0 ? 

Hinweis: Das reale System ist schwach gedämpft, hier kann es als ungedämpft betrachtet 

werden. 

 

fSchw  =   _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  [Hz]  ,         ν0  =   _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  [rad/s] 
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l) Die Federsteifigkeit beträgt c = 700 N/m, der Abstand der Feder von der Hüfte ist a = 75 cm. 

Wie groß ist das Trägheitsmoment JO des geschienten Beins bzgl. des Hüftgelenks? 

 

JO =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  [kg m2] 

 

 

m) Bei Verschieben der Feder in Richtung Fuß  

 

 bleibt das Trägheitsmoment JO gleich  bleibt die Schwingfrequenz gleich 

 vergrößert sich das Trägheitsmoment JO  vergrößert sich die Schwingfrequenz 

 verkleinert sich das Trägheitsmoment JO  verkleinert sich die Schwingfrequenz 

 

 
n) Bei Extension (Streckung) des Fußes  

 

 bleibt das Trägheitsmoment JO gleich  bleibt die Schwingfrequenz gleich 

 vergrößert sich das Trägheitsmoment JO  vergrößert sich die Schwingfrequenz 

 verkleinert sich das Trägheitsmoment JO  verkleinert sich die Schwingfrequenz 
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Aufgabe 2: Aufrechtes Stehen in der Sagittalebene  
 
 
Eine Person (Masse m, Massenträgheitsmoment 

JS bzgl. des Schwerpunkts S) steht auf dem Bo-

den, die Füße haben festen Bodenkontakt.  

 

Der Kontakt zwischen Fußsohle und Boden wird 

stark vereinfacht in den Punkten O und Z ange-

nommen (siehe Skizze). Körper und Fuß werden 

als zwei Starrkörper modelliert. Der Körper führt 

eine Kippbewegung φ aus, und die Aktivität der 

Beinmuskeln wird als Einzelmoment M im 

Sprunggelenk modelliert.   

 

 

 
a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System und wie lauten die verallgemeinerten Koordinaten? 

 

f  = _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,   y = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

b) Ergänzen Sie die Kräfte und Momente in der Freischnittskizze. 

 

 

S 

FZ,y FO,y 

FZ,x 

Körper 

Fuß 

φ 

O 

x 

S 

Z 

y 

FZ,y 

m, JS 

  l 

 s 

FO,y 

FZ,x 

g 

xS 
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c) Wie lautet das Massenträgheitsmoment JO des Körpers bzgl. O? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   

 

d) Wie lautet der kinematische Zusammenhang zwischen den Koordinaten xS und yS des Schwer-

punkts S und dem Winkel φ ? 

 

 xS  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,   yS  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

e) Geben Sie folgende Gleichungen für den Körper an: 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (1) 
 Impulssatz in x-Richtung 

 

    _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (2) 
 Impulssatz in y-Richtung 
  
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (3) 
 Drallsatz bzgl. S 
 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (4) 
 Drallsatz bzgl. O 
 
 
f) Geben Sie folgende Gleichungen für den Fuß an: 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (5) 
 “Impulssatz“ in x-Richtung 

 

    _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (6) 
 “Impulssatz“ in y-Richtung 
  
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (7) 
 “Drallsatz“ bzgl. O 
 
 
 

Für Bewegungen mit kleinen Winkeln φ gilt (Taylorreihe) 

 

sin(φ)  ≈  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,     cos(φ)  ≈  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
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Wie lauten damit die Gleichungen (1) bis (4) für Bewegungen mit kleinen Winkeln φ ? 
 

 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (8) 
 
 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (9) 
 
 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (10) 
 
 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (11) 
 
 

Die Bewegungsgleichung ergibt sich durch Elimination der Zwangskräfte.  

g) Geben Sie die Bewegungsgleichung sowohl in φ als auch in xS als verallgemeinerte Koordinate 

an. 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (12) 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (13) 

 

h) Ist die Bewegung um φ = 0 für verschwindendes Moment M stabil? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

i) Enthält das System kinematische Schleifen? Wenn ja, wieviele? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

j) Ist das Moment  M  im Sprunggelenk aus der vorgegebenen Kippbewegung φ(t) berechenbar?  

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

k) Welches Gelenkmoment M0 ist nötig, um bei einer Verkippung φ0 des Körpers das Gleichge-

wicht zu halten? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

 

 



zweier Kombinationen scheiden aus, da eine verallgemeinerte Koord. nicht in Abhängigkeit von zwei Größen sein kann..

Geeignet ist ein Winkel phi oder die Verschiebung eines repräsentativen Punktes (hier: F oder A)
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Aufgabe 1: Aufrechtes Stehen in der Sagittalebene  

(Fortsetzung von Aufgabe 2 aus Arbeitsblatt A 6) 

 

Der Kontakt zwischen Fußsohle und Boden soll nun nicht wie in Aufgabe 2 aus Arbeitsblatt A 6 

durch Aufstand in zwei Punkten, sondern durch eine einzelne Ersatzkraft im Punk A beschrieben 

werden (z.B. für Vergleich mit Betrag und Angriffspunkt einer Ersatzkraft aus Messung mit Zellen-

messplatte). 

                                                                 

a) Geben Sie damit den “Impulssatz“ in y-Richtung und den “Drallsatz“ bzgl. O für den Fuß an.  

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (14) 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (15) 

 

 

b) An welcher Position a0 greift die Ersatzkraft in der Gleichgewichtslage φ0 an?                                                           

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

Wie weit kann sich die Person neigen, ohne zu Boden zu fallen? 

  

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Zur Untersuchung der Stabilität der Gleichgewichtslage wird eine kleine Störung ε = φ - φ0  betrach-

tet, die auf das im Gleichgewicht befindliche System einwirkt.  

 

c) Geben Sie die ersten beiden Ableitungen der Störbewegung ε an.                                                            

 

 ε&  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,       ε&&  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

FA,x

 FA,y 

  a 

A 
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d) Welche Bewegungsgleichung ergibt sich für die kleine Störbewegung ε?  

                                                            

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

e) Aus welchem Term lässt sich die Eigenfrequenz ν0 bestimmen?  

 

=2
0ν _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _                    

 

Hinweis: Der Übergang von reellen Werten zu imaginären Werten für die Eigenfrequenz ent-

spricht dem Übergang von stabilem zu instabilem Verhalten. 

        

f) Ist die Gleichgewichtslage stabil?  

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _                           

 

 

Zur Stabilisierung der Gleichgewichtslage ist somit ein Regler erforderlich. Bei Annahme eines 

Reglers mit Verstärkungsfaktor k  lautet das Gelenkmoment  M = M0 + k ε  (Moment proportional 

zur Störung, P-Regler). 

 

g) Geben Sie die Bewegungsgleichung des geregelten Systems an. 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

Für welchen Verstärkungsfaktor k wird das System stabilisiert? 

 

 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

 

h) Aufgrund der einseitigen Bindung ist das Moment M = M0 + k ε in der Größe beschränkt, da 

sonst Abheben eintreten kann. Der Aufstandspunkt der Ersatzkraft ist nun a = a0 + ak. Aus wel-

cher Ungleichung lassen sich die Schranken für M ableiten? 

             

 0  <  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  <  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
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Aufgabe 2: Abschätzung von Kräften im Sprunggelenk 

 

Eine Person (Masse m = 100 kg) steht einbeinig auf den Zehenspitzen (Punkt Z). Der Abstand 

zwischen Sprunggelenk (Punkt O) und Zehenspitzen beträgt 25 cm, der zwischen Sprunggelenk 

und Ferse (Punkt F) beträgt 5 cm. Der Fuß sei waagrecht und die Achillessehne sei um den Win-

kel γ = 0.1 rad geneigt. 

Wie groß ist die mittlere Flächenpressung im Gelenk bei Annahme die projizierte Gelenkfläche 

habe 5 cm2?  

 

a) Betrachtung Gesamtkörper (Erstarrungsprinzip) 

  

 

Tragen Sie den Schwerpunkt auf der vorgegebenen Schwerpunktslinie ein und tragen Sie die 

möglichen Kräfte und Momente ein.  

 

Geben Sie die Gleichgewichtsbedingungen für den Gesamtkörper an. 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

Wie groß ist die Aufstandskraft im Punkt Z? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

x 

g 

y 

m 

Z 
F 
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b)  Betrachtung Fuß  

 

 

Tragen Sie die Kräfte und Momente ein. 

 

Geben Sie die Gleichgewichtsbedingungen für den Fuß an. 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Bestimmen Sie die Kräfte in der Achillessehne und im Sprunggelenk. 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

 

 

Wie groß ist die gemittelte Flächenpressung im Sprunggelenk? 

 

σ = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _              

x 

y 

F 

Z 

O 

γ 
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Aufgabe 3: Transformationsmatrix  

Die Transformationsmatrix zwischen den Koordinatensystemen K und K′  lautet 

 

















αα
α−α=′

cossin0

sincos0

001

KKC . 

a) Welche Lage haben die Systeme zueinander? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Wie lautet die Transformationsmatrix für die in Bild II dargestellte Drehung? 

 


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Aufgabe 1: Laminare Strömung im geraden Rohr 
 

 
Es wird die stationäre, inkompressible, laminare, reibungsbehaftete Strömung eines Newtonschen 
Fluids in einem kreisrunden, geraden Rohr mit Innenradius a betrachtet.  
 
Das radiale Geschwindigkeitsprofil kann mit dem Druckabfall ∆p zwischen Eintritts- und Austritts-
querschnitt, der dynamischen Zähigkeit µ und der Rohrlänge L angegeben werden als 

    ( ) ( )22

4
ra

L

p
rv −∆=

µ
. 

 
 
Geben Sie die maximale Strömungsgeschwindigkeit an. 
 

=maxv  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 
 
Berechnen Sie die mittlere Strömungsgeschwindigkeit. 
  

( )∫ == dArv
A

V
1

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   

 
 
Welcher Durchfluss (Volumen pro Zeit) ergibt sich damit?  
 

=Q _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 
 
Wie groß ist der Druckabfall im Rohrstück? 
 

=∆p  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _       (Hagen-Poisseuille-Gesetz)   
 
 
Berechnen Sie die Schergeschwindigkeit. 
 

=)(rγ&  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 
 
Geben Sie den minimalen und den maximalen Betrag der Schergeschwindigkeit an.  
Wo treten diese auf? 
 

=
min

γ&  _ _ _ _ _ _ _ _ _  bei  =r  _ _ _ _ _ _ _ _  ,       =
max

γ&  _ _ _ _ _ _ _ _ _  bei  =r  _ _ _ _ _ _ _ _ 

r 

x 

v (r)  

a 
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Welche Schubspannung wirkt auf die Rohrwand? 
 

=τ  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 
 
 
Welche Kraft übt das Fluid auf das Rohr aus? 
 

=F  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
 
 
Wie groß ist der Druckabfall in der Aorta infolge der Zähigkeit des Blutes? 
Es seien der Innendurchmesser Di = 2.5 cm, die Länge L = 40 cm, der Durchfluss  

Q = 5·10-3 m3/min und die dynamische Zähigkeit µ = 4·10-3 Pa s = 4 mPa s. 

 
=∆ Aortap  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  Pa 

 
 
 

Welche Zahlenwerte ergeben sich für die (veralteten) Maßeinheiten “mm WS“ und  

“mm Hg“ (Torr)?    (Hinweis: 3
Hg kg/m13300=ρ ) 

 

=∆ Aortap  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  mm WS 

 

=∆ Aortap  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  mm Hg  

 
 
Wie groß ist der Druckabfall in einer Arterie mit Innendurchmesser Di = 2.5 mm und  
Länge L = 10 cm bei gleicher mittlerer Strömungsgeschwindigkeit (vgl. Merkblatt M 15.16)? 

 

=∆ Arteriep  _ _ _ _ _ _ _ _ Aortap∆  
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Aufgabe 2: Gefäßverzweigung 
 

Eine Gefäßverzweigung (inkompressibles Fluid, dynamische Zähigkeit µ) wird mit kreisrunden 

Rohrstücken modelliert. Das Rohrstück I (Durchmesser DI, Länge LI ) verzweigt sich am Quer-

schnitt B  in die beiden Rohrstücke II  (Durchmesser DII, Länge LII ) und III  (Durchmesser DIII , 

Länge LIII ).  

Am Eintrittsquerschnitt A wird der Überdruck pA gemessen, der Umgebungsdruck beträgt p0. Es 

sollen die Strömungsverhältnisse in den Gefäßen nach der Verzweigungsstelle ermittelt werden. 

 

 

 

 

 

In welchem Zusammenhang stehen die Durchflüsse (Volumenströme) QI, QII und QIII ? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Welcher Überdruck ergibt sich bei freiem Auslauf? 

 

=Cp _ _ _ _ _ _ _ ,  =Dp _ _ _ _ _ _ _ . 

 

  

Was gilt für die mittlere Strömungsgeschwindigkeit im Rohrstück I in Abhängigkeit des  

Durchflusses QI ? 

 

=IV _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

III  

II  

I A B 

C 

D 

DI, LI 

DII, LII 

DIII , LIII  

pA 

p0 
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Wie groß ist der Druck an der Verzweigungsstelle B in Abhängigkeit des Durchflusses QI ? 

 

=Bp _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Wie lauten für die Rohrstücke II  und III  die mittlere Strömungsgeschwindigkeit und der Druckabfall 

in Abhängigkeit der Durchflüsse QII und QIII ? 

 

=IIV _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

=IIIV _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

=∆ IIp _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

=∆ IIIp _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

 

In welchem Zusammenhang stehen die Druckabfälle in den Rohrstücken II  und III  zum Druck pB? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Bestimmen Sie den Druck an der Verzweigungsstelle B und den Durchfluss im Rohrstück I. 

 

=Bp _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

=IQ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

In welchem Verhältnis stehen die Durchflüsse in den Rohrstücken II  und III  ? 

 

=
III

II

Q

Q
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
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Aufgabe 3: Querschnittssprung in einer Aorta 
 
Bei einer Untersuchung der Aorta zeigt sich im Röntgenbild eine Verengung des Querschnitts von 

A1 auf A2. Es ist bekannt, dass sich hinter der Verengung der Strahl weiter auf A3 einschnürt, wo-

bei aus Modellversuchen die Kontraktionszahl k = A3 /A2 ermittelt wurde. Die Dichte des Blutes sei  

ρ, der Durchfluss betrage Q, die Strömung sei stationär und reibungsfrei. 

 

Skizzieren Sie idealisiert die Querschnittsverengung. 

 

 

 

Die Bernoulligleichung lautet (M 15.11) const.
2
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Welche Vereinfachungen ergeben sich bei stationärer und horizontal verlaufender Strömung? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,      _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

 

Aus welcher Gleichung ergibt sich der Zusammenhang zwischen den Strömungs-

geschwindigkeiten in den Querschnitten A1, A2 und A3 ? Bestimmen Sie diese. 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

=1v  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,  =2v  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,  =3v  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Drücken in Querschnitt A1 und Querschnitt A3? 

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

 

 

Am Querschnitt A1 wurde der Druck  p1 = 13 kPa gemessen. Bestimmen Sie den Druck im Quer-

schnitt A3 für die Werte A1 = 5 cm2, A2 = 3 cm2, k = 0.65, ρ = 1050 kg/m3,  Q = 5·10-3 m3/min. 

 

=3p _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  












