2 Tag 2

2.1 Vektorrechnung im R"

L1 Y1
e Seienx=|:|,y=|:]€R", AeR.
In Yn
X1+ Y1
x Addition: x +y = :
Tp + Yn
)\CE’l
x skalare Multiplikation: A -z = |
AT,

n
x Skalarprodukt: (v,y) =z -y= > 2y, =101 + -+ + TpYn
=1

*

n
Betrag: |x| = /(x,z) = j§1 vl =i+t

Winkel: (z,y) = |z| - |y| - cos <t(z, y), insbesondere:

*

x,y orthogonal < (z,y) =0
e Eine Teilmenge U C R" heifit Untervektorraum von R", wenn gilt:

—rx4+yeUfirallex,yecU
— AzeUfirallex e U X€eER
- 0eU

e Seien vy,...,ur € R".
k
Far Ay, ..., Ar € Rheiit 3 A\jv; = Mjug +- - -+ Ay, eine Linearkombination
=1

von vy, ..., v; . Die Menge aller Linearkombinationen
k
umwnmw:{zfﬂﬂMwnAkeR}
]:

heif3t lineare Hiille von vy, ..., v, . Sie ist der kleinste Untervektorraum von
R", der wvy,...,v; enthélt. Gilt U = L(vy,...,vx), so heiit {v,... v}
ein Erzeugendensystem von U. wvq,...,v; heilen linear unabhdangig, wenn



j
(Zwei Vektoren sind also genau dann linear abhéngig, wenn einer ein Vielfaches

des anderen ist.) {vq,..., v} ist eine Basis eines Untervektorraums U C R",
wenn es ein Erzeugendensystem von U ist und vy, ..., v linear unabhangig
sind. In diesem Fall heifit £ = dim U die Dimension von U und jeder Vek-
tor in U lasst sich eindeutig als Linearkombination von vy, ..., v; darstellen.
{v,..., v} ist ein Orthonormalsystem (ONS), wenn vy, . .., v paarweise or-
thogonal und normiert sind. ((v;,vs) = 0 fir j # £ und |v;| = 1) Gilt kK = n, so
heifit {vq,...,v,} eine Orthonormalbasis (ONB) von R". Allgemeiner heifit
jedes ONS {wy, ..., v;} eine ONB von L(vy, ..., vg).

k
Ajvj = 0 nur fur Ay = Ay = --- = A\, = 0 gilt, ansonsten linear abhdngig.
—1

Hinweis:
{v1,...,v,} ist Basis von R" < Die (n x n)-Matrix (vl vy - vn> ist regular

{v1,...,v,} ist ONB von R" < Die (nxn)-Matrix (m (ERE Un) ist orthogonal

Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

Gegeben seien linear unabhéangige Vektoren vy, ..., v, € R". Das Verfahren liefert
ein ONS {fl, fg, ceey fk} mit L(Ul, ceey Uj) = L(fl, ceey fj) fur alle 1 S j S k.
Falls {vq,...,v,} eine Basis von R" war, so ist {f1,..., f,} eine ONB von R".

Berechnung;:

o fi = o (normieren)
o1

J
o fiir j > 1: f;ﬁrl = Vi1 — > (i1, fo) fo

fin
g = it

‘f;ﬂ‘

(normieren)

Kreuzprodukt

UV3 — U3V2

Fir u,v € R? heifit © x v = |usvy — wivs| € R? das Kreuzprodukt oder Vek-
U1v2 — U2V

torprodukt von u und v.

e u X v ist orthogonal zu u und zu v.



e |u x v| ist der Flacheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelogramms:
lu X v| = |u| - |v| - sin <t(u, v)
Insbesondere gilt © x v = 0 genau dann, wenn u und v linear abhangig sind.

e Sind u und v orthogonal und normiert, so ist {u, v, ux v} ein Rechtssystem, d.h.
eine ONB von R? mit det (u v ou X v) = 1. ({u,v,vxu} ist ein Linkssystem,

d.h. eine ONB von R? mit det (u v v X u) =—1)

e Das Kreuzprodukt ist linear in jedem Argument: Seien w,v’,v,v’ € R? und
A € R. Dannist (u+u') xv = (uxv)+(u' xv), ux (v+0v") = (uxv)+(uxv)
und (Au) X v = AMu X v) =u X (Av). Zudem ist v X u = —u X v.

2.2 Geraden und Ebenen

e Gerade im R" mit Stutzvektor p € R" und Richtungsvektor r € R™ \ {0}:

r
g={p+XAeR}bzw. g:z=p+Ir, e R /pr/
O
e Gerade durch zwei Punkte mit Ortsvektoren p,q € R" (p # %
q
g =1{p+tAg—p)|X € R} bzw. g: x = p+A(g—p), A € R

PO

e Ebene im R" mit Stiitzvektor p € R" und linear unabhéngigen Spannvektoren
u,v € R™ [, .

E = {p+ utpv|\, p € R} bzw. E: x = p+Autpv, A\, 1 € R

e Ebene durch drei Punkte mit Ortsvektoren p, g, € R" (¢—p,r—p lL.u.):

E = {p+Mg—p)+tu(r—p)|A, p € R} bzw. E: x = p+A(g—p)+u(r—p), A, p € R




e Beide obige Darstellungen fiir Ebenen werden auch als Parameterform bezei-
chnet. Im R? gibt es noch Normalformen mit Stiitzvektor p € R® und Nor-
malenvektor n € R*\ {0}:

oder, mit d = (p, n):

E={xecR(x,n) =d} bazw. E: (x,n) =d

O P
Gilt [n|] = 1und d > 0, so heiit E: (x,n) = d Hessesche Normalform der
Ebene E. Fur d > 0 ist diese Darstellung eindeutig und d ist der Abstand der

Ebene zum Ursprung O.

e Berechnung der Hesseschen Normalform:

Gegeben sei eine Ebene E = {p + Au + pv|A, p € R} in Parameterform.
U X v

Setze m = und ¢ = (p, m).

lu X v
Fiar ¢ > 0ist E: (x,m) = c eine Hessesche Normalform von F.

Fir ¢ < 0ist E: (x, —m) = —c eine Hessesche Normalform von E.
e Weiterer moglicherweise relevanter Schulstoft:

x Gegenseitige Lage von Punkten, Geraden und Ebenen bestimmen, inklusive
Berechnung von Schnittmengen durch Losen von linearen Gleichungssyste-
men.

x Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen bestimmen.

* Winkel zwischen Geraden und Ebenen bestimmen. (bei Ebenen mit Nor-
malenvektoren)

2.3 Matrizen

e Wir betrachten Matrizen mit Eintragen in den reellen oder komplexen Zahlen.
Sei also K € {R, C}.

o A= (ay) € K ist eine Matrix mit z Zeilen, s Spalten und z - s Eintragen
ajr € K, wobei 1 <7 <zund 1</ <sist.

e Die Transponierte von A entsteht durch Vertauschen der Rolle von Zeilen und
Spalten: A" = (ay;) € K**.



Falls z = s gilt, so heiit A quadratisch. Beispielsweise ist die Einheitsmatrix

1 0
1 o _
E, = _ € K**7 stets quadratisch.
0 1
Addition:

Fiir A = (a;) € K7 und B = (by) € K™ ist A+ B = (aj + by) € K.

skalare Multiplikation:

Fir A = (aj)) € K und A € K ist AA = (Aa;r) € K77

Multiplikation:

Fur A = (CLﬂ) c K’ und B = (bgk) c K*'ist A- B = (i ajgbgk;) c K<,
(=1

Elementare Zeilen-/Spaltenumformungen:

* Vertauschen zweier Zeilen/Spalten
« Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einem Faktor A # 0

* Addition eines Vielfachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte

Der Rang einer Matrix A = (ajy) € K*** ist die Dimension des von den Spal-
ten von A aufgespannten Untervektorraums von K*:

RgA=dimL]|| ¢ |,] ¢ |,...,

Esgilt Rg(AT) = Rg A, also ist Rg A auch die Dimension des von den Zeilen von
A aufgespannten Untervektorraums von K°. Elementare Zeilen- und Spalten-
umformungen éndern den Rang einer Matrix nicht.

Eine quadratische Matrix A € K™ heifit requldr, wenn sie vollen Rang hat,
also wenn Rg A = n gilt, andernfalls singuldr.

Eine regulare Matrix A € K" " ist invertierbar, d.h. es gibt eine Inverse
A1Te K™ mit A-A'=E,und A1 -A=E, .
Berechnung von A~

(A ’ En) elementare y (En ’ A—l)

Zeilenumformungen

(nx2n)-Matrix



~1
1 _
Formel fiir regulére (2 x 2)-Matrizen: (a b) ( d b)

c d :ad—bc —Cc a

e Die Determinante ordnet jeder quadratischen Matrix A € K"*" einen Skalar

det A € K zu.

x fir n = 1: det(a)

a

a
C

Qo

*fﬁrn-Q:det( )—ad—bc

Determinanten groflerer Matrizen konnen mit dem Entwicklungssatz von
Laplace auf diese Falle zurtickgefiihrt werden:
Sei A = (aj) € K"
Entwicklung nach der f-ten Spalte: det A = Y- (—1)""a;, det(A;)
j=1
Entwicklung nach der j-ten Zeile: det A = > (—1)"a;, det(A;)

(=1
Die Matrix A, entsteht dabei aus A durch Streichen der j-ten Zeile und der
(-ten Spalte.
Rechenregeln: Seien A, B € K" und A € K.

x det(A") = det A
x det(AA) = A" det A
x det(AB) = det A-det B

B entstehe nun aus A durch eine elementare Zeilen-/Spaltenumformung. Die
Determinante verhalt sich wie folgt:

* Bei Vertauschen zweier Zeilen/Spalten: det B = —det A

* Bei Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einem Skalar A # 0:
det B=MAdet A

« Bei Addition eines Vielfachen einer Zeile/Spalte auf eine andere Zeile/Spalte:

det B =det A
o Fir A € K" sind dquivalent:

x A ist regular

x A ist invertierbar

x det A # 0



2.4 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem (LGS) Az = bmit A € K% = € K°,
be K~

e Falls b = 0 gilt, so heifit das LGS homogen.
Ein solches LGS ist immer losbar, denn x = 0 ist eine Losung.
Die Losungsmenge £ = {z € K*|Azx = 0} ist ein Untervektorraum von R’
und es gilt dim £ = s — Rg A.
Hat man eine Basis {v1, ..., v} von L, so lasst sich £ bequem angeben:

L:{élejvj\Al,...,AkeK}

e Im Allgemeinen miissen lineare Gleichungssysteme nicht losbar sein:
Das LGS Ax = b ist genau dann losbar, wenn Rg(A|b) = Rg A gilt.
Ist das LGS losbar uns zg, € K eine Losung, so hat die Losungsmenge
L ={r € K°| Az = b} die Struktur eines affinen Untervektorraums:

L=xgp+ Ly={xyp +ulu e Ly},

wobei Ly = {x € K’|Az = 0} die Losungsmenge des zugehorigen homogenen
LGS ist. x4, heiBt spezielle Losung und ist {vy,...,vx} wie oben eine Basis
von Ly, so hat jede Losung x € K* des LGS Ax = b die Form

$:$Sp+)\1@1+)\202+°"+)\kvk

mit gewissen Ay, Ao, ..., A\ € K
Mit dem Gaufl-Algorithmus (siehe unten) kann man eine solche spezielle Losung
Tsp und eine solche Basis {vy, ..., v} berechnen.

e Im Falle einer quadratischen Koeffizientenmatrix A € K"*" erhalt man folgende
aquivalente Aussagen:
x Das LGS Ax = b hat genau eine Losung.
x A ist regular.
x det A # 0
x A ist invertierbar

x = A7 ist die einzige Losung des LGS.



Gauf3-Algorithmus

Gegeben sei ein LGS Az = bmit A € K**°, x € K* und b € K*. Durch
elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen kann man das LGS in
ein LGS der Gestalt Az = b transformieren, wobei

1 C11 +° Clg—r b,l

~ E.|lC . A : - ;
A — ’r‘ — . . . — .

( 00 ) 1 Cr1 *° Crs—r U-nd b bf

2 entsteht aus x durch Vertauschen der Unbestimmten.

Wir losen zunachst das transformierte LGS A% = b. Die Loésungen des ur-
spriinglichen LGS erhélt man indem man die Vertauschung der Unbestimmten,
verursacht durch Spaltenvertauschungen, riickgangig macht.

(Hinweis: s ist die Anzahl der Unbestimmten bzw. die Anzahl der Spalten von A
und A. 7 ist der Rang von A und A.)

Das LGS ist nicht lésbar, falls b unterhalb der r-ten Zeile einen Eintrag ungleich
0 besitzt, also falls ein 57 > r mit ZN)]- # () existiert.

Andernfalls ist das LGS losbar.

b1
Fine spezielle Losung kann dann abgelesen werden: zg, = 0 c K"
0
Der Losungsraum des zugehorigen homogenen LGS Az = 0 hat die Dimension
s —r. Man erhalt eine Basis {v1,...,vs_,} des Losungsraums mit Hilfe der Spal-
ten von C':
—C11 —C19 —Cls—r
—Cr —Cr2 —Crs—r
v ! v ! Vgp = !
1 — 0 ) 2 — 1 ) y Us—r — 0
0 0 0
0 0 1




Also ist jede Losung von der Form
Tsp 1 AU+ AgUg + - -+ A Vs

mit A, Ao, ..., A € KL
Falls Spalten vertauscht wurden, so miissen jetzt noch die Eintrage der Losungsvek-
toren entsprechend zuruckgetauscht werden.
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