Aufgabe 14 (8 Punkte) Wir betrachten fiir R* die beiden Basen
vom 14.3.11 (240 min)

1 0 0 —1 2 1
E: o], 1], 1]0 und C: 01,1-21,10
0 1 0 1

und fiir R? die Basen

() o ()()

Die Abbildung f: R? — R3 ist gegeben durch die Matrix

-1 3
53f B = 2 0
1
Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen
d = und id =
Cc & Bi By

sowie die Abbildungsmatrix in neuen Basen

Aufgabe 6 (3 Punkte) Gegeben sei die lineare Abbildung
vom 24.2.14
-3

A
f:R2—>R3:<>>—>)\ O [+pn] O
u
—1
(a) Bestimmen Sie die Matrix von f beziiglich der Standardbasen von R? und R3.

(b) Untersuchen Sie f auf Injektivitdt und Surjektivitét.



Aufgabe 4 (3 Punkte) Gegeben sei die lineare Abbildung
vom 31.8.15
s
f:R? » R*: < )»—)s
t

Sei F, die Standardbasis von R*. Sei Es die Standardbasis von R2.

1 1
Sei B: < ) ) , < 5 ) eine weitere Basis von R2.

(a) Bestimmen Sie die Matrizen g, fg, und g, fp.

+1

I == T =G S
w

(b) Untersuchen Sie f auf Injektivitét und Surjektivitét.

Aufgabe 1 (4 Punkte) Sei

vom 1.9.14
s
3 9 2 1 3
iR =R | ¢t ]| —s +t +u .
—1 2 1

u

Sei E, die Standardbasis von R? und sei Fs3 die Standardbasis von R?. Sei

()0

eine weitere Basis von R? und sei

1 0 1
C 11,111,110
0 1 1

eine weitere Basis von R?. Bestimmen Sie die Matrizen g, f&,, g,fc, und pfc.

Aufgabe 10 (4 Punkte) In der Ebene R? sei g die Gerade mit der Gleichung z, = 2x; und o

1 2
die Spiegelung an dieser Geraden. Wir betrachten die Basis B: b; = < ) , by = < 1) und die

2
Standardbasis E'. vom 22.2.16
Berechnen Sie:
50 (1) = 8%
20 (b)) = O =




Aufgabe 13 (5 Punkte) Fiir den Vektorraum R**? der reellen 2 x 2-Matrizen sind durch
vom 29.8.16

1 1 0 0 0 0
B Bl = 0 s Bg = 0 s Bg = s B4 = und
0 0 0 0 10 01
10 01 1 0 01
C: C= , Cy= , O3 = , Cy=
01 10 0 -1 -1 0

zwei Basen gegeben. Stellen Sie C) beziiglich der Basis B dar.

04 = Bl + Bz + Bg + B4-

Wir betrachten die lineare Abbildung ¢: R?*? — R?>*?: A+ A+ A". Bestimmen Sie:

dim(Bild (p)) =

Aufgabe 1 (5 Punkte) Gegeben sei eine lineare Abbildung a: R* — R3: z + Az mit  vom 4.9.12

01 1 4
A= 0 - 1 - |.Weitersei b= | 3 | gegeben.
00 -1
Entscheiden Sie jeweils, ob die durch “-” gekennzeichneten freien Stellen mit Elementen aus {0, 1} so

aufgefiillt werden konnen, dass die entsprechende Eigenschaft erfiillt ist. Geben Sie, wenn moglich, ein
Beispiel einer solchen Matrix A an.

(a) Rg(A4)=3

(b) dim Kern(a) =2

(c) Rg(Alb) =Rg(A)

(d) Die Abbildung « ist suriektiv und ihr Kern hat die Dimension zweli.
Aufgabe 3 (15 Punkte) vom 6.3.07 (120 min)

Bestimmen Sie die lineare Abbildung ¢ : R? — R?: u +— Au, welche die Vektoren

1 3 -2
Uy = —1 s Uy = —1 s Uz = 1
0 1 -2
auf die Vektoren
—2
vu=10 [, Vg = 3 1, U3 =
1 0 4

abbildet.



Aufgabe 5 (8 Punkte) Im affinen Raum R? sind die Punkte
vom 3.9.07 (120 min)
P=(1,-1) und Q= (-2,0)

sowie die Vektoren
0 -1 1 0
= ) = ) = und =
S <1> fa < 9 ) g1 <0> 92 <_1>

Bestimmen Sie die Koordinatentransformation o welche Koordinaten beziiglich F = (P; f1, f2) in

gegeben.

solche beziiglich G = (Q; g1, 92) umwandelt.

o)

Bestimmen Sie die Umkehrung dieser Transformation.

Geben Sie die Jacobi-Matrix der Abbildung i R? — R? an.
Aufgabe 3 (8 Punkte) Gegeben sind der Punkt P = (-2, —1), das Koordinatensystem

vom 7.9.09 (240 min)
{ < . ) < . >}
F=qP; ; ;
2 2

das Standardkoordinatensystem E sowie die affine Abbildung « in Koordinaten beziiglich E:

2 -5 —4
a RS R%: v v+ .
EE —4 3 4

Bestimmen Sie die Koordinatentransformationen F und e . Geben Sie die Koordinatenbeschreibung
L Vo in Koordinaten beziiglich F an.



Aufgabe 4 (16 Punkte) vom 6.3.07 (120 min)
Im affinen Raum R? ist die Abbildung

a:R* =R (r,y,2)— 2o +2y+1,—y+1,9y+22+2)
beziiglich des Standardkoordinatensystems E gegeben. Der Punkt P = (2, —2,2) und die Vektoren

-1 1 0
—1 0 —1
bilden das Koordinatensystem F = (P; fi, fa, f3).

(a) Beziiglich des Standardkoordinatensystems E lautet die Abbildung

0 (V) =

(b) Die Koordinatentransformation von E nach F und umgekehrt lauten

]E/{]F(v) = . ]F/{]E(v) =

(c) Geben Sie eine Beschreibung von a beziiglich des Koordinatensystems [ an.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Bestimmen Sie alle (ggf. komplexen) Eigenwerte und zugehorigen Eigenrdume
der folgenden Matrizen. vom 8.3.10 (240 min)

) 5 L1 2 1 -1 4 -3 0
(a) (0 _1> (b) (_1 1) o1 1 d | 3 =2 0
0 1 1 4 —6 -2



Aufgabe 2 (12 Punkte) vom 4.3.08 (120 min)

Gegeben sind das Standard-Koordinatensystem E und das affine Koordinatensystem

2 —2 3 2
F = 2 ; 21,1 =31, -3
1 -3 4 3

im R? sowie die lineare Abbildung « : R* — R3 : v — Av mit

14 0
A=1 -3 0 4
2 3 -2

Geben Sie die Koordinatentransformationen h und o sowie die Beschreibung der Abbildung «

bzgl. des Koordinatensystems F an.
Aufgabe 9 (9 Punkte) Gegeben sind im Standardkoordinatensystem E = ((8) ; ((1]) ; ((1])) der Punkt

P =(6,2)", die beiden Vektoren v = (—10,5)" und w = (2,4)", sowie die affine Abbildung

9 9 1 3 —4 4
a: R —=R%: 2z +— = T+ . vom 27.2.12
o\ —4 -3 8

s s
Die Punkte P; und P, sind durch die Beziehungen PP, = v und PP, = w bestimmt.
Die Punkte @, @1 und @5 sind die entsprechenden Bildpunkte: @ = a(P), Q1 = a(P1), Q2 = a(F2) .

(a) Geben Sie fiir die Punkte P, und P, die Koordinaten im Standardkoordinatensystem E an.

P = , P =

E E

(b) Geben Sie fir die Punkte @, @1, Q2 die Koordinaten im Standardkoordinatensystem E an.

]EQ = ’ ]EQl = ’ ]EQ2 =

(c) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte @, @1, Q2 beziiglich des Koordinatensystems
F = (P;v,w) und geben Sie dann die Darstellung der Abbildung « beziiglich des Koordinaten-

systems F an. (Die allgemeine Koordinatentransformation muss dazu nicht bestimmt werden.)

]FQ = ’ ]FQl = ’ ]FQ2 =

(@) = o

Aufgabe 9 (5 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte sowie die zugehorigen Eigenrdume der Matrix
vom 14.3.11 (240 min)

-2 0 -1
A=1 -1 1 1
1 0 O

Geben Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit aller Eigenwerte an.



Aufgabe 12 (3 Punkte) Gegeben sind im Standardkoordinatensystem E = ((8) ; (

(1)) ) ((1])) die Punkte

P=(2,1)",Q=(4,2)" und R = (3,3)". Das Koordinatensystem F = (P;v,w) wird durch den Punkt

P und die beiden Vektoren v = @ und w = ﬁ gebildet.

(a) M sei der Mittelpunkt der Strecke QR. Geben

Sie die Koordinaten des Punktes M beziiglich M =
F

des Koordinatensystems F an.

vom 4.9.12

(b) Die affine Abbildung « vertauscht die Punkte P,Q und R zyklisch, d.h. a(P) =Q, a(Q) = R

und «a(R) = P . Geben Sie die Darstellung von « beziiglich des Koordinatensystems F an.

]F(Oé(ZB)) = oL T

Aufgabe 10 (4 Punkte) vom 24.2.14

Gegeben sei die reelle Matrix

[N N
N DN

(a) Bestimmen Sie die Spur von A.

Sp(A) =

(b) Der Vektor (1,1,1)" ist ein Eigenvektor von A. Bestimmen Sie den zugehorigen Eigenwert ;.

)\1:

(c) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.

xa(A) =

(d) Welche weiteren Eigenwerte auler A\; hat A?
Aufgabe 9 (4 Punkte) Gegeben ist die Matrix

vom 7.9.09 (240 min) .
a={ " e
-1 7

(a) Bestimmen Sie die Spur und die Determinante von A. Sp A =

(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A. xa(A) =
: : : : —1
(c) Bestimmen Sie den Eigenwert \; zum Eigenvektor ( . ) .

(d) Bestimmen Sie die Menge M aller Eigenwerte von A. M =

det A =




Aufgabe 13 (4 Punkte) Gegeben ist die Matrix
vom 6.9.10 (240 min)
8
A= 7
-5t —3
Bestimmen Sie

det(A) = Sp(A) = Rg(A) =

sowie die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren von A.

)\1: )\2: V1 = Vo =

Aufgabe 12 (4 Punkte) Gegeben ist die Matrix
vom 6.9.11 (240 min)

a+b 1 0
A= 0 i 1 |ecCc mit a,b € R.
0 0 —i

(a) Geben Sie die Determinante von A in Abhéngigkeit von a und b an.

det A =

(b) Fiir welche Paare (a,b) € R? haben alle Eigenwerte die algebraische Vielfachheit 17

(c) Fiir welche Werte von a und b ist der Vektor | 1 | ein Eigenvektor?

Aufgabe 10 (3 Punkte) Gegeben ist die Matrix

vom 4.9.12
2 —i
A= .

Bestimmen Sie die Spur und die Determinante der Matrix A.

Sp(A) = det(A) =

Bestimmen Sie die Figenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der Matrix A.

All—’,V(Al) , )‘2:ﬁ’v()‘2)

1
Aufgabe 2 (3 Punkte) Geben Sie eine reelle Matrix an, die den Eigenvektor < ) zum Eigenwert 3
vom 2.9.13 1

2
und den Eigenvektor <1> zum Eigenwert —2 hat.



Aufgabe 12 (7 Punkte) Bestimmen Sie die (moglicherweise komplexen) Eigenwerte folgender Matrizen

und bestimmen Sie zu jedem Eigenwert den zugehorigen Eigenraum. vom 25.2.13

()

-1 1
0 1 1
0 1 1

Aufgabe 2 (5 Punkte) Gegeben seien die Matrizen

vom 27.2.12
2 1 -1

1 2
A= < ) , B=]0 0 1
0 -1
0 -1 0
Bestimmen Sie alle (ggf. komplexen) Eigenwerte und zugehorigen Eigenrdume.

Aufgabe 1 (6 Punkte) vom 2.3.15

0 0 «
Fiir a € R sei die Matrix A, = | a 0 0 | gegeben.
0 a O

(a) Bestimmen Sie die Spur von A,.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte der Matrix A,.

(c) Zeichnen Sie die Menge {c € C | Es gibt ein o € R so, dass ¢ Eigenwert von A, ist}

in der komplexen Zahlenebene ein.



Aufgabe 11 (6 Punkte) Gegeben seien die Matrizen A und B:

vom 31.8.15
1 00
i1
A- ( , ) =] oo
-1 i
010
(a) Bestimmen Sie die Spur und die Determinante der Matrix A.
Sp(4) =  det(A) =
Bestimmen Sie die Eigenrdume der Matrix A:
(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix B:
xB(A) =
Bestimmen Sie die Eigenrdume der Matrix B:
Aufgabe 9 (5 Punkte) Gegeben seien vom 6.9.10 (240 min)
V31
2 2 2 9 9
A= , b= und k:R*—>R*:v+— Av+0.
1 V3 2
2 2

Bestimmen Sie einen Fixpunkt von r, das heifit: bestimmen Sie ein z € R? mit x(z) = z.

Die Matrix A beschreibt eine Drehung um den Winkel im Gegenuhrzeigersinn.

Welche Eigenschaften hat die Matrix A? Tragen Sie entweder ,,wahr* oder ,falsch“ ein.

quadratisch eigentlich orthogonal

symmetrisch hermitesch




Aufgabe 5 (5 Punkte) vom 10.3.09

. <‘11> and o <_12> .

Bestimmen Sie die Matrix A € R?*2_ die v; als Eigenvektor zum Eigenwert —2 und v, als

(a) Gegeben sind die Vektoren

Eigenvektor zum Eigenwert 2 besitzt.

(b) Fiir den Parameter o € R ist die Matrix

gegeben. Die Matrix B, besitzt:

Genau einen reellen Eigenraum fiir o €

Genau zwei reelle Eigenrdume fiir a €

Keinen reellen Eigenraum fiir o €




Aufgabe 10 (5 Punkte) Gegeben sei die reelle Matrix
vom 2.9.13
-1 -1 -1
A=10 -2 —4
1 3 5

Wir betrachten die lineare Abbildung a: R?* — R?: 2 — a(z) = Axz.

(a) Bestimmen Sie den Kern von «.

Kern (o) =

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

xa(A) =

(c) Welche Eigenwerte hat A?

(d) Geben Sie zu jedem Eigenwert seine algebraische und seine geometrische Vielfachheit an.

Aufgabe 9 (7 Punkte) Fiir a € R sei

vom 2.3.15
1 0 0
Ay=10 1—a 1
0 0 «o

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A,.

(b) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die wenigstens ein Eigenwert von A, mindestens die algebraische

Vielfachheit 2 besitzt.

(c) Bestimmen Sie die Eigenrume von A:x.

(d) Bestimmen Sie die Eigenrdume von Aj.

(e) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die A, diagonalisierbar ist.




Aufgabe 5 (12 Punkte) vom 13.10.17

Seien E = 0 : L , 0 und F = 0 ;1 4 ,1 3 Koordinatensysteme von R2?.
0 0 1 0/ 5\-3/) 5\4

Beziiglich E heiflen die Koordinaten 1, xo. Beziiglich F heiflen die Koordinaten v, ys.
Sei f: R? — R: (z1,22) — 427 + 23. Sei die Quadrik @ beziiglich E beschrieben durch

Q: 42?3 + 25 =16,

also als Niveaumenge von f zum Niveau 16.

(a) Zeichnen Sie F und @ in das Standardkoordinatensystem E ein.

4( =2
(b) Sei P der Punkt mit ]EP = 5( 3) . Liegt der Punkt P auf der Quadrik @ ?

(c) Berechnen Sie den Gradienten Vf (z1,x3).
(d) Sei g die Tangente an die Quadrik ¢ durch den Punkt P aus (b).

Berechnen Sie einen Richtungsvektor von g.

Zeichnen Sie P und ¢ in die Zeichnung aus (a) ein.
(e) Bestimmen Sie die Koordinatentransformationen _r_und r_.
(f) Geben Sie eine Beschreibung der Quadrik @) beziiglich F an.

Aufgabe 4 (6 Punkte) vom 13.10.17

1 0 0 0
Sei 6: R® — R3: 2z — Az die Drehung mit 6 0 =11 und mit ¢ 1 =101,
wobei A € R3*3. 0 0 0 1

(a) Bestimmen Sie die Matrix A.
(b) Bestimmen Sie die Drehachse von 6. Bestimmen Sie den Cosinus des Drehwinkels von 4.

(c) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis B : by, by, by von R3
so, dass die Gerade L (b;) die Drehachse von § ist.

(d) Bestimmen Sie die Matrix 0, fiir die Orthonormalbasis B aus (c).

Aufgabe 6 (4 Punkte) Gegeben sei die Orthonormalbasis B: by, by, b3 von R® mit  vom 04.09.17

1 2 -2
1 1 1
b = 3 21, by= 3 -2 1, b= 3 —1 | . Weiter bezeichne E die Standardbasis von R3.
2 1 2

Fiir die lineare Abbildung ¢: R3 — R? gelte o(b1) = —by, ¢(by) = by und (bs) = —bs.
(a) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix 5 ¥ von ¢ beziiglich B.
(b) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen id und id .
E B B E

(c) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix 2P von ¢ beziiglich .

Aufgabe 2 (3 Punkte) Eine reelle 4 x 4-Matrix A € R?* besitze den komplexen Eigenwert

A = 3 +1v/2, habe den Rang 3 und die Spur v/7. Geben Sie alle Eigenwerte von A an.
vom 04.09.17



