5 Tag b

5.1 Grenzwerte von Folgen und Funktionen

e Sein € N. Eine Folge (ap)ren = (ag)p>1 = (ag)r in D C R" ist eine Funktion
N — D: k — ay;, . (Etwas allgemeiner erlauben wir auch Folgen (ay)r>r, , also
Funktionen {k € Z|k > ky} — R" mit ky € Z.)

Sie heifit konvergent mit Grenzwert z € R", geschrieben klim aj = z wenn fiir
—00

jedes e € R™ ein N € N existiert mit |a; — z| < ¢ fir alle k > N, ansonsten
divergent. Folgen in C sind nichts anderes als Folgen in R

ag1
Eine Folge (aj)r = E konvergiert genau dann gegen z € R", wenn
lim ap; = z; fir 1 < j < n gilt. Bei der Berechnung von Grenzwerten

k—00
konnen wir uns also im Wesentlichen auf den eindimensionalen Fall (n = 1)

zurtickziehen. Eine Folge (ay)r in R heifit bestimmt divergent gegen oo,
geschrieben lim aj, = 00, wenn fiir jedes S € R" ein N € N existiert mit

tay, > S fiir alle k > N.

Ist (ng)r mit ng € N streng monoton steigend, d.h. nyyy > ny fir alle £ € N,
so heifit (an, )r eine Teilfolge einer Folge (aj), in R. (Héufig betrachtet man
die Teilfolgen (agx)r und (agry1)r der geraden bzw. ungeraden Indizes.) Die
Grenzwerte solcher Teilfolgen (o0 zugelassen) heilen Hdufungspunkte von
(ag)r, wobei hm aj den grofiten Haufungspunkt, genannt Limes superior,

und lim ay den kleinsten Haufungspunkt, genannt Limes inferior, bezeichnet.
k—o00

(ax)r konvergiert genau dann gegen z € R, wenn lim ay = z = lim ay gilt.
k—o00 k—o00

e Scien n,m € N. Sei f: D — R™ mit D C R"™ eine Funktion und @ € D.
[ Dbesitzt in a den Funktionsgrenzwert z € R™, geschrieben lim f(x) = z,
wenn fiir alle Folgen (zy)r in D mit kh_)ng@ xp = a gilt: kh_{rolo flzy) = 2. Fuar
n =m = 1 besitzt f in a den rechts- (bzw. linksseitigen) Funktionsgrenzwert
z € RU{+£o0}, geschrieben xli}griof(x) = z, wenn fiir alle Folgen (z) in D
mit kh_}rlgo zp = a und +(zp —a) > 0 fir alle & € N gilt: kh_{](f)lo flxg) = =
Ferner gilt lim f(x) =z € RU{£oo}, wenn fir alle Folgen (); in D mit
lim x = foo gilt: kll_{l(’)lo flzy) = 2.

k—o00

e Grenzwerte von Folgen und Funktionen hangen also eng zusammen: Funk-



tionsgrenzwerte konnen tiber Folgengrenzwerte definiert werden und kennt man
umgekehrt einen Funktionsgrenzwert x1—1>I—Poo f(z) = z, so folgt klim fk) =z

—00
auch fur die Folge (f(k))x .

e Stetige Funktionen sind solche, die sich gut mit Funktionsgrenzwerten vertra-
gen: Eine Funktion f: D — R™ mit D C R" heifit stetig in a € D, wenn
lim f(x) = f(lim x) = f(a) gilt. f heiBt stetig, wenn f in allen a € D stetig
ist.

Wichtige stetige Funktionen sind:
+ Die Betragsfunktion R" — R: z +— |z|.
* Projektionen R" = R: z+— x; mit 1 < j <n.

x Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzkreises. Insbesondere Polynomfunk-
tionen, der natturliche Logarithmus, die Sinus-, die Cosinus- und die eulersche
e-Funktion.

Rechenregeln fiir Folgengrenzwerte

Seien (ag)r , (bg)r Folgen in K € {R,C} mit a = kli_>m ap , b = kli_>m b, € K.

Dann gilt lim (a; + b;) = a + b, lim (aib;) = ab und lim WD s bi,b #£ 0
k—o0 k—o00 k—o00 L b

fiur alle £ € N gilt:

Fiur Folgen in R erhalten wir:

o Gilt a; < by, fitr (fast) alle & € N, so folgt a < b.

o Sandwichsatz: Ist (ci)x eine Folge in R mit ap < by, < ¢, fur (fast) alle k € N

und gilt @ = b, so folgt lim ¢; = a.
k—o00

e Ist a; > 0 fir alle K € N und a = 0, so folgt kli_)m alk = +00.

e Fiir eine Folge (¢;)r in R mit lim |ez| = +oo gilt lim + = 0. Insbesondere
k—00 k—o0 Ck

sind Grenzwerte der Form ’ besilégnkt " gleich 0.

Vorsicht beim Versuch mit 00 zu rechnen: Grenzwerte der Form ’0 - 0o’ ’%’, >

‘o0 — o0, etc. folgen keiner allgemeinen Gesetzmafigkeit. Hier benotigen wir andere

Werkzeuge.



Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte

Seien f, g, h, k reelle Funktionen und a € R jeweils so gewahlt, dass die folgenden
Grenzwerte Sinn ergeben. Aufgrund der Beziehungen
lim f(z)= lim f(2a—=)und lim f(z)= lim f(3) beschrinken wir uns

r—ra—0 r—a+0 T—rE00 x—0=£0
auf rechtsseitige Grenzwerte. Wir nehmen an, dass 1_1>1r]f41r . f(r) = 2z € R und
T—a
lim g(z) =w € R existieren.
r—a+0
o Esgilt lim (f(z)+g(x)) = 24+w, lim (f(z)g(z)) = zwund lim ) -
r—a+0 " r—a+0 r—a+0 g(x) w

falls w # 0.
o Gilt f(z) < g(z) nahe a, so folgt z < w.

o Sandwichsatz:

Gilt f(z) < h(xz) < g(x) nahe a und z = w, so folgt lim h(x) = z.

r—a+0
e Gilt f(z) > 0 nahe a und z = 0, so folgt xgzr}rof(z) = 400.
e Gilt lim |h(x)| = 400, s0 folgt lim ;- = 0. Insbesondere sind Grenzwerte
r—a+0 . z—a+0 h(z)
der Form ’%’ gleich 0.

e [Existiert lim h(z) =y € R U {+o0}, so folgt lim h(f(z)) =y

r—a+0

e Gilt h(x) > 0 nahe a und existiert lim (k(x)-Inh(x)) =y € RU{+oc}, so

z—a+0

folgt li)rr}ro h(z)¥®) = e¥ wobei €7 = 400 und e~ = 0 zu interpretieren ist.
r—a

e Regel von de [’Hospital:
Sind h(x), k(z) differenzierbar nahe a mit lim h(z)

r—a+0

lim k(x) = 0 oder

z—a+0

W (a)

:cggio h(x) = a:gg—ll—() k(x) = +oo und existiert xggio B () € RU {+£o0}, so
/
folgt lim M = lim h (:1:)

z—a+0 ]g(x) r—a+0 ]g’(x)

Mit dem Ausdruck nahe a’ ist jeweils Folgendes gemeint: es gibt ein ¢ € R™" so,
dass die Aussage fiir alle © € (a, a+¢) in den entsprechenden Definitionsbereichen
wahr ist.



Ausgewiahlte Folgen- und Funktionsgrenzwerte

Seien z € C, a,g € Rund ¢ € Z.

0 fall <1
o lim 2" = alls |2 (ansonsten divergiert (%))
k—00 1 fallsz=1
k Inx
° klglc}o; 0 ° xgl—pooaj =0fallsa >0
o\ k e lim z° - Inz=0fallsa >0
e lim (1 + ) = ¢° z—0+0
k—o00 k "
1 ° l1mx——0fallsq>1
e lim T =0 T—+00 q
k—oo v/ k!
im Ll =0
® Nk T é
. o lim e"2" =0
oxgriloo\/azlfallsa>0 -
k
SNVl o
o lim Jr =1 ) 1520 p =0 falls |z] < 1
' 1
o lim —— =1 o lim — =0fallsa >0
=0 k—oo k4

Strategien zum Berechnen von Folgen- und Funktionsgrenzwerten

e Verwendung von Stetigkeit, Rechenregeln und bekannten Grenzwerten.

o 3+ 1 03+ 1 0 1
111 cCOST | = cCOSU = —
=0\ 3 1+ 92 03 42 2

3 k

k—o0
1 sinx i sinzl li sinz .
* 11{01”—1’—0 ( = e x—%&o( S nx) = e x—1>r0r}|—0( T n:v) — e_l'o =1

e Bei Quotienten: Anwenden der Regel von de I'Hospital oder Kiirzen mit der
hochsten Potenz. Letzteres kann auch bei Wurzel- oder Potenzfunktionen funk-
tlonieren.



Sntaon?1n 8+%+% 8+0+0 8
x lim — lim 2 = = —
0 4 nd 4 3pd e Z+143 04043 3

3r + V1+ 2t 3+,/ +1 3+ Y0+1

x  lim = lim

t=+00 4 /1 + x2 r=400 1 1 _|_ 1+,/0_|_1:

. lim sin(1 — x) by i —cos(1 — :C)
x—1

z—1 \/5_1 2\1/5

e Bei Differenzen der Form ‘oo — oo’, insbesondere bei Wurzelfunktionen: Auf

= —2cos(1—1)-v1=-2

gemeinsamen Nenner bringen, z.B. Erweitern mit ‘oo + oo’, um die dritte bi-
nomische Formel anzuwenden.

. e (k* + 2k) — (k* — k)
2 — A/ 2_
i ’}1—{20< W2k K > 1520\/k2+2k+\/k2
3k 3 3

= lim = lim = —
fHOO\/k2+2 +VE2 =k koo 1+%+ 1_% 2

e Sandwichsatz, z.B. wenn sich eine Folge/Funktion nur leicht von einer mit
bekanntem Grenzwert unterscheidet.

1 1
* —— < 8T = fur r€R". Aus lim +- =0 folgt lim T _ 0.
r—+oo r—+00
x Vn? < \/T V(2n)? fir n € N.
Aus 7}1_{1&@ f Vn=1

und lim {/(2n)? = lim_ V- %/n - ’{/ﬁ:lfolgtnli_)rgo"(n—kl)zzl.

n—oo

e Bei rekursiv definierten Folgen kann man durch Grenzwertiibergang in der
Rekursionsgleichung eine Gleichung erhalten, die ein Grenzwert erfiillen muss.

5.2 Reihen und Potenzreihen

) Fur eine Folge (a;)r in K € {R,C} und eme nattrliche Zahl n € N heifit

Z aj. die n-te Partialsumme der Folge ( Z ak) . Diese Folge wird Rethe
k=1

o0 n
genannt und man schreibt Y ap = ( > ak>
k=1 k=1 n

(0 @] n
Konvergiert diese Reihe, so schreibt man zudem > a; = nh_)m S ag
| . . k=1 k=1
Analog definiert man > a; = ( > ak) - bzw. Z ap = hm Z ay, fur
k=Fko k=ko n=r0 k=Fko > k=ko

entsprechende Folgen (aj)g>k, mit kg € Z.



o0
o Fiir 2,29 € C heiBt 3 ayp(z — )" eine Potenzreihe, die iiblicherweise als
k=0

Funktion z Z ar(z — 20)F fiir geeignete z € C aufgefasst wird. 2 nennt

man den Enthcklungspunkt der Potenzreihe.

Reihen der Form Z ap(z — ZO) mit £ € N und kg € Ny sind bequem
k=kq
notierte Potenzreihen, deren Koeffizientenfolgen sonst abschnittsweise als ay

und 0 definiert werden mussten.

Konvergenzkriterien
Sei eine Folge (ag)r>k, in K mit ky € Z gegeben.

o Konvergiert > ay, so ist (ay)r>k, eine Nullfolge, d.h. es gilt klim a;. = 0.
k=ko N —00

0.9) o
e Konvergiert > |ay| (man sagt > ay ist absolut konvergent), so konvergiert
k=kq k=ko

(0. ¢}
auch > a; .
k=ky

o Leibnizkriterium:

Ist (ax)k>k, monoton in R mit lim aj = 0, so konvergiert Z (— )kak .
k— 00 k=k

o Quotientenkriterium von d’Alembert:

a
* Gilt hm Skl

< 1, so ist die Reihe absolut konvergent.
k—o0 ajk

a
« Gilt Lm |—| > 1, so ist die Reihe divergent.

k—oo | Af

o Wurzelkriterium von Cauchy:
. I k . . .
x Gilt kh_{glo M < 1, so ist die Reihe absolut konvergent.

x Gilt lim {/|ax| > 1, so ist die Reihe divergent.
k—o0

0
o Majorantenkriterium: Ist Y by eine konvergente Reihe in R mit |ag| < by
k=ko

fur (fast) alle k > ko, so konvergiert auch § ay .
-



oo o (0. ]
o Minorantenkriterium: Sind Y ax, >. br Reihenin R, > by divergent und

k=ko  k=kg k=Fkg
gilt ap > b > 0 fur (fast) alle k > ko, so divergiert auch Y- ay .
k=Fkq

e Seizp € Cund ky > 0.

Es gibt ein p € Ry U {+00} so, dass die Potenzreihe Y ap(z — 2)" fiir alle
k=kq

z € Up(z) absolut konvergiert und fur alle z € C\ U,(z,) divergiert.
Hierbei ist

U,(20) = {z € C“z — 20| < p} und  C\ Uy(z) = {z € C“z — 2| > p}

fiir p € Ry , sowie U oo(29) = C und C\ U, (29) = 0.

Man nennt p den Konvergenzradius der Potenzreihe und U ,(zy) den Konvergenz-
kreis der Potenzreihe.

Der Konvergenzradius p kann wie folgt berechnet werden: Hat man
. a’k—i—l . k k
a= lim |[——| oder a= lim Y| |ag|

a

ar| oder a= lim
k—00 k—00

berechnet, so ist p = 1, wobei & als +00 und — als 0 zu interpretieren ist.
a 0 +00

o
[st die Potenzreihe in der Form ak<2_20)€k mit £ € N gegeben, so berechnet
k=kq
man

a= lim |a| oder a= lim |a|

k—o00 k—o00

1
-

und erhélt dann wie oben p =

Ausgewahlte Reihen

o0
e Ceometrische Reihe: Y 2% = fir z € Cmit |z| < 1, ansonsten divergent
k=0

e Exponentialreihe: > = e” fur alle z € C
k=0

(_1)k 2k+1

e Sinusfunktion: k;%:%o 2k jl)!

=sinz fur alle z € C



50 (_1)11:22]{:

o Cosinusfunktion: = cos z fur alle z € C

E—0 (2/{)!
o . o (—1)Fak )
e Natiirlicher Logarithmus: - . —In(l +2) fur z € (—1,1]
k=1

Fir x = 1 erhalt man die sogenannte alternierende harmonische Reihe.

e Verallgemeinerte harmonische Reihe:

(0. 9]

1
Z o konvergiert fir « > 1 und divergiert fiir a <1
—1

Fur a = 1 erhalt man die harmonische Reihe.

Hinweise zur Untersuchung auf Konvergenz und zur
Grenzwertberechnung bei Reihen

(0@ o0
e Linecaritat: Fur konvergente Reihen Y ap, Y. bp und z,w € K gilt:
k=kq k=ky

(0. 9] o o

> (zakerbk) = Z( > ak> +w< > bk)

k=kg k=Fkq k=kg

e Fir die Konvergenz einer Reihe ist der Summationsbeginn unbedeutend:

> ar und > a; haben das selbe Konvergenzverhalten.
k=1 k=ky

Das gilt jedoch nicht fiir die Grenzwerte! Hier muss man entsprechende Sum-
manden hinzuftigen.

Beispiel:
Sra)-ww G 256
n=1 \2n 3n - 20 !
i 2
=12+ [+ I
-3 l—3
=141

o Falls (ap)r>k, keine Nullfolge ist, so divergiert > ay .
k=Fk
o nl ’
Beispielsweise divergiert Z 3—
n=2

n

|
Wegen lim = 0 ist (;L) divergent, insbesondere also keine Nullfolge.
o n! n



e Potenzreihen miissen manchmal umgeformt werden, um als solche erkannt zu
werden. Niitzlich sind zum Beispiel Umformungen der Form

) 00 k
> ap(bz — w)/ZC = 3 aib (z — w>
k=kq k=kq b

und

(0. @] oo
> ap(2? — 222 + zg)k = 3 ap(z — %),
k=k k=ko

o Teleskopsummen:

Fir eine konvergente Folge (ay)r>k, in K mit khm ar, = a € K ist
— 00

(0.9
> (ar — aky1) = ag, — a.

k=kq
Beispiele:
§ VIi—+VJ+1 B %O: ( 1 B 1 ) B 1
=i+ =Ss\WIHD Vi V3
1 1
x Die Partialbruchzerlegung = — — liefert
r(r—1) x— x

k§3/€(/€1—1)k§3(1_1)1'
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