Aufgabe 6 (4 Punkte) Sei

vom 2.9.13 f:00,1] = R: 2 — % —x2.

Die Funktion f besitzt im Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle. Benutzen Sie die Intervallhalbierungs-
methode, ausgehend von [aq,b;] := [0, 1], um ein Intervall von kleinerer Lénge als ¢ = 0,3 zu finden,

das eine Nullstelle von f enthalt.

Aufgabe 10 (10 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 2.3.15

f: Rz — R: (1’1,1’2) — (l’l + 21’2)2 + 4(21’1 — 1'2)2 .

(a) Bestimmen Sie den Funktionswert f(2,4) =

(b) Die Niveaumenge F := {(1’1,1’2) e R?| f(xy,12) = f(2,4)}, die den Punkt (2,4) enthélt, ist

eine Ellipse. Geben Sie die symmetrische Matrix A fiir die Matrixbeschreibung

' Az + 24"z — £(2,4) =0

von F an: A=

(c) Geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem F an, in dem E euklidische Normalform hat.

F =

(d) Geben Sie die Halbachsenldngen der Ellipse E an:

(e) Skizzieren Sie E sowie das Koordinatensystem F:
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Aufgabe 2 (4 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen:
vom 14.3.11 (240 min)

o o e



Aufgabe 10 (5 Punkte) Fiir die Konstanten «, 8 € R wird das folgende Vektorfeld definiert:
vom 6.9.10 (240 min)

2
- Y+ By
xXr
g: (0,400) x R 5 RY: | Y | o | (o + B)In(z)
z w? + aw
w Bzw + az

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Jg =

Fiir welche Paare (o, 8) ist die

Jacobi-Matrix Jg symmetrisch?

Aufgabe 12 (3 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen:
vom 6.9.10 (240 min)

(a) P arctan (sin(z)) =
(b) % z2m —

© o (Val(+a?) =

Aufgabe 11 (2 Punkte) Bestimmen Sie folgende Ableitungen in den jeweiligen Definitionsbereichen.
vom 6.9.11 (240 min)

d
—xe* =

dz

d z-3
dz (z+1)2

Aufgabe 2 (5 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 24.2.14

a?sin (1) 2 #0
0 z=0

fTR—=R:x—

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f fiir x # 0.
(b) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (f/(52 ))neN :

2mn

(c) Bestimmen Sie mittels Differenzenquotient die Ableitung von f an der Stelle x = 0.

(d) Ist f stetig differenzierbar?



Aufgabe 10 (5 Punkte) Gegeben seien die Funktionen
vom 1.9.14

x
f:R? - R?*: “ — w . ¢: R = R?%: y | — ¢ , h:=fog
v v+1 y+z
z

und der Punkt p := (0,1, 1). Bestimmen Sie:

die Jacobimatrix Jf (u,v) = , Jg(z,y,2) = )

den Vektor g¢g(p) = ) Jh (p) =

Aufgabe 6 (3 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 31.8.15

sin (1) fir #0,

fTR—=R:x+—
0 fir x=0.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f fiir x € R~ {0}.
(b) Ist f differenzierbar an der Stelle zy =07

(c) Ist f" differenzierbar an der Stelle zy =07

Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 22.2.16

f:(=mm) = Riaz—

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f fiir x # 0.

(b) Bestimmen Sie mittels Differenzenquotient die Ableitung von f an der Stelle z = 0.

Aufgabe 5 (12 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 8.3.10 (240 min) . )

r+1 z-1
(a) Bestimmen Sie die Menge D der reellen Stellen x, an denen der Funktionsterm definiert ist.

Ermitteln Sie das Verhalten von f an den Polstellen.

f:D—->R:z—

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f.
(c) Skizzieren Sie das Schaubild von f fiir x € [—4,4].

(d) Zeigen Sie mit Hilfe einer vollstandigen Induktion, dass fiir die Ableitungen von f gilt:
fO@) = (=) ((z+1)" " = (z—1)"") firneN

(e) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f um den Entwicklungspunkt zq = 0.

(f) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe aus Teil (e).



Aufgabe 5 (7 Punkte) vom 9.3.09 (120 min)

Bestimmen Sie fiir die Funktion
[R5 R: (z,y) — "W

den Gradienten

grad f(z,y) =

und die Hessematrix

Hf(x,y) =

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 75 ( f, (z,y), (0, 0)) der zweiten Stufe fiir den Entwicklungspunl
(xOv yO) = (07 0) :

T2(f7 (x,y), (070)) =

Aufgabe 7 (3 Punkte) vom 8.3.10 (240 min)
Gegeben sei die Funktion
f:R2 5 R: (z,y) e,

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 im Punkt (0, 0).

Aufgabe 6 (5 Punkte) Wir betrachten f(z) = cos(z) auf dem Intervall [0, 7].
vom 6.9.10 (240 min)
(a) Berechnen Sie das in = 0 entwickelte Taylorpolynom zweiter Stufe T5(f, z,0) und das zugehori-

ge Restglied Ry(f,x,0) nach Lagrange.

(b) Ersetzen wir cos(z) durch Ty(f,z,0), so entsteht ein Approximationsfehler. Bestimmen Sie

B € (0,%] so, dass der Approximationsfehler auf [0, 5] kleiner als 107 wird.



Aufgabe 14 (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion
vom 7.9.09 (240 min)

f:R* = R: (z,y) — " — sin(xy)

den Gradienten

grad f(z,y) =

und die Hessematrix

Hf(x,y) =

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 7, (f, (z,y), (0,0)) der zweiten Stufe um den Entwicklungspunkt
(xOv ?/0) = (07 0) :

T2(f7 (x,y), (070)) =

Aufgabe 1 (5 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 14.3.11 (240 min)

fR*=R, (z, y)T — (2?4 1)Y.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Stufe zum Entwicklungspunkt (1,1).

Aufgabe 13 (3 Punkte) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 der folgenden Funktionen um
den angegebenen Entwicklungspunkt xz. vom 6.9.11 (240 min)
(a) f:R—=>R:zw— cos(x/2), xp=0

T3(f> xZ, 0) =

(b) g: RN {0} > R: z+—In(a?), =zy=1

Tg(g,l’, 1) =

Aufgabe 4 (4 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion
vom 27.2.12

f:R—)R:aﬂ—)/teXp(t)dt
0

das Taylorpolynom T} ( f,x, 0) der vierten Stufe um den Entwicklungspunkt zq =0



Aufgabe 15 (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion
vom 6.9.11 (240 min)

f:R* = R: (z,y) — sin(x)e” ¥

den Gradienten

grad f(z,y) =

und die Hesse-Matrix

Hf(z,y) =

Bestimmen Sie das Taylorpolynom Ty (f, (x,), (7/2,1)) der zweiten Stufe um den Entwicklungspunkt
(o, yo) = (7/2,1).

T2<f> (l’ay)a (77-/27 1)) =

Aufgabe 6 (7 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 27.2.12

iR =R (z,y) = oy’ =22y +2° =a((y— 1) +2°—1).

Die kritischen Stellen von f sind (0,0), (0,2), <\_/—:1)-), 1) und <\/L§, 1) .
(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge und Vorzeichenverteilung von f.

(b) Geben Sie fiir jede der oben stehenden kritischen Stellen den Funktionswert von f und den Typ

der kritischen Stelle an.

(c) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der Funktion f
: 1 1
im Punkt <%, 1, f <%, 1)) an.
Aufgabe 2 (8 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 25.2.13
f: (L,+00) 2> Riz— (x—1)In(2z —2) —x + 1.
(a) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen von f.
(b) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion: Fiir £ > 1 ist

(=D*(k —2)!

8) () —
f ( ) (m—l)’“l

(c) Berechnen Sie die Taylorreihe T'(f, x,2) von f an der Stelle 2y = 2.



Aufgabe 6 (4 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 4.9.12
fiR? = R: (z,y) = sin(3z + 7).

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiter Stufe von f um den Entwicklungspunkt (0,7/4).

Aufgabe 9 (4 Punkte) Es sei
vom 2.9.13
f:R* = R: (z,y) — 2° + zy + 2.

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T} (f, (z,y), (1,1)).

Tl(f> (l’,y), (17 1)) =

(b) Entwickeln Sie f nach Potenzen von (z — 1) und (y — 1), d.h. schreiben Sie f in der Form

2
flz,y) =a+by(x — 1)+ bi(y +chx—1 —1)* mit a, by, by, c; € R.
7=0

a = 760: 761: , Co = , C1 = , Co =

Aufgabe 9 (7 Punkte) vom 24.2.14

(a) Gegeben sei die Funktion f: R — R : x + cos(z/2). Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen

von f im Punkt xy = 7:

f'(x0) = ; f" (o) = ; f" (o) =

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 von f im Punkt xy = 7.

Ts(f,x,x) =

(b) Sei D = {(x,y)T c R?

3xr+y= —1}. Gegeben sei die Funktion

g:D—=R:(2,y) =143z +y.

Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von ¢ im Punkt a = (0,0)":

grad g(a) = und Hg(a) =

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 von ¢ im Punkt a = (0,0):

TQ(ga (a:,y),a) =




Aufgabe 7 (5 Punkte) Es sei
vom 1.9.14

iR = R: (z,y) = (2 — 4o +4) (> +2y + 1) + 2y — 2y + 3.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(f, (z,y), (0,—1)).
Aufgabe 4 (5 Punkte) vom 2.3.15

Gegeben sei die Funktion f:(=2,400) > R:z—In(2+2).
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(f, z,z¢) zum Entwicklungspunkt zq = —1.

(b) Berechnen Sie den Wert Ty(f, —3,—1).
(c) Geben Sie das zugehorige Restglied Rs(f, —%, —1) nach Lagrange an.

(d) Zeigen Sie, dass der Fehler |Ty(f, —3,—1) — f(—3)| hochstens 1/24 betrégt.

Aufgabe 8 (4 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 22.2.16 T
f:(0,4+00)> = R, (x,9) > a¥e®.

Bestimmen Sie den Gradienten von f und das Taylorpolynom 1. Stufe zum Entwicklungspunkt (1,1).

(a) grad f(z,y) =

(b) T (f> ($>y)> (17 1)) =

Aufgabe 2 (4 Punkte) Gegeben sei die Funktion
vom 29.8.16

fRoR: z~ 2z +3@ D,
(a) Geben Sie das Taylorpolynom T5(f,z,1) an.
(b) Wir betrachten die Umkehrfunktion

fFl:R->R: y»—)f_l(y)

von f. Geben Sie das Taylorpolynom Ti(f %, y,3) an.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 9.3.09 (120 min)

FiRoRiz— (222 —1)e ™.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f sowie das Verhalten von f fiir x — £oo und untersuchen

Sie den Graphen von f auf Symmetrie.

(b) Berechnen Sie f und f”.

(c) Bestimmen Sie die Extremalstellen von f, sowie jeweils deren Typ und die zugehérigen Funk-

tionswerte.

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f.



Aufgabe 3 (5 Punkte) Mit Hilfe der Methode von Lagrange sollen die Minima und die Maxima der
Funktion vom 10.3.09

flz,y) =~ +

e~ 8
wile

unter der Nebenbedingung

bestimmt werden.

Aufgabe 7 (7 Punkte) Gegeben ist die Funktion
vom 7.9.09 (240 min)

fiRE=R: (zy) = (- Dz —y—1).
(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge der Funktion f. Markieren Sie das Vorzeichen der Funktions-
werte in allen Bereichen.

(b) Berechnen Sie den Gradienten von f. Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f und markieren

Sie diese in Threr Skizze.

(c¢) An welchen dieser kritischen Stellen liegen Extrema, wo Sattelpunkte vor?
Aufgabe 12 (5 Punkte) vom 8.3.10 (240 min)
Gegeben sei die Funktion f: R* — R: (z,y)" — @D+,

(a) Bestimmen Sie den Gradienten der Funktion f.

(b) Berechnen Sie die kritischen Stellen von f.

(c) Geben Sie den Typ der kritischen Stellen an.

Aufgabe 7 (8 Punkte) Die Funktion f: R* — R sei definiert durch
vom 6.9.10 (240 min)

flz,y) = (® = 2¢%)e” ).

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f und skizzieren Sie die Vorzeichenverteilung in R?.

(b) Bestimmen Sie Lage und Art aller kritischen Stellen von f.



Aufgabe 5 (8 Punkte) Ein rechteckiger Karton ohne Deckel soll aus 12m? Pappe hergestellt werden.

Berechnen Sie das maximale Volumen eines solchen Kartons. vom 14.3.11 (240 min)

(a) Geben Sie einen Ausdruck V' fiir das Volumen des Kartons in Abhéngigkeit von Lange und Breite

all.

(b) Bestimmen Sie Lage und Typ aller kritischen Stellen von V. Was ist das maximale Volumen des

Kartons?

Aufgabe 8 (7 Punkte) Gegeben ist die Funktion

vom 6.9.11 (240 min)
f:R* = R: (z,y) — 2* —y* — 2.

(a) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f. Welcher Typ liegt jeweils vor?

(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f auf der Geraden y =z — 1.

Aufgabe 7 (7 Punkte) Bestimmen Sie alle absoluten Maxima und Minima der Funktion
vom 27.2.12
fi R2 SR (z,y)" = (v +y)?

auf der durch die Nebenbedingung
522 — 6xy + 5y* = 16

beschriebenen Ellipse.

Aufgabe 7 (6 Punkte) Die Funktion f: R?* — R sei definiert durch
vom 4.9.12

flzy) =Y+ (y—2"+2) =2y —a>+y*+ 3y +2.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f und skizzieren Sie die Vorzeichenverteilung in R?.

(b) Bestimmen Sie Lage und Art aller kritischen Stellen von f.
Aufgabe 4 (4 Punkte) Gegeben seien zwei reelle Zahlen z,y. Fiir welche Werte von x und y ist das
Produkt von x und y am groBten, wenn man voraussetzt, dass die Summe der Quadrate von x und y
konstant 4 ist? vom 25.2.13

Aufgabe 7 (11 Punkte) Gegeben seien die folgenden Funktionen.
vom 2.9.13
fiR* = R: (z,y) — 22+ (y — 1)?

2
g: R* = R: (a:,y)»—>2:172—|—%—1

Esist f(z,y) das Quadrat des Abstands des Punktes P := (0,1) vom Punkt (zx,y).
Die Menge E :={ (x,y) € R? | g(z,y) = 0} ist eine Ellipse.

Bestimmen Sie die absoluten Minimalstellen und die absoluten Maximalstellen von f(x,y) unter der

Nebenbedingung g(x,y) = 0.

Bestimmen Sie den minimalen Abstand des Punktes P von einem Punkt der Ellipse E.
Aufgabe 4 (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion

vom 1.9.14
f:R* > R: (z,y) — 14 6ay — 2> — 8°
(a) alle kritischen Stellen,

(b) Lage, Art und Wert der lokalen Extrema.



Aufgabe 6 (5 Punkte) vom 2.3.15

Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f: R? — R: (z,y) — v/62—+/3y unter der Nebenbedingung
2?4+t =1.

Aufgabe 6 (7 Punkte) Bestimmen Sie alle globalen Minimalstellen und globalen Maximalstellen
der Funktion

[R5 R: (z,y) — 2° — 9
2
unter der Nebenbedingung 5 + ¢ = 2. vom 29.8.16

Aufgabe 2 (6 Punkte) Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f: R3 — R: (z,y,2) — 2z —2y+22
unter der Nebenbedingung 2% + y? + 22 = 1. vom 27.2.17
Aufgabe 5 (12 Punkte) vom 13.10.17

Seien E = 0 ; L , X und F = 0 ;1 4 ,l s Koordinatensysteme von R2?.
0 0 1 0/ 5\-3) 5\4

Beziiglich E heiflen die Koordinaten 1, xo. Beziiglich F heiflen die Koordinaten v, ys.
Sei f: R? — R: (z1,22) — 427 + 23. Sei die Quadrik @ beziiglich E beschrieben durch

Q: 427+ 23 = 16,

also als Niveaumenge von f zum Niveau 16.

(a) Zeichnen Sie F und @ in das Standardkoordinatensystem E ein.

4( =2
(b) Sei P der Punkt mit ]EP = 5( 3) . Liegt der Punkt P auf der Quadrik @ ?

(c) Berechnen Sie den Gradienten Vf (z1,x3).
(d) Sei g die Tangente an die Quadrik ¢ durch den Punkt P aus (b).

Berechnen Sie einen Richtungsvektor von g.

Zeichnen Sie P und ¢ in die Zeichnung aus (a) ein.

(e) Bestimmen Sie die Koordinatentransformationen _r_und r_.

(f) Geben Sie eine Beschreibung der Quadrik @) beziiglich F an.
Aufgabe 2 (14 Punkte) Sei vom 13.10.17

f:R* 5 R: (z,y) — (2* —z)(2* +9° — 1) .

(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge von f zum Niveau 0. Markieren Sie in Threr Skizze die Bereiche,
in denen f nur positive Werte annimmt, mit einem “+4” und die Bereiche, in denen f nur negative

«w_»

Werte annimmt, mit einem
(b) Zeigen Sie die Ungleichungen 4 < /17 < 5.
(c) Berechnen Sie Vf (1,0).

(d) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f. Geben Sie jeweils an, ob es sich um ein lokales

Maximum, ein lokales Minimum oder einen Sattelpunkt handelt.



Aufgabe 5 (14 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

vom 04.09.17
flzy) =14z —2"—y* —2° + 2%y

=(1-2%) (1+z—y).

(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge von f zum Niveau 0. Markieren Sie in Threr Skizze die Bereiche,
in denen f nur positive Werte annimmt, mit einem “+” und diejenigen Bereiche, in denen f nur

[13 2

negative Werte annimmt, mit einem “—7.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f. Geben Sie jeweils an, ob es sich um ein lokales

Maximum, ein lokales Minimum oder einen Sattelpunkt handelt.



